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Kapitel 1

Fourier Reihen

Im Buch [ ] von Ian Stewart findet man eine exzellente Charakterisierung der Fourier Transformation.

* What does it say?

Any pattern in space and time can be thought of as a superposition of sinusoidal pattern with different
frequencies.

Why is it that important?
The component frequencies can be used to analyze the pattern, create them to order, extract important
features, and remove random noise.

What did it lead to?

Fourier’s technique is very widely used, for example in image processing and quantum mechanics. It
is used to find the structure of large biological molecules like DNA, to compress image data in digital
photography, to clean up old or damaged audio records and to analyze earthquakes. Modern variants
are used to store fingerprint data efficiently and to improve medical scanners.

Dieses Kapitel ist ziemlich lang. Deshalb ist es besonders wichtig die Ubersicht zu behalten. Um Thnen
diese zu erleichtern sei hier der Inhalt der einzelnen Abschnitte kurz beschrieben.

1.

Einfiihrende Beispiele
Ohne Kenntnisse iiber Fourierreihen werden hier einige Anwendungen besprochen. Sie sollten es
erleichtern den erheblichen Aufwand der spiteren Abschnitte zu rechtfertigen.

Skalarprodukt, orthogonale Funktionen und Korrelation
Das bekannte Skalarprodukt von Vektoren wird analog implementiert fiir Funktionen. Zur Illustration
wird die Korrelation von Funktionen und eine praktische Anwendung vorgestellt.

. Fourierreihen von 2m—periodischen Funktionen

In diesem Abschnitt wird die grundlegende Theorie der Fourierreihen aufgebaut. Dies ist das Kernstiick
des Kapitels. Neben die Grundidee der Approximation durch trigonometrische Funktionen werden die
Begriffe Lo—Approximation, gerade und ungerade Erweiterung und Konvergenz von Fourierreihen
eingefiihrt. Auch das Phinomen von Gibbs vor vorgestellt.

. komplexe Fourierreihen

Die komplexe Notation fiihrt zu einfacheren Formeln und ist deshalb in der Regel vorzuziehen.

Fourierreihen von T—periodischen Funktionen

Die obige Einschriankung auf 2m—periodische Funktionen ist nicht wesentlich und kann leicht elimi-
niert werden. Fiir Anwendungen sind die Formeln auf Seite 49 wichtig. Sie bilden die Basis fiir alle
Rechnungen mit Fourierreihen.
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6. Eigenschaften von Fourierreihen
Die wesentlichsten Eigenschaften sind in diesem Abschnitt zusammengestellt.

7. Amplitudenspektrum und Leistungsspektrum
Der Begriff wird eingefiihrt und an wenigen Beispielen erldutert.

8. Faltung
Die Faltung von Funktionen auf der reellen Achse, periodischen Funktionen und Vektoren wird de-
finiert. Als Einleitung wird eine Anwendung aus der Messtechnik vorgestellt. Der wichtigste Satz ist
der Faltungssatz. Er hat viele Anwendungen, einige davon werden kurz vorgestellt.

9. Diskrete Fourier Transformation (DFT), FFT
Zuerst wird gezeigt, dass das Berechnen von Fourierkoeffizienten auch als Matrizenmultiplikati-
on aufgefasst werden kann. Anschliessend wird die Grundlage des FFT-Algorithmus (Fast Fourier
Transform) vorgestellt, ohne auf eine konkrete Implementierung einzugehen. Auf die Probleme Alia-
sing und Abtastfrequenz wird sorgféltig eingegangen.

10. Abschliessend werden einige Beispiele und Anwendungen durch-gerechnet und numerische Probleme
illustriert. Es wird gezeigt wie MATLAB und Octave FFT Berechnungen durchfiihren.

11. Das Kapitel wird abgeschlossen durch einige Aufgaben.

Das Biichlein [ ] iiber Fourier Methoden gibt einige Resultate und Anwendungen. In [ ]
sind einige Anwendungen von Fourier in der Optik dargestellt.

SHA 5-7-21
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1.1 Einfiihrung und illustrative Beispiele

Mit Hilfe der Fourier—Reihen kann eine beliebige, aber periodische Funktion als Summe von trigonometri-
schen Funktionen geschrieben werden. Im Verlaufe dieses Kapitels werden Sie sehen wie diese Zerlegung
erzeugt werden kann. Um klarer aufzuzeigen, dass eine solche Zerlegung sehr niitzlich sein kann geben
wir zuerst wenige Anwendungsbeispiele. Der grundlegende Aufbau der drei Beispiele ist derselbe und Sie
sollten nicht versuchen die (teilweise nicht vorhandenen) Detailrechnungen nachzuvollziehen, sondern das
grundsitzliche Vorgehen im Auge behalten. Details werden spiter behandelt.

1. Das System fiir eine einfache (trigonometrische) Funktion untersuchen.

2. Mit Hilfe der Linearitit des Systems und dem Superpositionsprinzip kennt man auch das Verhalten
fiir Linearkombinationen der obigen einfachen Funktionen.

3. Mit Hilfe von Fourier—Reihen kann eine ,beliebige” periodische Funktion als Reihe von einfachen
Funktionen geschrieben werden. Da man nur endlich viele Terme der Reihe verwendet muss man
sich mit einer Approximation zufrieden geben.

Als Konsequenz der untenstehenden Beispiele werden sich die folgenden mathematischen Fragen stel-
len:

* Kann ,,jede” Funktion als Summe (Reihe) von trigonometrischen Funktionen geschrieben werden?

* Kann ,jede” Funktion als Summe (Reihe) von komplexen Exponentialfunktionen geschrieben wer-
den?

* Wie sind die Koeffizienten der obigen Darstellungen zu finden?

* Wie ,,gut* konvergieren die Fourierapproximationen gegen die richtige Funktion? Wie gross sind die
Fehler?

¢ Gibt es ein effizientes Verfahren diese Koeffizienten zu berechnen?

Die Antworten auf diese Fragen werden in diesem Kapitel gegeben.

1.1.1 Losung von linearen Problemen durch Superposition

In den folgenden Beispielen wird immer wieder Superposition verwendet um Berechnungen auszufiihren.
Dieses Verfahren kann oft bei linearen Problemen verwendet werden. Die Grundidee ist einfach:

¢ Lose das Problem fiir ,,einfache” Funktionen.
* Schreibe die ,.komplizierte” Funktion als Linearkombination von ,.einfachen” Funktionen.
* Schreibe die Losung des , komplizierten™ Problems als Linearkombination der ,,einfachen* Losungen.

Zur llustration der linearen Superposition untersuchen wir ein Beispiel aus der linearen Algebra. Un-
tersucht wird das Losen von linearen Gleichungssystemen.

SHA 5-7-21
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1-1 Beispiel : Superposition bei linearen Gleichungssystemen
Fiir einen gegebenen Vektor b soll das inhomogene, lineare Gleichungssystem Az = b gelost werden.

* Die Losungen von einigen homogenen System seien bekannt, d.h ¥; 16st Av; = €. Als Beispiel sei
hier ¥y illustriert:

Avy, = é
[ a1 G122 a13 14 a1,n | V1,2 0
a21 Q22 a23 0G24 azn V2,2 1
az,1 az2 a33 a34 as.n V3,2 _ 0
G41 Q42 (43 Q44 a4,n V4,2 B 0
| On,1 Gp2 0Aan3 0an4 ann | Un,2 0

« Der Vektor b wird als Linearkombination der Basisvektoren aufgefasst, d.h.

by 1 0 0
by .
b= b3 =t | 0 [ +ba| O | +05 ot | 0 [ =3 b¢

j=1
bn 0 0

* Nun kann die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b leicht angegeben werden:

V1,1 V1,2 V1,3 Ul,n

V2,1 V2,2 V2,3 Vo
5 V3,1 V3,2 V3,3 U3,n
r = b + by + b3 .+ b,

V4,1 V4,2 V4,3 V4,n

Un,1 Un,2 Un,3 Un,n

n
> b, 7
j=1

Hier haben wir den Losungsvektor & durch lineare Superposition der Basislosungen ¥/; erhalten.

In den obigen Basisldsungen ; versteckt sich die inverse Matrix. Wegen A v; = ¢€; gilt

und somit V. = AL

V1,1 V12 V1,3 V1,n 0
V21 V22 V23 v2p 0
A - ’03,1 U372 ’0373 UB,n = 0 0 1
Un,1 Un2 Un3 Un,n 0 00 1
-V = 1

¢

SHA 5-7-21
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1.1.2 Ein Tiefpass—Filter

Betrachte den elementaren Tiefpass—Filter rechts. Fiir den

Strom ¢ durch die Kapazitit C gilt:
e —
d

i=C vy R )

a? " R

u
Dies fiihrt zur linearen homogenen Differentialgleichung er- C —/
ster Ordnung fiir die Ausgangsspannung ¥ (t)

RCy(t) +y(t) = u(t)

mit der gegebenen Eingangsspannung u(t).

Nun untersuchen wir das Verhalten des Ausgangs y (¢) bei verschiedenen, zunehmend komplizierteren
Eingangsfunktionen w (¢). Da die Eingangsfunktion periodisch ist, wird auch das Antwortsignal periodisch
sein, d.h. wir vernachlissigen den Einschwingvorgang und ignorieren Anfangswerte.

1. Fall: u(t) = ™!

Fiir die Losung der Gleichung ‘
RCy(t) +y(t) =

machen wir den Ansatz

und setzen in die Gleichung ein. Das fiihrt zu
Ae®t (iIRCw 4+ 1) = e

mit der offensichtlichen Losung fiir die Konstante A

1
- iRCw+1
Somit ist eine partikuldre Losung der Gleichung gegeben durch
1 )
t) = wt
y(t) tRCw+1

Der komplexe Faktor kann noch umgeschrieben werden zu
iRCw+1=+/(RCw)2+1¢e? mit tan¢ = RCw

und somit

y(t) _ 1 et (wt—arctan RC w)

(RCw)?2+1

2.Fall: u(t) = sin (nt)
Mit Hilfe der Euler’schen Formel erhilt man
u(t) = sin (nt) = Ime'™!

und somit aufgrund der vorangehenden Rechnungen (mit w = n)

y(t) — Im 1 ei (nt—arctan RC'n)
(RCn)?2+1
1

= W sin (nt — arctan RC n)
n

SHA 5-7-21



KAPITEL 1. FOURIER REIHEN 6

N .
3.Fall: u(t) = > cpent
n=0
Fiir jeden der Terme von u(t) finden wir die Losung der Gleichung
RC (1) + yn(t) = ¢ e

als
~ iRCw, + 1

Somit kénnen wir eine partikulidre Losung der Gleichung

Twnt

Yn (1)

N
ROy(t) +y(t) =D cne™n!
n=0

angeben durch

N N
Cn Wn
w0 = 2 10 =2 sy ¢
n=0 n=0 n

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
RC yn(t) + yn(t) =0

ist gegeben durch
—t
t)=K —
yn(t) exp (55)

Somit ist die allgemeine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung gegeben durch

N
B . ;t 6771 iwnt
y(t) = yn(t) +yp(t) = K exp (55) + nz% iRCw, + 1

wobei die Konstante K durch eine Anfangsbedingung zu bestimmen wire.
N
4. Fall: u(t) = > ¢, sin (nwt)
n=1

Mit den Uberlegungen der beiden vorangehenden Abschnitte erhilt man

sin (nwt — arctan(n RC w))

—t N Cn,
y(t) = K exp(55) +nzl ToRoor T

5. Fall: Eingangssignal u(¢) gegeben als Fourierreihe

Ist u(t) eine beliebige T—periodische Funktion, so konnen wir sie zerlegen in Fourier—Komponenten durch

die Formeln -
u(t) _ Z cn einwt

n=—oo

wobei w = 27 /T und
I :
tn = /0 u(t) e "™ dt

Die allgemeine Losung der Gleichung

RCy(t) +y(t) = u(t)

SHA 5-7-21



KAPITEL 1. FOURIER REIHEN 7

ist somit gegeben durch

o

y(t) = yn(t) + yp(t) = K exp (%) + Z

n=—0o0

Cn
inRCw+1

inwt

Ist u(t) eine reelle Funktion und sind wir nur am Realteil der Losung interessiert, so konnen wir auch die
Formel

—t > c .
=K . 2R = inwt
y(t) xp (Ra) +eo+ e<szCw+1e )

n=1
verwenden. Die Berechnung der Fourierkoeffizienten c,, kann mit numerischen Methoden erfolgen (z.B.
FFT anwenden auf Abtastwerte).

Ein konkretes Beispiel

Das obige Beispiel wurde gerechnet fiir den Werte RC' = 0.4 und ein 2w—periodische Eingangssignal u, das
entstand durch 2m—periodisches Fortsetzen der Vorzeichenfunktion sign ¢ auf die ganze reelle Achse. Spiter
werden Sie sehen, dass die Fourierreihe dieser Funktion gegeben ist durch

4 (sin(t) sin(3t) sin(5t) sin(7t)
t) = —
u(t) 7T( I e e
4 sin(k+ 1))
T 2k+1

Die Beispielrechnung wurde ausgefiihrt mit Termen bis zu sin (9¢). Je mehr Terme Sie beriicksichtigen,
desto besser die Approximation, aber auch der Rechenaufwand steigt.
Es entsteht die Abbildung 1.1. Die Graphiken wurden erzeugt durch den untenstehenden Octave—Code.

1t (\ /\VI\V/\ A : I\ AAA A —true 1t —true
v v v v — Fourier — Fourier

051 : 1 0.5

0 0
-0.5f ' 1 0.5

1 #vl AVAVAVAV UI\VAV/\V/\U | 1

0 5 10 15 0 5 10 15
(a) Eingangsfunktion (b) Ausgangsfunktion

Abbildung 1.1: Ein Tiefpassfilter: Eingangsfunktion «(¢) und ihre Approximation, Ausgangsfunktion y(t)
und die Approximation.

| tiefpass.m

function tiefpass()
n = 4; % number of Fourier terms to be considered
RC = 0.4;

SHA 5-7-21
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x = linspace(-1,15,1001);

function y = f(x)
y = sign(rem(x+7xpi,2xpi)-pi);
endsfunction

function y = fn(x,n)
y = zeros(size(x));
for k = 0:n
y =y + 4/pixsin((2«k+1) *x) / (2+k+1);
end%for
end%function

function y = odeF (u, x,RC)
y = 1/RCx(-u + £(x));
end%function

function y = soln(x,n,RC)
y = zeros(size(x));
for k = 0:n
y =y + 4/pixsin((2+k+1) +x—atan (RC* (2+«k+1)))/ ((2xk+1) xsqgrt ( (2+k+1) "2«RC"2+1)) ;
end%for
end%function

vyl = £(x);

y2 = fn(x,n);

[xRK,y3] = odedb5 (@ (x,u)odeF (u,x,RC),x,-0.95);
y4 = soln(x,n,RC);

figure(l);
plot (x,v1,x,v2); axis([-1,15,-1.2,1.2])
legend(’true’, ’'Fourier’)

figure(2);
plot (xRK,vy3,x,v4); axis([-1,15,-1.2,1.2])

legend(’true’, ’'Fourier’)

| end$function

1.1.3 Ein statisches Wiarmeleitungsproblem

Ein Stab der Linge 7 (0 < = < 7) wird an den beiden Rindern auf einer konstanten Temperature u(0) =
u(m) = 0 gehalten. Entlang des Stabes wird geheizt mit einer Funktion f(z) (Einheiten: Energie pro Linge
pro Zeit). Das fiihrt auf das folgende Randwertproblem

2
@u(x) = —f(x) fir O0<z<m

u(0)=u(r) = 0

Nun untersuchen wir diese Differentialgleichung fiir verschiedene Typen von Funktionen f(x).

1. Fall: f(x) =sin(nx) firn € N

Wegen % sin (nx) = —n? sin (n ) ist die Lésung gegeben durch

u(z) = -3 sin (n x)

SHA 5-7-21
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Auch die Randbedingungen u(0) = u(m) = 0 sind erfiillt.

2.Fall: f(z) =N b, sin (nz)

Wegen der Rechnung im vorangehenden Abschnitt und der Linearitit der Ableitung ist die Differentialglei-
chung geldst durch
N
by,
Z o2 Sn

Dies kann durch Einsetzen verifiziert werden.

> Y b, &2
) u(z) = da:2 Z — sin ( Z 3 T2 sin (nx)

n=1
= — an sin (nx) = —f(x)
n=1
Auch die Randbedingungen «(0) = u(7) = 0 sind erfiillt.

3. Fall: ,,allgemeine Funktion* f(x)
Als Beispiel untersuchen wir die Funktion
0 fir 0<z<mw/2
flz) = }
1 fir 7/2<zxz<m

d.h. die rechte Hilfte wird gleichmissig geheizt, die linke nicht.
Im Verlaufe des Kapitels werden die folgenden Rechnungen begriindet. Fiir die Fourier—Sinus—Reihe
dieser Funktion bendtigt man die Koeffizienten

b, = / f(x) sin(nz) dz 2/ sin (nx) dx
/2

_ —2
/2 nr

= ﬂ cos (n a:)

<(—1)" — cos (nz))
2
Diese Koeffizienten sind
b5:(_1+0)5_772r ) b6:<1+1)(?772|— ) b7:(_1+0)7_773 ) b8:(1_1)§72r

Dann giltfiir0 <z <

flz) = an sin (nx)
n=1

2 (sin (x) 2sin(2z) N sin (3x) n sin (bx) 2 sin (6x) N sin (7x) L >

1 2 3 5 6 7

s

Gemadss dem vorangehenden Abschnitt ist die Losung der statischen Wirmeleitungsgleichung gegeben
durch

n .
5 sin (nx)

M:

u(z) =
1

sin(z) 2sin(2x) sin(3z) sin(bx) 2sin(6z) = sin(7x)

( 1 2.4 3.9 5-25  6-36 7-49 )

Ao g
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KAPITEL 1. FOURIER REIHEN 10

In Abbildung 1.2 finden Sie die Funktion f(x), eine Fourier—Sinus—Approximation und die daraus bestimm-
te approximative Losung der Randwertproblems. In der Approximation wurden nur 6 Terme verwendet.
Dieses Problem kann auch exakt gelost werden'. Die exakte Losung und die Fourierapproximation unter-
scheiden sich kaum, der Unterschied ist iiberall kleiner als 0.004.

1.4 1
12
: aNIVA
0.8 / 0.6
0.6
0.4 \ 04 \
0.2
/ 0.2
0
-0.2 0
0o 05 1 15 2 25 3 35 o o5 1 15 2 25 3
(a) externe Heizfunktion (b) Temperatur

Abbildung 1.2: Fourier—Losung eines statischen Warmeleitungsproblems

1.1.4 Verhalten einer schwingende Saite

Wird eine gespannte Saite der Linge L (d.h. 0 < = < L) vertikal um u(x, t) ausgelenkt. Zu Zeit t = 0 sei
die Saite um die Funktion u(z,0) = f(x) ausgelenkt, aber in Ruhe (Anfangsgeschwindigkeit ist Null). Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit” sei ¢, diese Konstante beschreibt den Einfluss von Spannung der Saite, Mate-
rialien und Querschnitt der Saite. Die Auslenkfunktion muss der folgenden partiellen Differentialgleichung
geniigen

C‘l%u(a:,t) = %u(w,t) fir 0<x<L und t>0
u(t,0) =u(t,L) = 0 fir ¢t>0
u(z,0) f(z) fir 0<z<L
4 ou(z,0) = 0 fir 0<az<L

Bei dieser Differentialgleichung finden Sie Anfangsbedingungen (beziiglich der Zeit t) und Randbedingun-
gen (beziiglich der Ortsvariablen x). Wie bei den beiden vorangehenden Modellproblemen wollen wir dieses
Problem 16sen fiir zunehmend komplexere Anfangsauslenkungen f(z).

L. Fall: f(x) = sin(z %) fiirn € N

Wir setzen
n

on(z) = sin(z T)
uns machen den Separationsansatz
un(x,t) = h(t) - Pn(x)

Wir sehen sofort, dass die Randbedingungen automatisch erfiillt sind (falls n € N). Es bleibt uns also eine
Funktion h(t) zu finden, so dass die Differentialgleichung und die Anfangsbedingungen gelost werden.

'"Fiir 0 < ¢ < 7/2 muss gelten u(x) = m z fiir ein geeignetes m, wegen v’ = 0. Fiir 7/2 < x < 7 haben wir dann

(x —m/2)*

u(x) =ma — 3

fir 7/2<z<m

Die Bedingung u(7) = 0 fiihrt dann auf die Gleichung 2m 7 = 72 /4 und somit m = /8.
2Es gilt ¢* = %, wobei A die Querschnittsfldche, p die Dichte des Materials und F' die Einspannkraft ist
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KAPITEL 1. FOURIER REIHEN 11

Verlangen wir 2(0) = 1 und 2(0) = 0, so sind auch die Anfangsbedingungen geldst. Nun betrachtet man

d? .
@un(x,t) = h(t) - dn(x)
d2
o (e t) = (1) ()
d? nmw n? 72 nT
"x) = %sin(xf):— 72 sin(azf)
2.2
_ <_”L§ dn(2)

und setzt diese Beziehungen in die Differentialgleichungen ein.

d2

Wu(a:,t) = d— u(x,t)

. 27'('2
h(t) - pu(z) = —& " 72 M) - dn(2)

Die unterste Gleichung kann durch ¢,,(x) dividiert werden und man erhilt einfache, gewohnliche Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung

mit der allgemeinen Losung

h(t) = A cos (t 0727r> + B sin (t CTLTW)

Die Anfangsbedingungen implizieren, dass A = 1 und B = 0 und somit ist die Losung des Anfangs—
Randwert-Problems gegeben durch

un(x,t) = h(t) - ¢n(z) = cos (t %) - sin (m %)

2.Fall: f(z) = 2N | b, sin (z 2F)

Wir verwenden die Linearitit der Differentialgleichungen und Superposition. Aus dem Resultat des voran-
gehenden Abschnitt erhalten wir die Losung

t)—zN:bnun(a:t Zb h(t Zb cos(t—)-sin(a:%)
n=1

3. Fall: Dreiecksanregung

Als Beispiel untersuchen wir die Anfangsauslenkung

x fir 0<z<L/2
flz) = )
L—z fir L/2<z<L

Die Fourier-Sinus—Reihe ist in diesem Beispiel gegeben durch

(-DkF (2k+1)7
7(2]?4—1)2 Sin <JJ 7‘[/ >

) = by

™

M

k=0
_ 4L sin(az%) B sin(m‘%) +sim(acf) B sin(ajf) +>

32 52 72

T2
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15 15
'_\ .

1

0.5 N\ 05 \*

0 0 T

)

-0.5

-0.5

-1
1 0 0.5 1 15 2 25 3
0 0.5 1 15 2 25 3

(a) Anfangsauslenkung (b) Auslenkung zu verschiedenen Zeiten

Abbildung 1.3: Bewegung einer eingespannten Saite

Im linken Teil von Abbildung 1.3 sehen Sie fiir den Spezialfall L = 7 die Funktion f(z) und die Approxi-
mation durch die ersten vier (von Null verschiedenen) Terme. Die Losung der Differentialgleichung ist in

diesem Fall
AL S~ (—1)F c2k+1)m\ . 2k+1)7
u(z,t) = =) kZ:O CEE cos <t — ) s (e

Diese Losungen fiir einige Zeitschritte konnen Sie im rechten Teil von Abbildung 1.3 sehen.

4. Fall: eine andere Dreiecksanregung

Rechts sehen Sie die Anfangsauslenkung und ihre Fourier— '

Approximation. Die Lésungen der Differentialgleichung als 08

Funktion der Zeit 0 < ¢ < 10 und des Ortes = kann in Abbil- 0s

dung 1.4 bestaunt werden. Das Resultat wurde erzeugt mit 04

Hilfe von MATLAB/Octave. Deutlich zu erkennen sind die 02 / \

beiden hin und her wandernden Wellenziige. Sie werden an 0

den eingespannten Enden reflektiert. o o5 1 15 2 25 3

position x

1.1.5 Bildverarbeitung

Der Zieleinlauf bei einem Sprint wird auf einem Zielfilm festgehalten. Da die Stadionbeleuchtung mit der
Netzfrequenz oszilliert werden sich deutlich sichtbare Streifen zeigen. Die Frequenz des Stromnetzes ist 60
Hz (USA) und die Intensitédt des Lichts ist proportional zum Quadrat der Spannung. Deshalb erhalten wir
ein Storsignal mit einer Frequenz von 120 Hz. Abbildung 1.5 zeigt ein Beispiel. Uber die ganze Breite kann
man 54 Streifen zdhlen. Nun versucht man mit Hilfe von Fouriertransformationen dieses storende Signal zu
entfernen.

* Mit MATLAB oder Octave wird das Bild einglesen und angezeigt, mit dem Resultat in Abbildung 1.5.
Anschliessend werden die drei Farbwerte des RGB Bildes summiert um zu einem Graustufenbild zu

kommen.

| Octave
a = imread(’ Image.bmp’); % read the bmp file
figure (1)
imagesc(a) ; % display the colored picture
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Abbildung 1.4: Bewegung einer eingespannten Saite, Wellenbewegung
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Abbildung 1.5: Orginal eines Zielfilms
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figure(2)

ad = double(sum(a,3)); % add the three components of the RGB picture
colormap (gray)

imagesc(ad) ; % display gray scale picture picture

* Zuerst wird nur Zeile 300 im Bild analyisert. In Abbildung 1.6 ist das dunkle Beinsegment in der
linken Halfte klar sichtbar. Ebenso erkennt man die 120 Hz Schwingungen der Lichtintensitat. Ziel
der Rechnungen ist es diese Storung zu entfernen, oder mindestens sehr viel kleiner zu machen.

| Octave
%%% choose one line for analysis
nn = 300;
inline = ad(nn, :);

dt = 5/10000; % set the sampling interval, frequency 2000 Hz
np = length(inline);

t = dtx[0:np-1];

figure (3)

plot (t,inline)

grid on

xlabel (time [sec]’); ylabel(’signal’);

1000

6riginai signar
filtered signal

800

—

i

7 000 WW W e T
: Mg VI |
o
-
© 400
200 r
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

time [sec]

Abbildung 1.6: Signal im Zielfilm entlang einer Zeile

» Mit Hilfe des Befehls £ £t () wird das Signal zerlegt in Komponenten mit verschiedenen Frequenzen.

| Octave |
T = npxdt; %% length of the time interval
freq = 1/T+[0:np-1]1; %% vector with all frequencies

c = fft(inline);

amp = abs(c) /np;

figure (4)

plot (freqg, amp)

grid on

xlabel (' frequency [Hz]’); ylabel (amplitude’);
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Es werden noch zu viele Frequenzen angezeigt und wir entscheiden nur Frequenzen bis zu 300 Hz
anzuzeigen. Finde das Resultat in Abbildung 1.7. Der Beitrag mit Frequenz 120 Hz ist klar ersichtlich.
Man erkennt auch Oberschwingungen bei 240 Hz.

Octave
maxFreq = 300;

%$%nMax = find(freogomaxFreq) (1); %% works in Octave only
bigFreq = find(fregrmaxFreq) ;

nMax = bigFreq(l);

figure (4)

maxAmp = max (amp(10:np-10))

plot (freqg(l:nMax) ,amp (1 :nMax) )

axis ([0, freg(nMax),0, maxAmp])

grid on

xlabel ( frequency [Hz]’); ylabel ('amplitude’);

35

30

N [\
o (6]

amplitude
o

10

| |
0 50 100 150 200 250 300 350
frequency [Hz]

Abbildung 1.7: Spektrum des Signals im Zielfilm entlang einer Zeile

* Der Beitrag mit der storenden Frequenz 120 Hz und den beiden Nebenfrequenzen wird zu O gesetzt
und das Zeilensignal rekonstruiert mit Hilfe des Befehls 1 ££t (). Das Resultat ist in Abbildung 1.6
bereits gezeigt.

Octave |
%$%%% remove the component with frequency 120 Hz
= 55; c¢(nl) = 0; c(npt+t2-nl) = 0; central frequency
n2 = 54; c(n2) = 0; c(npt2-n2) = 0; one smaller
n3 = 56; c(n3) = 0; c(npt2-n3) = 0; one larger
signal2 = real (ifft(c)); reconstruct signal

o° o° oP

o\

figure (3)

plot (t,inline, t,signal?2)

grid on

xlabel ("time [sec]’); ylabel(’signal’);
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legend(’original signal’,’filtered signal’)

Der obige Vorgang kann fiir jeder Zeile des Bildes durchgefiihrt werden. Abbildung 1.8 zeigt das Ampli-
tudenspektrum der Transformation des Bildes. Hierbei wurde jede Bildzeile in Abbildung 1.5 transformiert.
Das Spektrum in Abbildung 1.8 zeigt einige charakteristische Eigenschaften:

* Die dunklen Querstreifen im Original (Bahnmarkierungen) fiihren zu hellen Quersteifen im Spektrum.
Das Signal dieser Zeilen enthilt praktische keine variablen Anteile.

* Inder 55-ten Spalte ist ein deutlich ausgebildeter schwarzer Streifen sichtbar. Er entspricht dem Anteil
Signal mit einer Frequenz von 120 Hz.

* Es sind noch zwei weitere dunkle Spalten auszumachen. Sie entsprechen der ersten und zweiten Ober-
frequenz (240/360 Hz).

* In den untersten Zeilen sind fast keine Strukturen im Spektrum auszumachen, da dort auch keine
Sprinter erfasst wurden. Das Signal besteht fast ausschliesslich aus dem Storsignal.

Nun werden diese drei Frequenzen aus dem Bild ,.entfernt”, indem die entsprechenden Koeffizienten Null
gesetzt werden. Anschliessend wird das modifizierte Signal riicktransformiert um das Bild zu rekonstruieren.
Das Resultat sehen Sie in Abbildung 1.9. Die Intensitit der Streifen hat deutlich abgenommen. Der Code in
MATLARB ist hier gegeben.

50

100

150

200

250

300

350

400 ! ! ! ! ! ! J
80 100 120 140 160 180 200

Abbildung 1.8: Amplitudenspektrum eines Zielfilms

Dieses Problem wurde von in der Diplomarbeit [ ] von Erich Nyffenegger und Patrick Frutig
unter der Leitung von Dr. Peter Gysel sorgfiltiger untersucht. Die hier gezeigte Rechnung kann als Start-
punkt fiir eine konkrete Realisierung dienen.

1.1.6 Fraunhofer’sche Beugungsmuster

Tritt eine ebene Welle auf eine Wand mit Offnungen, so wird nicht die ganze Welle weitergehen, sondern nur
Teile davon. Das fiihrt zu Interferenzmustern hinter der Wand. Eine solche Situation ist in Abbildung 1.10
gezeigt. Diese Simulation wurde mit COMSOL erstellt. Die physikalische Grundlage ist in allen guten
Optik Biicher beschrieben, z.B. [ ].
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Abbildung 1.9: Zielfilm, nach der Bearbeitung durch Fouriertransformation

Surface: u (u)
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Abbildung 1.10: Fraunhofer Beugung an einem Doppelspalt
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Eine ebene Welle in y—Richtung (horizontal) kann beschrieben werden durch eine Funktion
2 o e .
u(y,t) = cos <;r (ct — y)) = Re (eﬂT (Ct—y)) = Re (eﬂTt e_ZQTy>

Trifft diese Welle auf eine Wand mit Offnung, so kann jeder Punkt in der Offnung als eine punktférmige
Quelle einer neuen Welle angesehen werden. Nun untersuchen wir die Welle in eine um den Winkel « ab-
weichende Richtung, ausgehend von Hohe x. Wie in der Figur 1.11 ersichtlich ist der von der Welle zuriick-
zulegende Weg von der Starthohe x abhéngig. Die ausgehende Welle wird somit eine Phasenverschiebung
erfahren, diese ist gegeben durch den Abstand d in Richtung o und somit

d=zsina~z«o

Diese Phasenverschiebungen sind zu beriicksichtigen iiber die ganze Offnung. Um die Intensitiit I als Funk-
tion des Abstrahlwinkels o zu untersuchen kann ein Integral iiber die gesamte Offnung aufgestellt werden.
Dazu muss die Uberlagerung aller durch den Spalt erzeugten Signale untersucht werden. Die Intensitit
ergibt sich als Betrag der komplexen Zahl

_j2xm

I(a):/, e_i?rxadx:/f(x)-e ATy
Offnung R

f(2) 1 falls Wand offen auf Hohe x
€Tr) =
0 falls Wand geschlossen auf Hohe x

wobei

Das obige Integral entspricht einer Fouriertransformation der Funktion f(x). Aus diesem Grund hat die
Fouriertransformation der Rechtecksfunktion viele Anwendungen in der Optik, sieche Abschnitt 1.8.4 und
Beispiel 2 im Kapitel Fouriertransformation.

=i
<
=
<
=i
N

NN

Abbildung 1.11: Fraunhofer Beugung

Der untenstehende Octave—Code berechnet das an einem Doppelspalt entstehende Beugungsmuster mit
dem Resultat in Abbildung 1.12. Der Befehl £ft () berechnet die FFT (Fast Fourier Transfom) der Funk-
tion f(¢), d.h. eine Approximation der Fouriertransformation der Funktion.

| Octave
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X linspace(-1,1,8%1024);
y = (x<0.1) .%(x>0.05);
y =y + fliplr(y);

c = fft(y);
figure(l);
plot (x,vy);
xlabel (‘position’); ylabel ('opening’); axis([-1 1 -1 2])

a = abs(c(2:100));

a [fliplr(a),abs(c(l)),al;

n = [-99:99];

figure(2);

plot (n,a)

axis('normal’); xlabel ('position’); ylabel (’intensity’);

2 500

1 A

i
LI

opening
o
(6,
intensity
N
o
o

-1
-1 -0.5 0 0.5 1 91 00 -50 0 50 100
position position
(a) Doppelspalt (b) Beugungsbild

Abbildung 1.12: Fraunhofer Beugung am Doppelspalt

Eine analoge Rechnung fiir einen einfachen Spalt erzeugt die Abbildung 1.13.

Die obigen Beispiele erlauben es die Beugung von Licht an beliebigen Schlitzmustern zu untersuchen.
Fiir Beugung an Lochern (statt Schlitzen) werden die zu berechnenden Integrale etwas schwieriger und
fiihren zu Bessel Funktionen, z.B. [ , §5.4] oder [ , Appendix C]. Im Kontext von Fouriertrans-
formation untersuchen wir das im Abschnitt 1.1.6 ab Seite 16. Fiir numerische Berechnung kann auch eine
2—dimensionale Fourier Transformation verwendet werden.
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2 1000
15 800
° > 600
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- 400
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05 200
R 0
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(a) einfacher Spalt (b) Beugungsbild

Abbildung 1.13: Fraunhofer Beugung am einfachen Spalt

1.2 Skalarprodukt, orthogonale Funktionen, Korrelation und Projektion

1.2.1 Skalarprodukte von Vektoren und Funktionen

Seien f und g stiickweise stetige Funktionen auf den Intervall [—7, 7] und @, ¥ € C™ (oder auch in R™).
Dann ist fiir die Vektoren « und ¢ das Skalarprodukt definiert durch

n
<U, 17> = Z U;V;
i=1

Fiir die Funktionen f und g setzen wir

(foh= [ F@) g da

Sind die Vektoren (Funktionen) reelwertig, so kann 7; durch v; (b.z.w. g () durch g (x)) ersetzt werden.
Die Notation f € L5 bezeichnet eine Funktion f dem Definitionsbereich [—, 7] fiir die das Integral

| 1r@p

existiert. Wir haben die folgenden Vergleiche zwischen Vektoren in C” und Funktionen in Lo

cr Lo
Objekte Vektoren 1w, U, W Funktionen f,g,h
Skalarprodukt (@,7) = D" | uiv; (fLoy=J"_F (z) g (z) dz
Norm 1l = 320 il IFIP = J7 1S (@) da
Orthogonalitit (u,v) =0 (f,g)=0
Linearitiit (U + W, v) = (d,0) + (W,0) | (f +h,9)={f,9)+ (h,g)
At ) = (i, ¥) (Mfr9) = X[, 9)
(@, \v) = \{d, v) (f,A9) = X/.9)

Fiir Vektoren gilt die Ungleichung von Cauchy—Schwarz

| (@, @) | < | [|7]]
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Fiir Integrale gilt die analoge Ungleichung

<([ e dx)1/2~ ([ o d:c)m

Es gilt also viele Parallelititen zwischen dem Skalarprodukt fiir Vektoren und demjenigen fiir Funktionen
auf [—, 7]. Nun werden wir diese Ahnlichkeiten ausnutzen.

[ r@at

1.2.2 Korrelation von Funktionen und Winkel zwischen Vektoren

Fiir zwei Vektoren 2,y € R" ist der Winkel o zwischen den Vektoren gegeben durch das Skalarprodukt

(@, ) = 12| 9] cos a

oder auch
{7, 4)
1211 11571
Die Grosse cos a ,,misst* wie gut die beiden Vektoren in die selbe Richtung zeigen. Ist cos @ = 1 so
zeigen die beiden Vektoren exakt in die selbe Richtung. Ist cos &« = —1 so zeigen die beiden Vektoren in
entgegengesetzte Richtungen. Bei cos o = 0 sind die beiden Richtungen unabhéngig.
Nun fiihren wir die selben Rechnungen mit dem Skalarprodukt von Funktionen f (x) und g () aus und

erhalten
(f, 9 J5, f(2) g(x) dx

gl (7, 2 (@) de) 2 ([T g2 (a) da)t/?
Die so erhaltene Zahl K heisst Korrelationskoeffizient der beiden Funktionen und ist ein Mass fiir deren
Abhingigkeit. Ist K = =1, so ist die eine Funktion ein Vielfaches der anderen. Ist K ~ 0, so sind die
beiden Funktionen unabhéngig.

COS @ =

1-2 Beispiel : In Abbildung 1.14 sehen Sie zwei Beispiele von Funktionspaaren und ihren Korrelationsko-
effizienten. Der Abschnitt 1.2.4 zeigt, dass Korrelationskoeffizienten von einigen trigonometrischen Funk-
tionen Null sind, d.h. die Funktionen orthogonal. &

(a) Koeffizient +0.45 (b) Koeffizient —0.88

Abbildung 1.14: Funktionen mit Korrelationskoeffizienten +0.45 und —0.88
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1-3 Beispiel : Untersuchen Sie die beiden Funktionen mit Parameter a € R

f(t)=sin(t) und g(t)=a-+t fir Ogtgg

(a) Berechnen Sie

w/2
H(a) = (f . g) = /0 £(t) o(t) dt

(b) Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten K (a) der beiden Funktionen, abhéngig vom Parameter a.

(c) Finden Sie den Wert von a fiir den der Korrelationskoeffizient K (a) maximal wird. Eine numerische
Losung mit Hilfe des Taschenrechners ist ausdriicklich zugelassen.

Mit dieser Rechnung suchen Sie die Ordinate auf der Hohe a, sodass sich die Funktion y = a 4 ¢ moglichst
gut an die Funktion y = sin(¢) anpasst.

Losung:
(a)
/2 /2
H(a) = (f,g9) :/ f) g dt:/ (a+t) sin t dt
0 0
w/2
= (—acost+sint—tcost) —o =a+1
(b)

/2
sin ¢]2 = / sin?t dt = —
0 1

/2 2 2 3
=0 2 4 Ty

w/2 3
la+t)|*> = / a2+2at+t2dt:<a2t+at2+3>
0

K(a) = (a+t,sint) 1+a

lla + ¢z [[sin t]l2 \/§\/“27“+a%2+§

(c) Die Rechnungen und Graphiken kénnen mit Octave oder einem Taschenrechner erzeugt werden. Die
Korrelation ist maximal bei a ~ 0.17 und der Wert des Korrelationskoeffizienten ist 0.99 .

-1 0 1 2 3 4
parameter a

Abbildung 1.15: Graph einer Korellationsfunktion
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Octave
aa = linspace(-0.5,4); cc = zeros(size(aa));

function k

= korrCoeff (a)
il = quad(@(t) ((a+t)."2),0,pi/2);
i2 = quad(@(t) (sin(t)."2),0,pi/2);
i3 = quad(@(t) (sin(t) .*(a+t)),0,pi/2);
k = i3/sqrt(il+i2);
endfunction

for ii= 1l:length(aa)
cc(ii) = korrCoeff(aa(ii));
endfor

plot (aa,cc)

xlabel (' parameter a’); ylabel (‘correlation coefficient’); grid on
[amin, ccmin] = fminbnd (@ (a) (-korrCoeff(a)),-0.5,1)

—-—>

amin = 0.17273

ccmin = -0.99605

o

1-4 Beispiel : Bestimmen der Tonhdhe

In der Diplomarbeit von Eliza Munafo (2006) wurde ein Hilfsgerit fiir Stotterer entwickelt. Um den PSO-
LA Algorithmus zu verwenden benétigt man als Teilresultat die Grundfrequenz (pitch) eines Sprech- oder
Gesangsignals. Diese kann mit Hilfe von Korrelation bestimmt werden. In Abbildung 1.16 ist ein kurzer
Ausschnitt aus einem Tonsignal gezeigt. Dieses wurde mittels Octave aus einer wav—Datei gelesen.

* Zuerst wird die Datei why_22k . wav gelesen. Es handelt sich um ein Signal von ca. 10 sec Dauer
das mit 22050 Hz aufgenommen wurde.

« Dann wird ein Ausschnitt ab ¢t = 19990 ~ (.45 sec der Linge At = % ~ 0.02 sec angezeigt.

22050
| Octave |
filename = "whyl_ 22k.wav";
[snd, srate, nbits] = wavread(filename);
srate

N = length(snd);
T = N/srate

NO = 10000; % approx. 0.5 sec into signal
NN = 500; % analyse sequences of length 0.02 sec

figure(l);
plot ([1:NN]/sratex1000, snd(NO:NO+NN-1))

| xlabel (time [msec]’); ylabel ('Amplitude’)

Anschliessend wird das urspriingliche Signal verglichen mit zeitlich leicht versetzten Signalen.

* Die Signale werden in Schritten von 1/22050 verschoben und es werden 500 Verschiebungen unter-
sucht. Die maximale Verschiebung ist somit ca. 0.02 sec.

* Fiir jede Verschiebung wird das Skalarprodukt des urspriinglichen Signals mit dem zeitlich verscho-
benen Signal gleicher Lange bestimmt.
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Abbildung 1.16: Ausschnitt aus einem Tonsignal

¢ Um die Resultate zu normieren werden alle Koeffizienten durch den ersten Koeffizienten dividiert.
Der neue erste Koeffizient muss somit 1 sein. Dies entspricht der Tatsache, das das unverschobene
Signal perfekt mit sich selbst iibereinstimmt.

* Die Koeffizienten werden als Graphik dargestellt mit dem Resultat in Abbildung 1.17.

| Octave
NShifts = 500
coeff = zeros (NShifts,1);
for k = 1:NShifts
coeff (k) = snd(NO:NO+NN) ’ *snd (NO+k—1 :NO+k+NN-1) ;
end%for

coeff = coeff/coeff(l);
figure(2);
plot ([0:NShifts—1]/sratex1000, coeff)

| xlabel (" Shift [msec]’); ylabel ('Correlation’) |

Das erste Maximum in Abbildung 1.17 liegt beim Koeffizient mit Nummer 103. Das entspricht einer
Periode von T' = % sec und somit einer Grundfrequenz von f = % ~ 215 Hz . Bei einer Periode
T =~ 0.005 sec haben wir Sequenzen der Lange 0.02 sec untersucht. Somit haben wir klar mehr als eine
Periode erfasst, was notwendig ist fiir zuverlissige Resultate.

Da sich das Tonsignal stindig dndert sind die weiter rechts liegenden lokalen Maxima kleiner als das

erste Maximum. &

1-5 Beispiel : Beriihrungslose Geschwindigkeitsmessung [ , p- 116]

Das Prinzip der Messmethode sei am Beispiel eines Schienenfahrzeugs erklirt. Die Schienen haben eine
unregelmissige Oberflachenstruktur. Zwei an der Unterseite angebrachte Lichtquellen haben einen festen
horizontalen Abstand a. Das Licht wird je nach Oberflichenzustand mehr oder weniger reflektiert. Die in
ihrer Helligkeit modulierten Lichtstrahlen werden gemessen. Theoretisch sollte man zwei mal das selbe
Signal erhalten, mit einer Zeitverschiebung 7'. Aus dem Wert von T erhélt man sofort die Geschwindigkeit
v = a/T. Die Messanordnung ist in Abbildung 1.18 gezeigt.

Die beiden Distanzsignale als Funktion der Zeit sehen Sie in Abbildung 1.19.
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Abbildung 1.17: Autokorrelationskoeffizienten eines Tonsignals

’ Empfaenger
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’ Sender ’ Empfaenger

(N

Abbildung 1.18: Beriihrungslose Geschwindigkeitsmessung

—signal 1
—signal 2

05

050

time

Abbildung 1.19: Gemessene Intensititen als Funktion der Zeit
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Seien die Signale gegeben durch die Funktionen f (¢) und g (¢). Nun geht es darum herauszufinden fiir
welchen Wert von 7" die beiden Funktion f (¢) und g (¢ — 7") moglichst gut iibereinstimmen. Hierzu kann
der Korrelationskoeffizient verwendet werden. Ergénzen Sie die beiden Funktionen rechts und links durch
Null und betrachten fiir eine sehr grosse Konstante M die neue Funktion

M
K(T)z/_Mf(t)g(t—T)dt

Die Division durch ||f]|2]|g||2 kann weggelassen werden, da wir ,nur“ an der Lage des Maximalwertes
interessiert sind. Der Graph dieser Funktion ist in Abbildung 1.20 gezeigt. Man liest leicht ab, dass der
Maximalwert bei T" = 2.5 erreicht wird.

10|

-10 -5 o 5 10
time

Abbildung 1.20: Korrelationsfunktion der beiden Signale
Es ist unbedingt zu beachten, dass der Rechenaufwand um die Funktion K (7") zu bestimmen sehr gross

ist. Fiir jeden Wert von 1" muss ein Integral bestimmt werden. Das kann ein zu grosser Rechenaufwand sein.
Der FFT-Algorithmus und der Faltungssatz werden den Rechenaufwand drastisch reduzieren. &

1.2.3 Orthonormale Vektoren und Funktionen, Projektionen

In R™ gibt es die Basisvektoren

0
51: ) 52: 0 ) vgn:
0 0 1

Fiir diese Vektoren gilt
€)1 = (€, &) =1
(€,€)=0 falls i#j
d.h. diese Vektoren sind orthonormal in R”. Ein beliebiger Vektor & kann geschrieben werden als Linear-

kombination dieser Basisvektoren
T

T2

n
3 | = g x; €

8
I
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wobei man die Koeffizienten durch

bestimmen kann und somit gilt
n
T=) (76)é
i=1

Der Vektor (&, €;) €; kann auch als Projektion von & auf die von €; aufgespannte Gerade (Koordinaten-
achse) aufgefasst werden. Hat ein Vektor b die Linge 1 so ergibt

(@,0) = ||Z][ - |[bll cosa = [[Z]| - 1 cos

die Lédnge der Projektion von 7 in die Richtung von b. Somit ist

(Z,b) b = Projektion von Z auf die von b aufgespannte Gerade

Untersuche den Abstand aller Punkte auf der Geraden ¢ b mit ¢ € R vom Punkte & und suche den Wert
von ¢ mit minimalem Abstand.

n

f) = |1F =Bl = (xi — tb;)

=1

d n

It = ;2(@—15@)@_0
tzn:b? = Zn:l’lbl

=1 =1

1 & "
ST

-

Somit ist der Punkt auf der Geraden mit minimalem Abstand von & genau bei (Z, b) b.
1-6 Beispiel :

(a) Bestimmen Sie den Punkt auf der durch den Vektor by aufgespannten Geraden mit minimalem Abstand
vom Punkt 7.

0.40825
= 2 und by = | 0.40825
-3 ~0.81650

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion b (t) = -1 sin(¢) die Norm 1 hat. Dann ist die Funktion

T

-1 falls ¢ <0

f(t) = sign(t) = { 1 falls t>0

zu untersuchen. Suchen Sie den Parameter \; € R, sodass die Funktion A; b;(¢) einen minimalen
Abstand von der Funktion f(t) auf dem Intervall [—7 , | hat.

Losung:
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1
\
0.5 ; ¢
/ \
0 ! :
\ /
05 F o\ ;
-1
-3 -2 -1 0 1 2 3
(a) Projektion auf eine Gerade (b) Projektion von sign(t) auf die Funktion % sin(¢)

Abbildung 1.21: Projektion auf einen eindiemsionalen Raum

(a) Zu bestimmen ist die Projektion des Vektors & auf die durch den Vektor b aufgespannte Gerade. Zuerst
muss verifiziert werden, dass b die Linge 1 hat, d.h.

15]]2 = 0.40825% + 0.408252 + 0.81650% ~ 1

Da dieser Test positiv verlduft ist die Projektion gegeben durch

0.40825
(Z,b)b = (1-0.40825+ 2-0.40825 + 3-0.81650) | 0.40825
—0.81650

0.40825 1.5

~ +3.6742 | 040825 |~ | 1.5

—0.81650 -3

Der minimale Abstand dieses Punkte von £ ist ca. 0.707 .

(b) Die Norm der Funktion by (¢) ist gegeben durch

4 1 11
||b1(t)||2:/ by ()2 dt:/ sty dt =~ sam=1

o T ™

Um den optimalen Wert von A; zu bestimmen muss die Funktion

s

B() = [1£(5) — M bu(8)]2 = / (F(5) = M bu())? dt

—Tr

minimiert werden. Das fiihrt auf die Bedingung

0= Lany = - "2 (51 = M ba(8)) bu(t) dt

—T

M / )7 e = [ ) ar

A1 = f@)bi(t) dt = (f, b)

-7
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= sign(t) — sin(t dt:—/sintdt
/_W gn(t) = sint) dt = — [ sin(t)
_2cos(®) T _ 4 gons

v =0T U

Somit hat die Funktion % sin(t) ~ 1.2733 sin(t) minimalen Abstand von f(¢). Dies wird in Ab-
bildung 1.21 illustriert.

¢
1-7 Beispiel :

(a) Bestimmen Sie den Punkt auf der durch die Vektoren 51 und 52 aufgespannten Ebene mit minimalem

Abstand vom Punkt 7.
1 0.40825 0
i=| 2 , bi=| 0.40825 und by =a | +0.81650
-3 —0.81650 0.40825

Der Wert von o &~ 1.0954 is so gewiihlt, dass [|ba|| = 1 .
(b) Die Funktionen b;(t) = \/%7 sin(t) und ba(t) = \/%? sin(3¢) haben Norm 1 . Dann ist die Funktion
-1 falls ¢ <0
1 falls t>0

f(t) = sign(t) = {

zu untersuchen. Suchen Sie die Parameter A1, Ay € R sodass die Funktion A\; by (t) + A2 ba(t) einen
minimalen Abstand von der Funktion f(¢) auf dem Intervall [—7, 7] hat.

1
05
0
05
-1
3 2 -1 0 1 2 3
(a) Projektion auf eine Ebene (b) Projektion von sign(t) auf die beiden Funktionen

A1 % sin(t) + Az % sin(3t)

s

Abbildung 1.22: Projektion auf einen zweidimensionalen Raum

Mit Hilfe des obigen Resultates kann fiir einen Tiefpassfilter statt eines Rechtecksignals eine Summe
von sin-Funktionen untersucht werden. Das wurde im Beispiel im Abschnitt 1.1.2 (Seite 5) verwendet.

Losung:
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(a)

(b)

Zu bestimmen ist die Projektion des Vektors & auf die durch die Vektoren by und by aufgespannte
Ebene. Die Lingen der Vektoren by und b5 ist 1 . Das wurde bereits im vorangehenden Beispiel nach-
gerechnet. Weiter gilt
(b1, b2) =0
und somit sind die beiden Vektoren 51 und gg orthonormal. Zu suchen sind die optimalen Werte von A1
und Ao, sodass A1 by + A9 bo minimalen Abstand von & hat. Zu minimieren ist die Funktion
R A2) = ||Z — (AL b1 4+ Ao bo)||? = (F— AL by — A b, & — A1 by — Ag ba)
Das fiihrt auf die Bedingung
d . . . . . Lol
0= TM h()\1,>\2) = —<b1 y IL‘—)\lbl —>\2b2> — <l‘—/\1b1 —>\2b2, b1>
= 2)\ ||(_)’1||2 — 2<.f, 51> +2)\2<51, 52> =2\ — 2<f, 51>
A = (Z, b))~ +3.6742

und mit dhnlicher Rechnung

1 0 1 0
o= (@ b)y=(] 2 |.,af 08650 [)=(| 2 |,| 089443 |)~ +0.4472
-3 0.40825 3 0.44721

Beachte, dass in der obigen Rechnung verwendet wurde, dass die Vektoren by und by, orthonormal sind.
Somit erhalten wir den Projektionspunkt auf der Ebene durch

0.40825 0 1.5
A by + Ao by &~ +3.6742 0.40825 | +0.4472a | 0.81650 | =] 1.9
~0.81650 0.40825 2.8

Der minimale Abstand ist ca. 0.548. Das ist kleiner als in der vorangehenden Aufgabe.

Durch Integration erhalten wir

m ™

b = [ b6 bot) dt:/ L Gin() sin3t) dt = ... =0

-7 - T

Somit sind die beiden Funktion b1 (¢) und b2 () orthonormal auf dem Intervall [—7, 7]. Um die opti-
malen Werte von A\; und Ay zu bestimmen muss die Funktion

(A1, A9) = |If — A b1 — Aabol> = (f — A1 b1 — Aaba, f— A1b1 — Aaba)

minimiert werden. Das fiihrt auf die Bedingung

d
0 = I h(A1,A2) = —(b1, f—A1b1 —Aaba) — (f —A1b1 — A2 bz, b1)
= 2M |[b1ll> = 2(f, b1) +2X2(b1, ba) =271 — 2(f, by)
i 2 i 4
A = b)) = t)bi(t) dt = — 1 sin(t) dt = — =~ 2.2568
1 <f7 1> _Wf() 1() \/77 0 Sln() ﬁ
und mit dhnlicher Rechnung
)\2 = <f, bg> =...~0.752
Somit hat die Funktion
2.22 752
\/;68 sin(t) + 0\;; sin(31) ~ 1.273 sin(t) + 0.424 sin(3¢)

minimalen Abstand von f(t). Dies wird in Abbildung 1.22 illustriert.
&
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Es lohnt sich die Rechnungen und Resultate der beiden vorangehenden Beispiele zu vergleichen.

* Die Approximation ist besser als in Abbildung 1.21 in des ersten Beispiels.

* Alle Rechnungen und Resultate der ersten Aufgabe konnten in der zweiten wiederverwendet werden.
* Die Orthogonalitét der Vektoren und Funktionen war wesentlich fiir die Rechnung.

» Das Vorgehen ist sehr systematisch und kann auf andere Beispiele iibertragen werden. Das resultie-
rende Verfahren fiihrt zu Fourierapproximationen.

Die Aufgabe 1-10 ist verwandt mit dem obigen Beispiel.

Nun wollen wir eine dhnliche Struktur fiir beliebige Funktionen finden. Dazu betrachten wir die unend-
lich vielen Basisfunktionen auf dem Intervall [—7, 4-7].

1,cosnz,sinnz fir n=1,2,3,...
und nun ist es das Ziel eine ,,beliebige” Funktion f (z) zu schreiben in der Form

oo
f(z) = % + Z(an cosnx + by, sinnx)
n=1

Statt der urspriinglichen Funktion f (x) untersuchen wir also die Partialsummen fx (), wobei

N
a :
v (z) = ?0 + E (an cosnx + by, sinnx)

n=1
Nun sind zwei grundlegende Fragen zu beantworten

1. Wie sind die Koeffizienten a,, und b,, zu bestimmen?

2. Konvergiert diese Reihe (d.h. die Funktionen fy (z)) tatséchlich gegen die vorgegebene Funktion

f(x)?

Die Antworten werden gegeben durch die Theorie der Fourierreihen.

1.2.4 Orthogonalitiit der trigonometrischen Funktionen

Mittels trigonometrischer Identititen® und elementarer Integration kann man nachrechnen, dass fiir natiirli-
che Zahlen n und m gilt
s
/ 1’de = 2n
—T

™
/ cos’nede = w falls n#0

3 5

/ sinfnzder = w falls n#0

—Tr

2 sin(zx) sin(y) = cos(z —y) — cos(z + y)
2 cos(z) cos(y) = cos(z —y) + cos(z + y)
sin(z — y) + sin(z + y)

2 sin(x) cos(y)
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™
/ cosnx sinmxdr = 0

—Tr

™
/ cosnr cosmxdr = 0 falls n#m

—T

s
/ sinnz sinmzdxr = 0 falls n#m

—T

Diese Gleichungen kénnen auch mit der Notation des Skalarproduktes dargestellt werden.

) = 2«
|cos®nz||* = m falls n#0
|sin?nz||> = = falls n#0

(cosnz , sin mx) 0

falls n #m

(cosnx , cosmz 0
0 falls n#m
0

)
(sinnz , sinmzx)
(cosnz, 1) = (sinnz, 1)

Somit sind die Funktionen
x) sin(nz)

1 cos (n
V2l oymo T T

orthonormal als 27—periodische Funktionen.

1.3 Fourierreihen von 27—periodischen Funktionen

1.3.1 Definition der Fourierreihe

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Funktionen die auf dem Intervall [—, 7| definiert sind und wir
zeigen die Resultate iiber Fourierreihen fiir diese Funktionen. Die wenigen notwendigen Anderungen fiir
Intervalle mit anderen Lingen werden spéter vorgestellt.

Um die Rechnungen zu verkiirzen betrachten wir fiir im Moment nur die Basisfunktion sin(n z). Be-
trachten wir also die normierten Funktionen

so gilt
[dulla=1 ,  (fn,dm) =0 falls n#m
Durch Vergleichen mit der Formel (giiltig fiir Vektoren in R™)
n
T=) (#.)é
i=1

konnen wir den Ansatz
o

f(.%') = Z<f7 ¢n> on (1‘)

n=1

versuchen. Das fiihrt auf die Formel

= o) = [ 1) b ) dw= -

R

(z) sin(nzx) dz

n=1
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oder auch -

by, = % f(z) sin(nz) dz
mit -
)= Z by, sin(n x)
n=1

Analoge Uberlegungen kénnen auch fiir die Funktionen 1, cos(n x) angestellt werden und man erhilt die
Fourierreihe einer stiickweise stetigen*, 2r—periodischen Funktion.

1-8 Definition : (Fourierreihe fiir 2 7-periodische Funktionen)
Sei f eine auf [, 7] definierte, stiickweise stetige Funktion und

1 ™

ap, = — f(z) cos(nz) dx n=0,1,2,3...
™ —T
1 [ .

b, = — f(z) sin(nz) dz n=12734...
i

—T7
dann ist

flz)~ 2+ Z (an cos(nx) + by, sin(nz))

die Fourierreihe der Funktion f(z)

1.3.2 Beste L,—Approximation

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die obige Wahl der Koeffizienten a,,, b, die best mogliche ist, in

einem genau spezifizierten Sinne.
Sei f(x) eine stiickweise stetige Funktion auf [—m, 7], N € N fest und

fn(x) = 2 . (an cos(nz) + by sin(nx))

0
2

M=

3
Il
_

eine Partialsumme der Fourierreihe. Sei

gn(z) = rn cos(nx) + spsin(nx))

w\o
uMz

*Zur Erinnerung: eine Funktion heisst stiickweise stetig auf dem Intervall [a, b] falls
o f ist stetig auf [a, b, ausser in endlich vielen Punkten x1, 2, 3, . . ., Tm.

* Bei diesen Unstetigkeitsstellen existieren die einseitigen Grenzwerte

fle)= lim f@) wd f@)= lm f(@)

T—Tj;—

Bemerkungen:
* Eine stiickweise stetige Funktion auf einem Intervall [a, b] ist notwendigerweise beschriinkt.

¢ Die Funktionswerte in den Ausnahmepunkten z; sind fiir bestimmte Integral der Funktion f iiber das Intervall belanglos.
Somit spielen sie auch fiir die Fourierkoeffizienten keine Rolle.
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eine andere mogliche Approximation der selben Form von f(x). Dann zeigt der Beweis dieses Resultates,
dass

I fn = fII < llgn = £l

Die selbe Aussage, geschrieben als Integral, lautet

[ i@ - r@pPdrs [ oy @ - f@Pds

—T

Somit ist fxy die best mogliche Approximation im £,—Sinne.

Beweis : Wir fiihren die Uberlegungen wiederum nur fiir die sinus—Funktionen aus. Dadurch werden die
Formeln etwas iibersichtlicher.
Um die obige Bemerkung zu verifizieren, kann man die Funktionen ¢,, () = sin(n x) und

N
= Z Sngbn (ZE)
n=1

betrachten, wobei wir nur s,, € R untersuchen. Wir haben somit

= [ 7@) sinna)de =1 (7). sin(nw)) =~ (F . 60)
Wegen
)0 falls n #m
(P &m) = { m falls n=m
gilt
If=gnl> = (F—gn, f—gn)

N N
= <f_zsn¢na = Zsm¢m>
n=1
N N N N
= <f7f>+zsnz¢nasm¢m _an(z)n; Zsmf(bm
n=1 m=1 n=1 m=1

Hf”2+7rz anf¢n>
n=1

Es ist klar, dass fiir grosse Werte von s,, dieser Ausdruck sehr gross wird. Nun ist zu untersuchen fiir welche
Wahl von s,, dieser Ausdruck minimal wird. Dazu setzen wir die partielle Ableitung beziiglich s,, gleich
Null. Das ergibt

1
und somit ist
N
fN( ) Z<fa¢n an an Sln ’I”L,I
n=1

die best mogliche Wahl. O
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Setzen wir im obigen Ausdruck 0 < ||f — gn/||? fiir s,, den optimalen Wert b, = < (f, $,) ein, so
erhalten wir

N N N
O0<If = fnlP= P =7 D 02 =2 bamwby = |fIIP—7 > b2
n=1 n=1 n=1

und somit gilt
N
my by < |IfIP
n=1

Das ist die sogenannte Bessel’sche Ungleichung. Eine prizise Formulierung finden Sie in Gleichung 1.1
auf Seite 44.

1.3.3 Fourier-Reihe einer 27—periodischen Funktion, periodische Fortsetzung

Bisher haben wir nur Funktionen untersucht, die auf dem Intervall [—, 7] definiert waren. Die folgenden
Uberlegungen zeigen, dass wir damit aber auch 27—periodische Funktionen erfasst haben.

* Jede auf [—m, 7| definierte Funktion f (z) kann zu einer 27—periodischen Funktion auf R erweitert
werden, falls f (—7) = f (7).

* Jede 2m—periodische Funktion f () kann problemlos auf den neuen Definitionsbereich [—, 7] einge-
schriankt werden. Erweitern wir diese eingeschrinkte Funktion wieder auf ganz R (27—periodische),
so erhalten wir die urspriingliche Funktion zuriick.

Aufgrund der obigen Uberlegungen sind 2m—periodische Funktionen auf R und Funktionen definiert auf
[—7, 7] ,im wesentlichen dasselbe. Die Fourierreihe einer 27—periodischen Funktion ist definiert als
die Fourierreihe der entsprechend eingeschréinkten Funktion auf [—, 7r].

Fiir eine 27—periodische Funktion konnen die Fourierkoeffizienten durch Integration iiber ein beliebiges
Intervall der Linge 27 bestimmt werden. So gilt zum Beispiel

1 i 1 2 1 L+27
b, = — f(z) sin(nz) de = — (z) sin(nz) dz = / f(z) sin(nz) dr
—T

7T ™ Jo ™JL

1.3.4 Beispiele

Hier sind einige einfache Beispiele von Fourierreihen. Das erste Beispiel wird viele fiir Fourierreihen typi-
sche Effekte zeigen. Es lohnt sich die Rechnungen sorgfiltig auszufiihren und sich jederzeit zu verdeutlichen
was man eigentlich berechnen will.

1-9 Beispiel :

f(z)=x auf dem Intervall [—m, 7]
Losung: Es sind die Integrale

1 ™

an = / x cos(nx) dr n=0,1,2,3...
™ —Tr
1 /" .

b, = / x sin (nz) dr n=1234...
m —T

zu bestimmen. Weil = cos (nz) immer eine ungerade Funktion ergibt sind alle a,, = 0. Um die Koeffizienten
b, zu berechnen kann man partielle Integration, Integraltafeln oder Mathematica verwenden.

mby, = / xsin(nm)dx:—xﬁ cos (nx) +/ 1% cos (nx) dr

-2
= (="
T (1" +0
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Somit gilt fiirn > 1

bn — (_1)n71g

n

Die Fourierreihe ist somit gegeben durch

x o~ an sin (nz) = Z(—l)”_l% sin (n z)
n=1

n=1
2 si 2 sin (4 2 sin (5
= 2sinz—sin(2z)+ 81113(3 2 _ sm4( 2) + Sm5( z) _ e

Mit Octave/MATLAB konnen die Graphen der Funktion und der Fourierapproximation erstellt werden,

2B Abbildung 1.23.

FourierOfx.m
function FourierOfx()
x = linspace(-4,4,1001);

function y = f(x)
y = mod (x+pi, 2*pi)-pi;
end%function

function res = F(x,n)
res = zeros(size(x));
for k = 1:n
res = res — 2% (-1) "kxsin (k*x) /k;
end%for
end%function

vl = F(x,1); v4 = F(x,4); yv10 = F(x,10); yl00 = F(x,100);

figure (1)

plot (x, £(x),x%, [yl;v4;y10])

legend(’original’,’1l term’,’4 terms’,’10 terms’,’location’,’north’); grid on

figure(2)
plot (x,y100,x,f(x)); grid on
| end%$function
4 = 4
—original
—1term /A
4 terms
2 —10 terms 2

’2 Y% ’
-4 -4
‘4 2 0 2 4 ‘4 2 0 2 4

(a) Approximation durch 1, 4 und 10 Terme (b) Approximation durch viele Terme

Abbildung 1.23: Fourierapproximation von f(z) = z auf [—m, 7]
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Je grosser n ist, desto besser die Approximation an die urspriingliche Funktion. Bei der Wahl des An-
zahl der Terme n ist etwas Vorsicht angebracht, ein zu grosser Wert kann Octave sehr lange beschiftigt
halten, auch wenn die Partialsumme f,, () dann sehr genau bei der urspriinglichen Funktion f () liegt. Die
Abbildungen 1.23(b) und 1.24 zeigen die Approximation mit 100 Termen.

Es lohnt sich den Bereich um den Punkt (7, ) etwas genauer anzusehen. Sie sehen in Abbildung 1.24
den Effekt von Gibbs.

| Octave
x2 = linspace(2.8,3.2,500);
plot (x2,F (x2,100),x2, £(x2))
| axis([2.8 3.2 2.7 3.7]1); grid on
3.6 /\\
3.4 \
3.2 A
3 \
2.8 \vj
2.8 2.9 3 3.1 3.2

Abbildung 1.24: Phianomen von Gibbs

1-10 Beispiel : Die Funktion
f(z) =|z| auf dem Intervall [—m7, 7]

kann mit sehr dhnlichen Rechnungen wie das vorangehende Beispiel untersucht werden. Allerdings sind
hier alle b, = 0 und die Koeffizienten a,, konvergieren viel schneller gegen Null, da die 27—periodische
Fortsetzung dieser Funktion stetig ist.
Losung: Es sind die Integrale
1 ™
an, = 7r/ |z| cos(nz)dr n=0,1,2,3...

—T

1 K
b, = / |z| sin (nz) dz n=1234...
T

—T

zu bestimmen. Weil |z| sin (n x) immer eine ungerade Funktion ergibt sind alle b,, = 0. Leicht zeigt man,
dass
1 s
aoz/ |z| de =
™ —T
Fiirn > 1 gilt

T ap = / || cos(na:)da::2/ x cos(nx) dx
0

—T

= 2 L i 2 "1 dr = +2 ! i
= :cfsm(nx)of ; — sin(nz) de =+ ﬁcos(nx)o

n n
B —4/n?  falls n ungerade
0 falls n gerade
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Die Fourierreihe ist somit gegeben durch

ap > s > 4 ]
x| = ?Jrz_:an cos(nx):QkZ::O?Mcos((qutl)x)
_m 4dcos(z) 4cos(3z) 4dcos(5z) 4dcos(Tz)
2 ™ 9 725 T 49

1.3.5 Konvergenz

In diesem Abschnitt werden die Konvergenzresultate fiir Fourierreihen von 2m-periodischen Funktionen
exakt formuliert. Fiir eine gegebene Funktion f (x) untersuchen wir die Folge der Partialsummen

N
N —?0 Z an, cos(nx) + by sin(n x))

1-11 Definition : Die Folge von Funktion fx (x) konvergiert gleichmassig gegen die Grenzfunktion S ()
auf dem Intervall [a, b] falls es fiir jede positive Zahl € > 0 ein M (¢) € N gibt, sodass

|fn(z) = S(x)] <e firalle z€[a,b] n> M (e)

Die gleichmissige Konvergenz einer Funktionenfolge ist zu unterscheiden von der punktweisen Kon-
vergenz. Bei punktweiser Konvergenz darf die Zahl € > 0 auch von x abhéngig sein. Jede gleichmissig
konvergente Funktionenfolge ist auch punktweise konvergent, aber nicht umgekehrt.

1-12 Beispiel : Die Funktionenfolge f, (x) = z™ konvergiert punktweise gegen 0 auf dem Intervall
(=1, 1), aber nicht gleichmissig. O

Fiir gleichméssig konvergente Funktionenfolgen gilt das folgende Resultat

1-13 Satz : Sind die Funktionen f, (x) stetig auf dem Intervall [a, b| und konvergiert die Folge gleichmissig
gegen die Grenzfunktion g (x), so ist auch g (z) stetig auf [a, b].

Nun konnen wird das fundamentale Konvergenzresultat fiir Fourierreihen formulieren.
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1-14 Theorem : Sei f(x) eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion auf dem Intervall
[—7, 7]. Die Funktion wird 2n—periodisch fortgesetzt. Dann gilt fiir die Folge der Partialsummen

N
ag
N —5 z_: ap cos(nx) + by sin(nx))

1. Ist f stetig auf dem Teilintervall [a, b], so konvergiert fxn gleichmissig gegen f auf diesem
Intervall.

2. Hat f (x) eine Sprungstelle bei x = x, so gilt

lim fN (SUQ) = % (f ($O+) + f(.%o—))

N—oo

d.h die Fourierreihe konvergiert gegen den Mittelwert des rechts— und linksseitigen Grenz-
wertes der Funktion.

3. Bei jeder Sprungstelle tritt das Gibbs—Phidnomen auf.

Das Gibbs—Phinomen tritt bei Sprungstellen der Funktion f () auf. Ist der Sprung von der Hohe h,
so iiberschwingen die Fourierapproximationen fx (z) ,,oben” und ,,unten” je um ca. 0.09 4 (d.h. je um 9%)
fiir geniigend grosse Werte von N.

Notation: Da die Fourierreihe nicht iiberall mit der Funktion iibereinstimmt diirfen wir kein Gleichheitszei-
chen verwenden. Mit der Notation

fx)~ %

N
0 :
5 + E_l(an cos(nx) + by, sin(n z))

deutet man an, dass die Reihe (meistens) fiir fast alle = gegen f (x) konvergiert.

Hier ist eine Illustration des Gibbs—Phinomens mittels Octave.

| RectGibbs.m
function RectGibbs ()
= 30; % number of terms in Fourier series
x1 = linspace(-4,7,1001); x2 = linspace(0,0.4,1001);

function y = f(x)
y = sign(rem(x+7xpi,2xpi)-pi);
end%function

function y = fn(x,n)
y = zeros(size(x));

for k = 0:n
y =y + 4/pi*xsin((2+k+1) *x)/ (2+k+1);
end%for
end%function
yll = f(x1); v12 = fn(x

)7

1,n
y21 = £(x2); vy22 = fn(x2,n)

subplot (1,2,1); plot (x1,v11,x1,y12);
axis([-4 7 -1.2, 1.21);
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subplot (1,2,2); plot (x2,y21,x2,vy22);
axis([-0.05,0.4,0.9,1.2]);
end%function

Eine Vergrosserung des Bereichs um eine Sprungstelle erlaubt sogar das Ablesen von numerischen Wer-
ten fiir das Uberschwingen. Der Sprung der Hohe 2 miisste auf ein Uberschwingen von 0.18 fiihren. Dies
wird durch die Figur 1.25 bestitigt. Das Phinomen von Gibbs wird somit auch beim Tiefpass Filter von
Beispiel 1.1.2 auftreten.

KT ATt

A

\
|
) \\ A

A
RV
ety T

-4 -2 o0 2 a

0.2 0.3 0.4

Abbildung 1.25: Vergrosserung des Phdnomens von Gibbs fiir f (z) = sign =

1-15 Beispiel : Die Fourierreihe der 2r—periodischen Fortsetzung von f (x) = x ist gegeben durch

o

2
D (=)™ = sin(nx)
n=1 "
beziehungsweise die Partialsummen
N
fr (@) => (=)™ = sin(nx)
n=1
Gemiss dem obigen Konvergenztheorem gilt
lim fy(x)=2 fir —7<z<mw

N—oo

Setzen wir in dieser Gleichung = = 7/2, so ergibt sich

2 nmw 2

_ +1 : _ k
mf2=3 (F) Dsin TE =) g (B1)

n=1 k=0

Also gilt
o0

1 1 T
Y=z _ -4+ -_Z -2
Z2k+1( ) 1 * 7+ 4

Die Berechnung von Grenzwerten von solchen speziellen Reihen ist nicht die Hauptanwendung von
Fourierreihen, aber ein schoner Nebeneffekt. &
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1.3.6 Integrieren und Ableiten von Fourierreihen

Gilt fiir eine differenzierbare Funktion f (z) die Fourierreihendarstellung
a o
0 .
f(x) ~ > + zzl(an cos(nx) + by sin(n z))
n—=

SO erwarten wir

Zn —ap sin(nx) + by, cos(nx))

d.h. die Reihe wir termweise differenziert. Ebenso sollte gelten
v a =1
0 .
= / f(r)dr ~c+ 5 ¢t Z:l - (an sin(nz) — by, cos(nx))
n—=

unter der Voraussetzung der gleichmissigen Konvergenz der involvierten Reihen. Der Term % x tanzt aus
der Reihe der anderen Terme, deshalb wird das Resultat meistens nur auf Funktionen f(x) angewandt, fiir
die ag = 0 ist, d.h. der Mittelwert der Funktion ist O . Das folgende Theorem bestitigt diese Erwartungen.

1-16 Theorem : Sei f(x) eine stiickweise stetige, 2r—periodische Funktion mit Fourierreihe
f(z)~— + Z ap cos(nx) + by sin(nz))
* Die gliedweise Integration der Reihe ist zuldssig, d.h.
F(x )Nc—i——a:—i—z (an sin(nz) — by, cos(nx))

ergibt eine Stammfunktion von f (x) auf dem Intervall [—m,x|. Diese Reihe konvergiert
gleichmissig gegen die Funktion F (z). Ist ag = 0 so ist auch F (x) eine 2mw—periodische
Funktion und wir erhalten die Fourierreihe der Funktion F' (z). Ist ag # 0 so erhalten wir
allerdings nicht die Fourierreihe der Funktion F ().

» Konvergiert die formal differenzierte Reihe

o0

g(z) ~ Z n (—ap sin(nx) + by, cos(nx))

n=1

auf einem Intervall I gleichmiissig, so gilt dort g(x) = f'(x), d.h. die Darstellung der Ablei-
tung durch die gliedweise differenzierte Reihe zuldssig.

Um gliedweise zu Integrieren miissen keine speziellen Voraussetzungen iiberpriift werden. Will man
aber gliedweise Ableiten, so muss iiberpriift werden, ob die differenzierte Reihe gleichméssig konvergiert.
Dies kann schwierig sein. Deshalb sollte man immer versuchen Integrale zu verwenden.

Ist eine Funktion f stetig und die Ableitung f’ stiickweise stetig, so kann die Funktion f (x) aus der
Funktion f’ durch Integration konstruiert werden

f(x)=f(0)+/0xf’(s)ds
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Somit lidsst sich die Fourierreihe von f aus der Fourierreihe von f’ durch gliedweises integrieren konstruie-
ren. Da man nun weiss, dass dies moglich ist, kann man die Fourierreihe von f’ durch gliedweises Ableiten
der Fourierreihe von f bestimmen.

Ist eine Funktion f nur stiickweise stetig (nicht stetig), so kann die obige Operation falsche Resultate
liefern. Die Aufgabe 1-30 illustriert diesen Problemkreis.

1-17 Beispiel : Wir betrachten die Funktion

fla) =

-1 falls —n7<x<0
1 falls O0<x<m

Da die Funktion ungerade ist gilt a,, = 0 und

4
T ” — falls n ungerade
by, = — sin(nz) de = — cos(nx) 0
T Jo nm 0 falls n gerade

Also ist die Fourierreihe gegeben durch

4 sinx sin3z sinbx sinTx

e e e

Diese Reihe konvergiert gleichmissig gegen die Funktion f (z) auf allen Teilintervallen von [—, 7], welche
die Punkte —7, 0 und 7 nicht enthalten.
xT
~ [ 1 ds =1
0

Die ,,neue Funktion
kann somit durch die gliedweise integrierte Reihe
4 cosx cosdxr cosbxr cosTx
+ + +

Flz)~e= (3 32 52 72

+..)

dargestellt werden. Die Konstante ¢ ist so zu bestimmen, dass F' (0) = 0. Also gilt

4.1 1 1 1
c=—(gtgptmtat)

Gleichzeitig muss ¢ aber auch dem Term (/2 in der allgemeinen Fourierreihe von |z| entsprechen und
somit
ap 1 g ™

=2 - - dr — —
¢=5 =g | leldr=3

Als Konsequenz von diesen Rechnungen erhilt man die Fourierreihe

2] T 4 (COS$+COS3J}+COS5{L‘+COS7ZE
T == ——
2 7w 12 32 52 72

und mit z = 0 ergibt sich sofort
11 1 1 i
- T 32 + = T -3 +. =3
Es besteht auch die Versuchung die Fourierreihe von f(x) gliedweise zu differenzieren und mit der
Formel

4
f(x) = - (cosx + cos 3z + cosbx + cos Tx + .. .)

weiterzurechnen. Da diese Reihe aber nicht gleichméssig konvergiert ist dies nicht zulédssig und es kénnen
durchaus falsche Resultate herauskommen. &
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1-18 Beispiel : Die Funktion

f(z) =2
auf dem Intervall [—7, 7] wird periodisch fortgesetzt. Die Ableitung dieser Funktion haben wir bereits un-
tersucht und es ergab sich

f(x)=2z~ Z(—l)"+1 4 sin(n x)
n=1

n

Diese Reihe konvergiert gleichmissig auf allen Intervallen der Form [a, b], wobei —7 < a < b < 7. Somit
gilt

f(x)=c+ Z(—l)" % cos(n x)
n=1

Die Konstante ¢ kann durch die Beziehung

ao 1 i 2 772

c=—=— z°dr = —

2 27 J_, 3
bestimmt werden. Somit gilt fiir —m < x < 7 die Beziehung

2 o0

4
22 = % + Z(—l)” s cos(n x)

n=1
Setzt man in dieser Beziehung = 0 so ergibt sich leicht
S (—1)”+1 71.2
Z n2 12
n=1

Setzt man in dieser Beziehung = = 7 so ergibt sich

2 >4
2 __
=)
n=1
und somit
= =—
=n 6

1.3.7 Gerade und ungerade Erweiterungen, Sinus— und Cosinus—Reihen

Ist eine Funktion f () auf dem Intervall [0, 7] gegeben, so kann man sie durch die Konstruktion (Spiegelung
an der y—Achse)
f(x) falls 0<z<m
fo (@) =
f(=z) falls —7<z<0

erweitern zu einer geraden Funktion. Diese ,,neue” Funktion heisst auch gerade Erweiterung von f (x).
Die Fourierkoeffizienten der erweiterten Funktion sind gegeben durch

1 [ 2 (7

an = = fq (x) cos nxda::/ f(z) cos(nzx) dx
T —r ™ Jo

b, = 0

und die Fourierreihe von f, (x) durch

fo(x) ~ % + Z ap cos(nx)
n=1
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Man nennt diese Reihe auch die Fourier-Cosinus—Reihe der Funktion f (z) auf dem Intervall [0, 7].
Ist eine Funktion f (x) auf dem Intervall [0, 7] gegeben, so kann man sie durch die Konstruktion (Spie-
gelung am Ursprung)

B [ (x) falls 0<z<m
fu(iﬁ)—{ —f(—x) falls —7<z<0

erweitern zu einer ungeraden Funktion. Diese ,,neue” Funktion heisst auch ungerade Erweiterung von
f (z). Die Fourierkoeffizienten der erweiterten Funktion sind gegeben durch

a, = 0
1 [7 . 2 (7 .

b, = — fu () s1nnxd:1c:/ f (z) sin nx dx
s - ™ Jo

und die Fourierreihe von f,, (z) durch

x) ~ Z by, sin(n x)
n=1

Man nennt diese Reihe auch die Fourier-Sinus—Reihe der Funktion f (x) auf dem Intervall [0, 7].

1.3.8 Konvergenz im quadratischen Mittel

In diesem Abschnitt sei f(x) immer eine stiickweise stetige Funktion und f (z) die Folge der Partialsum-
men. Es gilt das Theorem {iiber die Konvergenz im quadratischen Mittel.

1-19 Theorem : Fiir alle stiickweise stetigen Funktionen f : [—m,m| — C gilt fiir N — oo

I = w2 =/_” (@) — f @) dz — 0

1-20 Satz : Bessel’sche Ungleichung

|aol® - 2, 12 1 2 _ 1 2 _ 1 [T 2
st = P < W= [ @ (1.1
1-21 Satz : Parseval’sche Gleichung

e}

2 ™
LS @ = 2= 1 [P <o (1.2
n=1

—T

Wegen diesen Resultaten miissen die Koeffizienten a,, und b, gegen Null konvergieren. Die Reihen
konnen sonst nicht konvergent sein. Bei den meisten Beispielen konvergieren die Koeffizienten sogar schnel-
ler gegen 0 als dieses Resultat andeutet.
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1-22 Satz : Ist die Ableitung f' (x) einer stetigen Funktion stiickweise stetig, so gilt

lim |a,|n=0 und lim |by|n =0

Die Koeffizienten konvergieren also schneller gegen 0 als 1/n.
Ist die zweite Ableitung f” (x) einer stetigen Funktion stiickweise stetig, so gilt

lim |a,|n> =0 und lim |b,|n®> =0

Die Koeffizienten konvergieren also schneller gegen 0 als 1/n?.

Beweis : Die Fourierreihe von f ist gegeben durch

a

f(z) ~ 50 + Z(an cos(nx) + by sin(nz))

n=1

und da f’ stiickweise stetig ist gilt

f'(@) ~ Y n (—ansin(nz) + by cos(nz))

n=1

Aufgrund der Bessel’schen Ungleichung ist also die Reihe
o
> 02 (lanf* + [bal)
n=1

konvergent. Daraus folgt die erste Behauptung. Der Beweis der zweiten Behauptung beruht auf dem selben
Argument, angewandt auf die Fourierreihe von f”. O

1.4 Komplexe Fourierreihen
Bisher haben wir versucht allgemeine Funktionen f (x) durch Summen (Reihen) der Basisfunktionen
1,cos(nx),sin(nz) fir n=1,23,...

darzustellen. Die Beziehungen
e = cos(nz) +isin(nx)

und . .
cos Nz = 5 (e 4 e~ ™) und sin nr = % (en® — ginT)
i

lassen die Vermutung aufkommen, dass eine solche Darstellung auch mittels komplexer Exponentialfunk-
tionen moglich ist. Soll die Gleichung

cn€™ + c_pe ™ = a, cos(nz) + by sin (nz)

i

35 und wir erhalten

fiir alle Werte von z giiltig sein, dann gilt sie sicher auch fiir z = O und z =
Cpt+Cn =ap
1 (Cn - Cfn) = bOnp,

Diese Gleichungen kénnen nach c_,, und c,, aufgelost werden mit dem Resultat

(an —iby) =cp

(an, +1iby) =c_p

NI—= N[
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und

Nimmt die Funktion f(x) nur reelle Werte an, so sind auch a,, und b,, reell und es gilt die Beziehung

C—p =20Cn
anp=2Rec, und b,=-2Ime,
Wegen €% = 1 gilt auch
ao
ag :200 und Cco = ?
Nun kénnen wir die elementare Beziehung
1 .
t = 5 (an —1iby)
1 T i i
= 3 » f(x) cos(nz) dx — o | f(z) sin(nz) dx
1 ™
= 5 f(z) (cos(nx) —isin(nx)) dx
™ —T
1 4 ,
= — fz)e ) dy
27

herl

—T

eiten und erhalten das Theorem iiber komplexe Fourierreihen.

1-23 Theorem : Sei f : [—m,n] — C eine stiickweise stetige Funktion. Dann ist N—te
Partialsumme der komplexe Fourierreihe gegeben durch

N .
fN (:L’) _ Z Cn eine
n=—N

wobei . -
Cn = — f(z)e ) dy

T o r

Dieses Resultat stimmt mit der mit den Partialsumme der reellen Fourierreihen iiberein. Sie hat also
auch genau dasselbe Konvergenzverhalten wie die iiblichen Fourierreihen.
Ist die Funktion f (x) reellwertig, so gilt

C_p = Cpn

Falls f (z) € R fiir alle x so ist

cp e = (an —iby) (cos (nz)+i sin(nx))

N — N

(an cos(nz) + bysin (nz)) + % (an sin (nx) — by, cos nx)

und somit auch

N
fn(x) =co+2Re (Z Cn ei"$>

n=1
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Diese Formel fiihrt dazu, dass man fiir reelle, 2w—periodische Funktion oft die ,,Fourierreihe*
0 .
f(x)~co+2 chemx ,
n=1

verwendet, obwohl nur der Realteil der Resultates zu verwenden ist. Dieser Trick fiihrt oft zu kiirzeren
Formeln fiir die Rechnungen und Resultate.

1-24 Beispiel : Als Beispiel soll die komplexe Fourierreihe der Funktion z auf dem Intervall [—7, 7]
bestimmt werden. Der Koeffizient

1 g . 1 g
co xeloxdm:/ rdr=20
2m

27 —T T

ist elementar zu bestimmen. Fiir n € Z \ {0} gilt mittels partieller Integration

Cp = i ﬂ-xe—in:v d$:1< x e—inxﬂ— _/ﬂ' 1 e—inaz dl’)
2w J_, 2m \ —in == )
_ 1 m —inT —T  tinmw 7 . .
= 5, <—z’n€ ¢ +0 _27rn( i cos(—nm) — i cos(nm))
—1)"
)
n

Somit ergibt sich die komplexe Fourierreihe
S (

T~ E cpe'™t = E )

n
n=-—00 neZ\{0} n=1

n . .
(eznx —e zn:p)

71)71 einz — io:l (71)

n

x o~ Zz (=1)" (eln® — e7inT) = Zz (_:L)n 24 sin(n x)

n=1 n n=1
_ i 2 (—1)nHt sin(nz) = 2sin(z) 2 sin(2z) n 2sin(3z) 2sin(4w) N
n 1 2 3 4
n=1
Das Resultat stimmt mit Beispiel 9 (Seite 35) iiberein. &

Aus der Integralformel fiir die komplexen Fourierkoeffizienten

1 4 :
Cn = — f(z) e ") dy

T o o

kann man die Eigenschaften in Tabelle 1.1 ablesen. Mit Hilfe dieser Tabelle kann man oft einiges an
Recheneffizienz gewinnen. Es konnen die Fourierreihen von zwei reellen Funktion durch eine einzige
Fourier-Rechnung bestimmt werden. Untersuchen Sie die zwei untenstehenden Beispiele. Praktisch alle
FFT-Bibliotheken verwenden auch Ideen dieser Art.

1-25 Beispiel : Sind g(x) und h(x) zwei reelle, ungerade Funktionen, deren Fourierkoeffizienten zu be-
stimmen sind, so konstruiert man eine neue komplexe Funktion

f(z) = g(x) +ih(z)
Die Fourierkoeffizienten der Funktionen g und / sind bestimmt durch die beiden Integrale
_L [ g(t)e ™ dt und h, = L[y (t) e~ dt
27 "2

—T —Tr

9n
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f istreell = C_n =0Cp

f istrein imaginér = Cc_n=—0Cp

f ist gerade =—> C_p = Cp, d.h. ¢, ist gerade

f istungerade = Cc_p = —Cyp, d.h. ¢, ist ungerade
f istreell und gerade = ¢, ist reell und gerade

f istreell und ungerade = ¢, ist imaginir und ungerade

f istimaginir und gerade = ¢, ist imaginir und gerade

f istimagindr und ungerade = ¢, ist reell und ungerade

Tabelle 1.1: Symmetrieeigenschaften der Fourierkoeffizienten

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften sind die Zahlen g,, und h,, rein imaginédr und ungerade. Bestimmt
man “nur* die Koeffizienten

1 g int
= — tye ™ dt
“n 2T /,r 1 ) ¢
Aufgrund von Tabelle 1.1 finden Sie g,, als Imaginérteil von ¢, und h,, als Realteil, d.h.

komplex imagindr reell

¢

1-26 Beispiel : Sind g(z) und h(z) zwei reelle Funktionen, deren Fourierkoeffizienten zu bestimmen sind,
so konstruiert man eine neue komplexe Funktion

f(x) =g (x) +ih(x)
Statt der beiden Integrale

1 ™ . 1 g ;
—i(nx) —i(nx)
9n =5 g(x)e dr € C und h, = 5 / h(x)e dr € C

—T —T

Bestimmt man ,,nur* die Koeffizienten

Cn = % _:rrf(x) e~ dy = % _7; (9(z)+ih(z) e dz e C
Aufgrund von Tabelle 1.1 und f = g + ¢ h gilt
Cn = gnt+ihy
Con = Cp = gn—1hy
9-n = Gn
h_p = hp
Daraus folgt
tepnten = (FGn+gn)+i(~=hy+h,) = 2Reg,+2ilmh,
—cptcn = (—Gn+gn)+i(+hn+hy) = 2Img,+2iReh,

Somit konnen wir Real- und Imaginérteile von g,, und h,, aus den c,, konstruieren durch

2 Regn =Re(cen+¢p) und 2 Imhy, =Im (c—p + ¢p)
2Img, =Re(c, —c—p,) und 2 Reh, =Im(c, —c_p)

Durch eine komplexe Fourierreihe kénnen also die Koeffizienten der Fourierreihen von zwei reellen Signa-
len rekonstruiert werden. &
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1.5 Fourierreihen von 7T-periodischen Funktionen

Ist die Funktion f (¢) stiickweise stetig und T—periodisch, so kénnen wir die neue Variable

y T T bei 2T
= —=—2x wobei w=—
w 2 T

einfiihren. Durchléduft = einen Bereich der Linge 27 so dndert ¢ um 7. Also ist die transformierte Funktion

T

g@) =) =r()

w

2m—periodisch beziiglich x und wir kdnnen die iibliche Fourierreihe bestimmen.
a o0
g(x)~ 24 Z(an cos (nx) + by sin (nx))
2 n=1

wobei

1
m

=

27 T T
cos (nz) de = /0 f (;) cos (nz) dr = /0 f(t) cos (nwt) wdt

cos (nwt) dt

/0%9(9«“)
/OTf(t)

Nl A=

Um die Fourierreihe einer T—periodischen Funktion zu bestimmen sind die folgenden Koeffizien-
ten zu berechnen.

T T
an:;/o f(t) cos(nwt) dt und bn:;/o f(t) sin(nwt) dt

oder

_1 /Tf(t) —inwt dt
cn—T ; e

wobei w = 2% Die trigonometrische Fourierreihe ist gegeben durch

oo

f(t) ~ % + Z (an cos(nwt) + by, sin(nwt))

n=1
und die komplexe Fourierreihe

f (t) ~ i cneinwt

n=—oo

Fiir reelle Funktionen f gilt auch

f({t)~co+2Re <Z cnei”“’t>

n=1

Das Konvergenzverhalten dieser Fourierreihen von T—periodischen Funktionen unterscheidet sich natiirlich
nicht vom Verhalten im 27—periodischen Fall.
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1-27 Beispiel : Fourier—Sinus—Reihe

Eine auf dem Intervall 0 < x < L gegebene Funktion f(x) kann zuerst ungerade erweitert werden zu
fu(z), anschliessend wird 2 L periodisch erweitert. Fiir die entsprechenden Fourierkoeffizienten erhalten
wir

2 [F 2
ap, = — / fu(x) cos(nix) dr =10
2.2 (L 2
b, = / fu(x) sin n—w) dw:2— /0 fx) sin(n%x) dx
> [ 5@ snin Ty a
= — x) sin(n — x) dz
L J L
Die Fourierreihe dieser modifizierten Funktion fiihrt zur Fourier—Sinus—Reihe
> T
x) ~ Z by, sin(n T x)
n=1
Diese Fourierreihe erfiillt die Randbedingung u(0) = u(L) = 0. &

1-28 Beispiel : Fourier—Cosinus—Reihe
Eine auf dem Intervall 0 < x < L gegebene Funktion f(x) kann zuerst gerade erweitert werden zu f4(x),
anschliessend wird 2 L periodisch erweitert. Fiir die entsprechenden Fourierkoeffizienten erhalten wir

2 [t .27
b, = oY / fq(z) sm(n—:n) dx =0
W _ 1
2 - & [t [roe
2 2. 2
anp, = — / fq(z) cos n—a:) dx = 5T /0 f(z) cos(n%x) dx
= / f(x) cos(n — :U) dx
Die Fourierreihe dieser modifizierten Funktion fiihrt zur Fourier-Cos—Reihe
a > T
0
5+ Zan cos(n T x)
n=1
Diese Fourierreihe erfiillt die Randbedingung «/(0) = v/(L) = 0. &

1.6 Eigenschaften von Fourierreihen

Die Fourierreihe kann auch als Transformation bezeichnet werden. Einer T—periodischen Funktion f (¢)
wird ein ,,Vektor* JF[f] mit unendlich vielen Komponenten zugeordnet, d.h. eine Folge von komplexen
Zahlen. Fiir komplexe, T—periodische Funktionen gilt

T
FIF )] (n):cn:;/o et dt

wobei w = 2% Diese Transformation hat einige einfache, aber wichtige Eigenschaften die wir nun genauer

untersuchen werden.
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1.6.1 Vergleich von Fourierreihen und Laplacetransformation

Vergleiche mit der Laplacetransformation sind angebracht. Die Laplacetransformation einer Funktion ist

gegeben durch
:/ f(t)e st dt
0

Die beiden Transformationen haben eine sehr dhnliche Struktur:

Transformation Fourierreihe | Laplacetransformation
Variable n e seR
Integral beziiglich ¢ iiber [0,T] [0, 00)
multipliziert mit eminwt e st

Ignoriert man den verschiedenen Integrationsbereich, so kann man sehen, dass die Rolle von ¢ n w bei Fou-
rierreihen iibernommen wird durch s € R bei der Laplacetransformation. Die Ahnlichkeit wird noch grosser
wenn wir uns spiter mit Fourierintegralen beschiftigen. Es sollte also keine Uberraschung sein, wenn wir
einige Eigenschaften der Laplacetransformation bei Fourierreihen wiederfinden.

1.6.2 Linearitit

Aus den Eigenschaften des Integrals kann man sofort ablesen, dass

Flf +4 = Flfl+Flg|
FINFT = AF[f]

Somit ist das Bestimmen der Fourierreihe eine lineare Operation.

1.6.3 Invertierbarkeit

Ist die Funktion bekannt, so konnen die Fourierkoeffizienten bestimmt werden. Dieser Vorgang kann auch
invertiert werden: sind die Koeffizienten c,, einer T—periodischen Funktion bekannt, so ist die Funktion

gegeben durch
oo
Z Cneinwt

n=—oo

wobel w = 7” Das Berechnen der Fourierkoeffizienten ist ein invertierbarer Prozess.

1.6.4 Translation (Phasenverschiebung)

Statt der Fourierkoeffizienten des urspriinglichen Signals untersuchen wir ein phasenverschobenes Signal.

T
Flf (t+7)(n) = ;/O Flt+T) e et dr

Substitution t+7=s , dt=ds

T+T —inw(s—r) 1 inwT g —inws
= = / ds:fe /0 f(s)e ds
= T FIf(1)](n)

Die letzte Eigenschaft zeigt, wie sich Phasenverschiebungen in einem Signal auf die Fourierkoeffizienten
auswirken.

SHA 5-7-21



KAPITEL 1. FOURIER REIHEN 52

Diese Rechenregel kann auch in der Fourierreihe direkt abgelesen werden, indem das Argument ¢ durch
t + 7 ersetzt wird.

f(t) ~ i en e+inwt

n=—0o
oo 00
f(t+T) ~ Z cn e+inw(t+7) _ Z e—i-inw'rcn e—i—inwt
n=—00 n=—00

1-29 Beispiel : In Beispiel 1-17 haben wir gesehen, dass die reellen Fourierkoeffizienten der Funktion
f (t) = signt auf dem Intervall [—m, 7| gegeben sind durch a,, = 0 und
4
— falls n ungerade
b, = nmw
0 falls n gerade

Somit erhalten wir die komplexen Koeffizienten

. —= falls n ungerade
(an —iby) = nm
0 falls n gerade

Cp =

N

Nun untersuchen wir die Funktion

1 falls |t| < m/2
g(t) =
0 sonst

auf dem selben Intervall [—, 7]. In Abbildung 1.26 erkennt man, dass diese neue Funktion auch mit Hilfe
der obigen Funktion f (¢) geschrieben werden kann als

G()=5+5/+7)

Somit sind die neuen Fourierkoeffizienten gegeben durch ¢y = % und

0.8

0.6

0.4

0.2

Abbildung 1.26: Graph einer Rechtecksfunktion

) _ s inm/2 —1 (n—1)/2
einm/? . Le ) falls n ungerade
n = nm nm

falls n gerade
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Hierbei haben wir die folgende, leicht verifizierbare Tabelle verwendet.

n |13 (5|7 |9]11

/2 G i i —i || —i

Somit sind nur die Realteile der neuen Koeffizienten von Null verschieden und wir erhalten eine reine
Cosinus—Reihe. Dies muss der Fall sein, da die Funktion gerade ist.

1 2cost 2cos3t 2cosdHt 2cos7t 2cos9t

t) = =
9(t) 2+ T 37 + 51 7 + 97

Diese Reihe konnte selbstverstindlich auch durch direktes Berechnen der Koeffizienten bestimmt werden

1 [T 1 [7/2
an = — / g (t) cos (nwt) dt = — / 1 cos(nt) dt

T J_x ™ J—x/2

Sind aber die Koeffizienten von f (t) = signt bereits bekannt, so kann mit dem oben vorgestellten Re-
chentrick Arbeit gespart werden. &

Die obigen Rechnungen wurden komplex ausgefiihrt. Selbstverstindlich lassen sich die Resultate auf
den reellen Fall iibertragen. Fiir reelle Signale gilt

an —1b, = 2¢, =2 ]cn\ei‘;S = 2|cp| (cos ¢ + i sin ¢)
Die Koeffizienten a,, und b,, filhren zu einem Beitrag
ap cos(nt)+ by, sin(nt) = A cos(nt+ ¢) = A (cos ¢ cos(nt)—sin ¢ sin(nt))

des urspriinglichen Signals, wobei A2 = a2 + b2. Wird eine Funktion f (¢) phasenverschoben um 7 zu
f (t + 7), so erhalten wir den ,,neuen” Fourierkoeffizienten

€T ep = len| €@ = |, (cos (¢ +nT) +i sin (¢ +nT))

Die Norm |c,,| des komplexen Koeffizienten und der Ausdruck A% = a2 + b2 bleiben konstant. Einzig das
Verhiltnis von a,, zu b,, wird dndern.

Symmetrien

In Tabelle 1.1 auf Seite 48 konnen sie ablesen, wie sich Symmetrien der Funktion auf die Fourierkoeffizien-
ten iibertragen.

1.6.5 Beste Lo—Approximation

Mit Hilfe von Rechnungen im Abschnitt 1.3.2 kann man verifizieren, dass die Koeffizienten

1 (7 ,
= 7 / f(t)e ™" dt
0
so gewihlt sind, dass mit
N
fN (t) _ Z Cneinwt
n=—N

der Lo—Abstand
T
Hf—fzv!%=/ F @) = fn (O dt
0

der beiden Funktionen so klein wie moglich wird. Wir haben die beste Lo—Approximation gefunden.
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1.6.6 Konvergenzverhalten

Die Aussage fx konvergiert gegen f wenn N — co muss etwas priziser formuliert werden. Details finden
Sie in Theorem 1-14 und Theorem 1-19.

* Fiir (fast) beliebige Funktionen konvergiert fn gegen f im Lo—Sinne.

* Ist die Funktion f stetig auf einem Teilintervall, so konvergiert f,, gleichmissig gegen f auf diesem
Intervall.

* Bei einer Sprungstelle ¢ gilt

ft=)+ F(t+)
2

fn(t) — fir N — oo

und das Phdnomen von Gibbs tritt auf.

1.6.7 Rechnen mit Fourierreihen

Aufgrund der Linearitit konnen Fourierreihen von Summen (und Multiplikation mit Konstanten) leicht ver-
einfacht werden. Es ist nicht elementar die Fourierreihe eines Produktes von zwei Funktionen zu bestimmen.
Wir werden spiter (Abschnitt 1.8.3) den Faltungssatz kennenlernen. In Abschnitt 1.3.6 haben wir gesehen,
dass Fourierreihen oft (aber nicht immer) gliedweise integriert und abgeleitet werden kénnen.

1.7 Amplitudenspektrum, Leistungsspektrum

In Anwendungen interessiert oft nur der Anteil einer gewissen Frequenz am Gesamtsignal, d.h der Betrag
des entsprechenden Fourierkoeffizienten. Um diese Information herauszulesen, kann man die Spektren auf-
zeichnen.

f(t) = % + Zan cos(nwt) + by, sin(nwt) = % + Z Va2 + b2 cos(nwt+ dy)
n=1

n=1

Somit haben wir im 7" periodischen Signal einen Teilbeitrag /a2 + b2 cos(nwt + ¢,) mit Amplitude
Va2 + b2 = 2|cy| und Frequenz v = 5% = 2. Zeichnet man |c,| als Funktion von n oder der Frequenz

27

7 auf, so erhdlt man das Amplitudenspektrum des Signals, siche Abbildung 1.27.

| Octave |
N = 20;

function b = coeff (k)
b = -2x(-1)."k./k;
endfunction

b = coeff(1:N)

figure(1l)
plot (1:N,abs(b),’x")
xlabel (‘n’); ylabel(’abs(c)’); grid on;

figure(2)

plot (1:N,abs(b) .2, ")

xlabel (‘n’); ylabel ('abs(c)"2’); grid on; |
Oft wird das Quadrat der Koeffizienten aufgetragen, da dieser der in dieser Frequenz steckenden Energie

entsprechen kann (bei elektrischen Signalen). Das Resultat ist das Leistungsspektrum des Signals. Beim

Studium und Erstellen solcher Graphen muss man immer genau untersuchen welcher Ausdruck aufzutragen

ist.
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(a) Betrag der Koeffizienten (b) Quadrate des Betrags der Koeffizienten

Abbildung 1.27: Amplitiudenspektren der Funktion f (z) = x auf [—m, 7]

1.8 Faltung

1.8.1 Definition und Illustration der Faltung

1-30 Beispiel : Temperaturverteilung in der Atmosphire mit einem Satelliten messen. Dieses Beispiel ist
dem Buch [ , p- 2] entnommen.

Wir gehen davon aus, dass die Atmosphire infrarote Strahlung erzeugt, deren Intensitdt geméss einem
bekannten Gesetz von der Temperatur abhiingt (wahr). Weiter verwenden wir, dass auf jeder Hohe die Ener-
gie mit einer charakteristischen Wellenléinge A ausgestrahlt wird (nicht korrekt). Es gibt also eine wahre
Intensitdtsfunktion I.f¢ (A) Dadurch kann ein iiber der Atmosphire plazierter Satellit die Intensitit der
Strahlung fiir verschiedene Wellenldngen messen und dadurch den Temperaturverlauf, abhiingig von der
Hohe bestimmen. Leider ist es nicht moglich nur eine Wellenldnge A zu messen. Neben der gewiinschten
Wellenlidnge A werden auch noch Intensititen von benachbarten Wellenldngen mitgemessen, wenn auch mit
immer kleiner werdendendem Anteil. Eine solche Intensititsverteilung ist in Abbildung 1.28 gezeigt’. Man
erhilt eine gemessene Intensititsverteilung I,,,css (A). Mit der gewiinschten Wellenldnge A = 3 werden
auch Wellenldngen zwischen 2 und 4 mitgemessen. Offensichtlich hat die Breite dieser ,,Schlitzfunktion®
einen Einfluss auf die Qualitit der Messung, je schmaler der Schlitz, desto weniger Streueffekte werden
mitgemessen.

0.8

0.6

0.4

0.2

Abbildung 1.28: Intensitétsverteilung

In Abbildung 1.28 sehen sie als Filterfunktion eine Glockenkurve f (z) = e~ (@=3)* Fiir die Wel-

3Optische Filter dieser Art werden hergestellt, z.B. durch Thorlabs https://www.thorlabs.com .

SHA 5-7-21


https://www.thorlabs.com/newgrouppage9.cfm?objectgroup_id=7611

KAPITEL 1. FOURIER REIHEN 56

lenlédnge A = 3 erhélt man
Tiness (3) = /0 674(3373)2 Ieff (a;) dx

Verwendet man eine um 0 zentrierte Filterfunktion f () (z.B. f (z) = e 4*") so wird diese durch f (A—z)
bei der Wellenlédnge ) ,,zentriert”. es ergibt sich die gemessene Intensitét

Iress (A) = /OOO / ()‘ - SL‘) IEff (CC) dx

Die effektive Intensitit I. sy (\) wird durch die Funktion f ausgeschmiert zur gemessenen Intensitét [,,c55 ().

—filtered ‘ ‘ ‘ —filtered
—+original —+—original
1r fr— filter 1r filter
0.8f 0.8f
0.6 0.67
0.4r & 0.4F
0.2f \ 0.2f
0 0
0 2 4 6 0 2 4 6 8 10
(a) breiter Filter (b) schmaller Filter

Abbildung 1.29: Intensitédtsverteilung mit zwei verschiedenen Filterfunktionen

In Abbildung 1.29 sehen sie eine effektive Intensitit /. s ¢ (A) mit einer breiten (1.29(a)) und einer schma-
len (1.29(b)) Filterfunktion. Sie sehen das effektive Signal I.¢ ¢ (\), das gemessene Signal I,c,s (A) und die
Filterfunktion (in der Mitte). Da die urspriingliche Funktion nur auf dem Intervall [0, 10] definiert war, wurde
sie fiir die anderen Werte durch 0 fortgesetzt. Dies fiihrt zum Abfallen der gemessenen Intensitit [,css (A)
am rechten Bildrand, da die Werte 0 ausserhalb des Bildes auch beriicksichtigt werden. Es ist deutlich zu
erkennen, dass die schmale Filterfunktion einen viel kleineren Effekt auf das gemessene Signal hat, es wird
weniger ausgeschmiert. &

Das obige Beispiel ist ein Spezialfall eines Faltungsintegrals. Es wurden nur positive Wellenldngen
verwendet und eine der Funktionen hatte den Effekt eines Filters. Hier ist die Definition der Faltung von
zwel (fast) beliebigen Funktionen.

1-31 Definition : Sind zwei Funktionen f und ¢ definiert auf der ganzen reellen Achse, so ist die Faltung
der beiden Funktionen wiederum eine Funktion, gegeben durch

<f*g><x>:/°°f<m—s>g<s>ds

Hierbei wird natiirlich verlangt, dass dieses uneigentliche Integral existiert®.

Im Kapitel iiber Laplacetransformation wurde eine leicht andere Definition der Faltung gegeben

t
(Fea)®= [ F-ngdr
0
Der einzige Unterschied liegt in den Integrationsgrenzen. Fiir Laplacetransformationen werden alle Funktion fiir negative

Argumente zu Null gesetzt. Ist 7 nicht im Intervall [0, ¢] so ist entweder 7 oder ¢ — 7 negativ, somit die zu integrierende Funktion
0 und das Faltungsintegral kann auf das Intervall [0, ¢] reduziert werden.
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1-32 Beispiel : Um den Wert (f * ¢g)(z) der Faltung zweier Funktionen zu berechnen kann man folgender-
massen vorgehen:

1. Den Graphen der Funktion g () aufzeichen.
2. Den Graphen der Funktion f (7) an der y—Achse spiegeln und um z Einheiten nach rechts schieben.

3. Sie erhalten so zwei iibereinanderliegende Funktionen. Diese sind zu multiplizieren und das Resultat
Zu integrieren.

¢

Nun werden wir die Definition der Faltung auf die Situation von 2w—periodischen Funktionen anpassen
und den wichtigen Zusammenhang zu Fourierreihen (Faltungssatz) herleiten. Auf die Faltung von auf der
reellen Achse definierten Funktionen werden wir in Kapitel iiber Fourier—Tranformationen zuriickkommen.

1.8.2 Faltung von 27—periodischen Funktionen und Vektoren

In diesem Abschnitt betrachten wir 2r—periodische Funktionen f (¢) und g (¢) mit den komplexen Darstel-
lungen

N N
f) = Z F,e'™ und g(t) = Z Gpemt
n=—N n=—N
Die komplexen Zahlen F}, und GG, sind also die Fourierkoeffizienten
1 g - 1 g -
F, = o | f(x)e "™ dx und G, = o /ﬂg (x)e " dx

und fiir [n| > N gilt F,, = G, = 0, d.h. die vorkommenden Frequenzen sind beschrinkt. Mittels einer
Grenzwertbetrachtung N — oo konnte diese Einschrankung entfernt werden.

1-33 Definition : Faltung von 27—periodischen Funktionen
Die Faltung von zwei Funktionen ergibt wiederum eine Funktion. Sie ist gegeben durch.

(Fra)@ = [ =990 ds

Aufgrund der Periodizitéit der Funktion f ist auch die Faltung eine 2w—periodische Funktion.

1-34 Definition : Faltung von Vektoren

Sind
F_nN G_n
F—N+1 G'—N—‘,-l
ﬁ = FO und é = GO
Fn_1 Gn-1
Fy Gn

zwei Vektoren mit 2 NV 4+ 1 Komponenten, so ergibt die Faltung von zwei Vektoren wiederum einen Vektor
H = F % G mit

N
Hn: Z Fn—ka
k=—N
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Ist [n — k| > N so setzt man F,,_; = 0. Der neue Vektor hat 4 N + 1 Komponenten, d.h. fast doppelt so
viele wie die urspriinglichen Vektoren.

H=(H-on, Hoony1 .-, Hoy..., Hon—1, Hon)

1-35 Beispiel : Um die j—te Komponente H; der Faltung der beiden Vektoren

F_: = (F—n7F—n+17"'7F07"'7Fn—lan>
G = G_n,Gpy1,.--, Goy.ooy G, Gp)
zu bestimmen kann man folgendermassen vorgehen:

1. Die Komponenten des Vektors G horizontal anschreiben

2. Den Vektor F ,,wenden und um 7 Einheiten nach rechts schieben. Fy sollte unter der Komponente
G stehen.

3. Sie erhalten so zwei Reihen von Zahlen, fehlende Zahlen sind durch 0 zu ergénzen.

4. Die untereinander stehenden Zahlen multiplizieren und die Resultate anschliessend summieren.

Als konkretes Beispiel berechnen wir die Komponente H_o des Vektors

1

2 0
I:_f: 3 * -2

4 )

) 1

Aufgrund des obigen Rechenschemas erhilt man

6 0 -2 5 1
5 4 3 2 1
0 0 180 -2 00

Die Summe der Zahlen in der letzten Zeile ist 16. Dieses Resultat wird bestitigt durch die Rechnung mit
Octave. Es ist zu beachten, dass die Numerierung der Komponenten in der Mitte beginnt, in diesem Beispiel
ist Hy = 35. In dieser Illustration ist auch leicht ersichtlich weshalb die Faltung die Anzahl der Komponen-
ten in den Vektoren (fast) verdoppelt.

| Octave
conv([ 1 2 3 45], [60-251])

| 6 12 16 25 35 9 13 29 5 |

%
1-36 Beispiel : Der (2n + 1)—Vektor G bestehe nur aus Nullen, ausser in der Mitte, dort steht die Zahl 1.

—

G =(0,0,0,...,0,0,1,0,0,...,0,0,0)

Dann gilt fiir alle Vektoren’ F
FxG=F
d.h. eine Faltung mit dem sehr speziellen Vektor G gibt den urspriinglichen Vektor F zuriick. &

"Hier ignorieren wir, dass die Vektoren F rechts und links nicht die selbe Anzahl Komponenten enthalten. Fehlende Kompo-
nenten sind durch 0 zu ersetzen.
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Aufgrund der Eigenschaften des Integrals und der Summe gilt:

1-37 Satz : Fiir Funktionen f (t) und g (t) gilt

fxg=gx*f Kommutativitit
fx(g+h)=fxg+ fxh Distribitivgesetz
f*(c-g)=c(fx*g) Linearitat

Die entsprechenden Resultate sind auch fiir die Faltung von Vektoren richtig.

Beweis : Wir untersuchen nur die Kommutativitit der Faltung von Vektoren. Lauft der alte Index k& von
—N zu N, so lauft der neue Index j = n — k (oder k =n — j)vonn + N zun — N.Da F; = G; = 0 fiir
|7] > N kann der Summationsbereich verschoben werden, ohne die Summe zu dndern.

. . N n+N N . .
(FxGn= > Fn-kGk) = > F G = > Gn—j)F(j)=(GxF),
k=—N j=n—N j=—N

1.8.3 Faltungssatz

Nun haben wir die Begriffe und Resultate zur Verfiigung, um den Faltungssatz fiir periodische Funktionen
zu beweisen.

1-38 Theorem : Sind F', G und H die Vektoren der komplexen Fourierkoeffizienten der 27—
periodischen Funktionen f (t), g (t) und h (t) so gilt
h(t)=(fx*g)(t) <— H,=27nF, -G,
H=FxG < h({t)=f(@t)-g(t)

Durch die Fouriertransformation wird aus einer Faltung eine elementweise (punktweise) Multipli-
kation.

Beweis : Mith = f x g gilt
hit)= [ f(s)g(t—s)ds

—T

Nun kann man durch einfache, leider lingere Umformungen nachrechen, dass

1
", = L / h(t) e=int d
27 J_
- L / g(t—s)ds) e "™ at
27
1 —int
= 3 f (s)g(t—s)e dt | ds
1 7znt
— f(s g (t—s) dt ) ds
Substitution —s und dT =dt
1 ™ m—S .
= 5 _Wf (s) (/_W_sg (1) g in(T+s) d7'> ds

) 31/
/
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_ 277 (/ £ (s —mds> </_7;g(7')6_”” dT>

= —27rF 27 G, =27 F, G,
27

Dies ist die erste Behauptung des Faltungssatzes.
Ist die Funktion h (t) gegeben durch h (t) = f (¢) - g (t) so kann man die Darstellungen der einzelnen
Funktionen als Fourier—-Summen verwenden und erhélt

H, = 21/ h(t) e '™t dt
™ —T
1 T —int
= 5= [ JWewe
1 (XN A N , ,
_ 27r/ (Z erzk’t> (Z Glezlt) e—znt dt
T \k=—N I=—N
1 N o
_ 27 Z (Z FkGl/ zkt ezlt efznt dt)
T
k=—N
1 L
- Z (Z Fsz/ z(k—l—l—n)tdt)
T
k—=—

1
= 5 ZF;CG k2T
k=—N

_ (F*G)

Um aus der Doppelsumme eine einfache Summe zu machen verwendet man die Identitit.

/’T dimt gy _ 0 falls m #0
—n 2w falls m=20
Das Integral in der obigen Summe ist somit nur von Null verschieden wennn — k — [ = 0,d.h. [ =n — k.
Damit ist auch der zweite Teil des Faltungssatzes bewiesen. a

1.8.4 Anwendungen der Faltung

Es gibt sehr viele Anwendungen der Faltung und folglich auch sehr viel Literatur. Die hier ausgewéhlten
Beispiele stammen aus den Biichern [ 1, [ ]und [ ]. Weiter Anwendungen finden
Sie in [ ].

Fenster-Funktionen (fanz. fenétrage)

In einen Signal f (¢) fiir —oo < ¢ < oo sind nicht nur diskrete Frequenzen vertreten sondern Anteile mit
beliebigen Frequenzen w € R konnen auftreten. Um Fourierkoeffizienten dieses gemessenen Signals zu
bestimmen kdnnen wir natiirlich nur auf einem endlichen Zeitintervall messen und hoffen somit das Signal
richtig erfasst zu haben. Es werden sich systematische Messfehler ergeben. Der Effekt wird hier mit einem
,unendlich® langen Intervall [—7, 7] und einem Messintervall [—0.2, 0.2] illustriert. Das Messen fiir Zeiten
—0.2 < t < 0.2 kann durch eine Multiplikation des wahren Signals f (¢) mit der Fensterfunktion

1 falls —0.2<t<0.2
g(t) =

0 falls [t|>0.2
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beschrieben werden. Das gemessene Signal ist nun
h(t)=f()-g()
Aufgrund des Faltungssatzes gilt fiir die Vektoren der entsprechenden Fourierkoeffizienten
H=F G

Statt des ,richtigen* Spektralvektors F' misst man den Vektor H. Nun soll der Einfluss dieses systematischen

1.2 1

1 \
0.8

0.8 \
0.6

AV

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0 20 40 60 80 100

Abbildung 1.30: Eine Rechteckfunktion und ihr Amplitudenspektrum

Fehlers auf die Fourierkoeffizienten kontrolliert werden, d.h. der Einfluss der Faltung von F mit G muss
untersucht werden. In Abbildung 1.30 sehen Sie den Graphen der Fensterfunktion g (¢) und den Absolutbe-
trag der ersten 100 der berechneten 1024 Fourierkoeffizienten GG,,. Aufgrund von Symmetrieiiberlegungen
sind die Koeffizienten reell und es gilt G_,, = G,

Ideal wire die Situation Gy = 1 und G,, = 0 fiir n # 0, weil dann die Faltung die Koeffizienten von F
nicht veridndern wiirde. Somit ist ein enges Maximum bei n = 0 und ein schnelles Abfallen der Koeffizienten
fiir grosse Werte von n anzustreben. Die Koeffizienten des ,,wahren Signals F werden durch Faltung mit
dem (symmetrisch erginzten) Vektor G ausgeschmiert. Das Amplitudenspektrum in Abbildung 1.30 zeigt
ein dhnliches Verhalten.

Als Testbeispiel untersuchen wir die Funktion

f(t) =sin(100.1¢) + 0.5 cos (25.2t) fir —rw<t<m

In Abbildung 1.31 sehen Sie die Amplitudenspektren von f (t) und f (¢) - g ().

Man erkennt, das die Fensterfunktion einen Einfluss hat auf das Auflosungsvermogen der Spektrums-
messung. Ist der Abstand zweier Frequenzen kleiner als die typische Breite des Hauptmaximas des Ampli-
tudenspektrums der Fensterfunktion, so ,,verschmiert* die Faltung die beiden Frequenzen zu einer einzigen
und die beiden konnen nicht unterschieden werden. Auch Nebenmaxima koénnen die Messung verfélschen.

Bereits im Spektrum von f (¢) sind die beiden Beitrige bei w = 25.2 und w = 100.1 etwas ausge-
schmiert, da wir auf das Intervall [—m, 7] eingeschrinkt haben. Durch die neuerliche Einschrinkung auf
[—0.2,0.2] durch Multiplikation mit der Rechtecksfunktion g (¢) werden die beiden Spitzen des Signals we-
sentlich ausgeschmiert. Man kann die Haupt- und Nebenmaxima aus Abbildung 1.30 gut wiedererkennen.

Einer der bei Messungen zu wihlenden Parameter ist die Breite des Fensters. Ein breites Fenster ent-
spricht einem langen Messintervall und sollte die Messung weniger verfilschen. Dies zeigt sich im Am-
plitudenspektrum durch ein schmaleres Hauptmaximum. Drei typische Vergleichssituationen sind in Abbil-
dung 1.32 aufgezeigt. Man stellt fest, dass das Produkt der Breite des Fensters mit der Breite des Hauptma-
ximas des Amplitudenspektrums konstant ist. In Ubungsaufgabe 1-48 (Seite 124) konnen Sie die Details
dieser Uberlegung nachvollziehen.
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Abbildung 1.31: Amplitudenspektrum von f (¢) und f (¢) - g (¢)
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Abbildung 1.32: Mehrere Rechteckfunktionen und ihr Amplitudenspektrum
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Es ist zu beachten, das die oben vorgestellten Effekte der Fensterfunktion auf die Messung des Ampli-
tudenspektrums nicht verkleinert werden kdnnen durch eine hohere Abtastfrequenz.

Verschiedene Fensterfunktionen

Es konnen auch andere Fensterfunktionen eingesetzt werden. Ziel ist es das Spektrum des ,,wahren Signals
moglichst nicht zu verdndern. Aufgrund des obigen Beispiels ergeben sich die folgenden Kriterien an das
Amplitudenspektrum einer Fensterfunktion:

* Schmale hohe Spitze bei 0.
* Moglichst schnell abfallend fiir grosse Werte der Frequenz.
* Moglichst tiefe Nebenmaxima.

Hier ist eine kurze Liste von méglichen Fensterfunktionen. All Fenster haben Breite 2w. In Abbildung 1.33
finden Sie die Graphen der Fensterfunktionen (mit w = 0.2) und ihre Amplitudenspektren. Um mehrere
Grossenordnungen der Amplitudenwerte zu erfassen wird eine Dezibelskala verwendet fiir die Amplituden-
spektren.

¢ Rechteck—Fenster
1 falls —w<t<w
g(t)=

0 falls [t >w

¢ Dreieck—Fenster
—t|/w  falls —w<t<w

1
0 falls |t| > w

¢ Parabel-Fenster

falls |t| > w

¢ Hanning-Fenster
cos? (t &) falls, —w<t<w

11—t /w?  falls —w<t<w
9B=9,

0 falls |t| > w

* Hamming-Fenster

) { 0.08 + 0.92 cos? (¢ 5~) falls —w<t<w
g =

0 falls |t| > w

In Abbildung 1.33 kann man deutlich erkennen, dass die Rechteckfunktion klar das schmalste Hauptma-
ximum hat, dafiir hat z.B. das Hamming—Fenster ein sehr schwaches erstes Nebenmaximum. Als Beispiel
untersuchen wir die Funktion

f(t) =sin(100.1¢) + 0.5 cos (25.2¢) fir —w<t<m.

Das Signal wurde mit einem Rechteck— und einem Hamming—Fenster abgeschnitten und dann die Amplitu-
denspektren aufgezeichnet. Das Resultat finden Sie in Abbildung 1.34. Es ist deutlich zu erkennen, dass das
Hamming—Fenster die beiden Hauptmaxima stirker verbreitert, dafiir zu deutlich kleineren Nebenmaxima
fiihrt. In Anwendungen ist abzuschitzen welcher Effekt wichtiger ist.
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Abbildung 1.33: Einige Fensterfunktionen und Ihre Amplitudenspektren (Dezibel-Skala)
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Abbildung 1.34: Amplitudenspektrum von f(¢), mit Rechteck- und Hamming—Fenster
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Faltung und Korrelation

Die beiden Integralformeln fiir Faltung und Korrelation von zwei Funktionen sehen sehr &dhnlich aus.

s

(fxg)(z) = | fls)g(z—s)ds
1 s
corr (T) = Tl /- f&)gt—=1T)dt

Betrachtet man statt der urspriinglichen Funktion ¢(t) die gespiegelte Funktion g, (t) = g (—t) so ergibt
sich

(Fro)@) = [ 7©)gte—s)ds

= [ 1l ds
= corr(a) [If] g

Da die Fouriertransformation aus einer Faltung eine Multiplikation macht kann die Korrelationsfunktion
auch mit dem folgenden, auf den ersten Blick zu komplizierten Verfahren bestimmt werden. Dank des FFT-
Algorithmus ist dieser Ansatz aber sehr effizient und wird in vielen Anwendungen eingesetzt.

1. f(t)und g (t),messen”.
2. Die Spiegelung g5 (t) = g (—t) bestimmen.
3. Die Vektoren F und G s der Fourierkoeffizienten bestimmen.
4. Das elementweise Produkt bestimmen H,, = F,, - (G5)y,.
5. Mit Hilfe von v
corr (T) = h(T) = Z H,e'"T
n=—N

die Korrelationsfunktion bestimmen (Fourierriicktransformation).

Es ist unbedingt zu beachten, dass das Entfalten von Signalen ein schlecht konditioniertes Problem
ist, d.h. es ist numerisch extremst empfindlich auf kleine Storungen. Auch bei bekannter Fensterfunktion
g(t), resp. Gy, und gemessenem h(t), resp. Hy,, kann aus

nur in den seltensten Fillen die Funktion f(t) stabil rekonstruiert werden. Das Problem und mdgliche
Losungsansitze sind in [ ] beschrieben.

1.9 Diskrete Fouriertransformation DFT und Fast Fourier Transform FFT

Bisher wurden Fourier—Reihen von periodischen Funktionen untersucht, d.h. unendlich viele Terme in den
Summen und die Koeffizienten sind durch Integrale zu bestimmen. Bei Messungen sind immer nur diskrete
Werte bekannt und somit sind die Integrale numerisch zu bestimmen , d.h. durch Summen. Das wird auf die
Diskrete Fourier Transformation (DFT) fiihren. Eine effiziente Berechnung der Summen der DFT wird auf
die FFT (Fast Fourier Transfom) fiihren. Im nichsten Kapitel werden wir uns auch mit nicht periodischen
Funktionen beschiftigen, d.h. mit Fourier Transformationen. Die Verbindungen sind in Abbildung 1.35
dargestellt.
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Fourier Reihen

* anwendbar auf periodische Funktio-
nen, Periode T’

* ergibt approximierende Reihe von
trigonometrischen Funktionen

» Koeffizienten durch Integrale zu be-
stimmen

Diskretisierung

Diskrete Fourier Transformation, DFT

* anwendbar auf disketisierte, peri-
odische Funktionen

* ergibt approximierende Summe von
trigonometrischen Funktionen

¢ Koeffizienten durch Summen zu be-
stimmen

numerische Integration

Fouriertransformation

e anwendbar auf Funktionen definiert
auf ganz R

 ergibt approximierendes Integral
von trigonometrischen Funktionen

» Koeffizienten durch Integrale zu be-
stimmen

Fast Fourier Transform, FFT

* extrem effiziente Implementierung
der DFT

e niitzlich bei Datenauswertung und
Signalverarbeitung

Abbildung 1.35: Fourier Methoden

Wir untersuchen in diesem Abschnitt T—periodische Funktionen und deren Fourierreihen. Wir gehen

fk:f(tk):f(k%)

und

fo
i
f= fo

In-1

Da die Funktion f T—periodisch ist gilt fo = fx. Nun geht es darum die Fourierkoeffizienten

_i /Tf(t) _i”“’tdt
cn—T A e

_27‘(’

w T s

AtNl
Cn = Yn = 7+

k=0

At 1

N

8Beachte, dass fo = fv und exp(i N kw At) = exp(ik27) = 1.

durch numerische Integration zu bestimmen. Mit den Bezeichnungen

2T
At = —
M w N

kann die Trapezregel® mit einem Zeitschritt von At = T'/N verwendet werden. Das fiihrt auf die Formel

— N-1
—i 1 —inkwAt
Z fke inkwAt _ — Z fke inkw
T N prrd

davon aus, dass die Funktion an NV dquidistanten Punkten ¢, = kT /N gegeben ist und um die Notation zu
vereinfachen setzen wir
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und der Vektor

Yo
n
Y2

<y
Il

YN-1

ist die diskrete Fouriertransformierte der Funktion f, oder kurz DFT .

Mit
w = eiwAt — ei27r/N
gilt
1 N-1
o=~ Swfe fir =012, N-1 (1.3)
k=0

Die N x N-Fouriermatrizen sind gegeben durch

1 1 1 1
1 w w? w1
1 w? wh w2 (N-1)
Fy = 1 w? wd o w3 (V=1) (14)
1 wl(N=1) ,2(N=1)  (N=1)(N-1)

Das Element der (k4 1)—ten Zeile und (j 4 1)—ten Spalte von F  ist gegeben durch w"7. Es ist zu beachten,
dass wegen w¥ = 1 nur N verschiedene Zahlen in dieser Matrix auftreten. So ist zum Beispiel

(1.5)

rry
S
|
e Sy —

Nun kann die obige Formel fiir die diskrete Fouriertransformation auch geschrieben werden als

L 1 >
Z/—N Nf

Somit kann man aus dem Vektor f den neuen Vektor ¢ durch eine Matrixmultiplikation bestimmen. Es
stellt sich die Frage ob man aus dem Resultat ¢/ auch den urspriinglichen Vektor f rekonstruieren kann. Die
Antwort ist gegeben durch das folgende Resultat.

1-39 Satz :
Fy-Fy=Fy-Fy=N1

Beweis :
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Das Element der (k + 1)-ten Zeile und (I + 1)—ten Spalte von F - F y ist gegeben durch

N-1 N-1 N-1
§ :wjkwjl - E :wykw—yl — E : wl k=0 —
3=0 3=0

J=0

N k=1
0 k#1

Ist k = [ so ist jeder Summand 1 und das Resultat offensichtlich. Ist k # I, so setzen wir z = w*~!. Wegen
w® = listauch 2V = 1 und die obige Summe fiihrt auf

_ 1— 2N
SN-1

142422428+, + =0

1—2

Die Matrix F ist also invertierbar und die inverse Matrix ist gegeben durch

1
Fy' = - Fy

=

Folglich gilt auch

1 - -
j=—F =Fn7
Yy N N f , f NY

Das ist die Matrixformulierung der inversen diskreten Fouriertransformation. Mit der Summennotation
lautet dieselbe Formel

N-1 N-1
fk:Zw"kyn:Zemk“Atyn fir k=0,1,2,...,N—1
n=0 n=0

Die Differenz der diskreten Fouriersumme und der kontinuierlichen Fourierreihe kann berechnet wer-
den.

1-40 Satz : Sei f (t) eine T—periodische Funktion, deren Fourierreihe iiberall gegen f konvergiert und

T 2T
At = — = —
N Y77
DFT Fourier Reihe
diskret kontinuierlich
, A 2Tk 1 T —in2T¢
YUn = N > fre "N Cn =7 fO f(t)e T ' dt
k=0
=t i2Znk & in2t¢
fo= > e N "y, )= > cpe'"T
n=0 n=—oo

Fiir die Praxis: Wird die T—periodische Funktion f(¢) in konstanten Zeitabstinden At = T'/N ab-
getastet, so erhilt man eine N—periodische Folge von Abtastwerten. Von dieser Folge betrachtet man die
ersten /N Werte und steckt sie in einen Vektor f Aus diesem Vektor erzeugt man mittels der obigen For-
mel den Vektor ¢ der Spektralwerte. Aus den Spektralwerten alleine lassen sich die Abtastwerte wieder
rekonstruieren.

Fiir eine steige, T'—periodische Funktion f(t) kann die Differenz der Fourierkoeffizienten ¢,, und den
diskreten Koeffizienten y,, bestimmt werden mit Hilfe von

o0 o0 [e.e]

fk g f(k’At): Z Cneinkat: Z Cnein%k%: Z Cneink2W7r

n=—oo n=—oo n=—oo
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und

N-1
1 27

e N

fir [—n=pN
fir [—-m#pN

\

I
—N—
S =

k=0

Daraus erhalten wir

=

1 1 N-1 00
. 2 . 2 . 2
Un fk ef'Lnk—T7r § : § : cl ezlk—]\;r efznk—jf

k=0 k= l=—00
00 1 N-1 00
i (1— k 27r
= Z C| N ez( n) = Z Cnt+pN = Cp + Z Cn4+p N
l=—00 k=0 p=—00 [p|>1

und somit

Yn — Cn = Z Cn+pN = CptN + Cn—N + Cn42N + Cp—2N + Cp43N + Cp—3N + ...
Ip|>1

1.9.1 Schnelle Fouriertransformation, FFT

Im Jahre 1965 haben James Cooley und John Tukey einen genialen Algorithmus gefunden un die FTD
zu bestimmen [ ]. Dieses Resultat ist einer der wesentlichen Griinde fiir die sehr verbreitete
Anwendung der DFT von Ingenieuren.

Die obige Darstellung der diskreten Fouriertransformation als Matrizenmultiplikation deutet darauf hin,
dass fiir eine Transformation von N Datenpunkten N2 Operationen (Multiplikationen) nétig sind. Dieser
Abschnitt zeigt, dass man die selben Resultate auch mit wesentlich kleinerem Rechenaufwand erhalten
kann. Dazu sehen wir uns die Transformation eines Spektralvektors ¢ der Lange 2/N an und teilen ihn auf
in Teile mit geraden und ungeraden Indizes

Yo al

Y2 Ys

g= Ya 7 U= Ys
YaN—-2 YaN-1

Den Vektor f der Abtastwerte teilen wir auf in eine obere und eine untere Hélfte

fo In

h N4

a= fo ; b= | fnso
IN-1 Jan—1

Nun schreiben wir die obige Formel um

2N—-1

fn — Z ,wnk e = Z w2n] Yoj + Z ,w2nj+n Yoji1
k=0

2

= ( )" gj +w" Z 25 4, fir n=0,1,2,3,...,2N — 1

<.
Il
<)
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Die Zahl w = exp (i 27/(2N)) wurde fiir die Transformation von 2 N Datenpunkten konstruiert und somit

gilt w*¥ = 1 und w" = —1. Wir konnen die obige Summenformel fiir f,, nun umschreiben zu
N-1 N-1
an = (W)™ g; +w" Z(wz)"] u;
j=0 J=0
N-1 N-1
b, = (W)™ gj — w" (w*)™ w; fir n=0,1,2,3,...,N -1
j=0 J=0

Dies entspricht genau zwei diskreten Fouriertransformationen der Linge V.
= Fy g+ diag (1, w', w?, w?,... w1

= Fy g — diag (1, w', w?,w?,... w1

a Fyu

b F i

Bezeichnet man mit A (V) die Anzahl der notwendigen Operationen (Multiplikationen), um eine diskrete
Fouriertransformation der Linge N durchzufiihren, so zeigt die obige Formel

A@2N)=2A(N)+N

Ist N von der Form 2™ fiir ein ganzzahliges M, so lisst sich diese Verfahren rekursiv weiterfiihren und
ergibt das sehr wichtige Resultat iiber die schnelle Fouriertransformation’.

1-41 Theorem : Die inverse diskrete Fouriertransformation eines Spektralvektors der Linge N
ldsst sich mit weniger als
N logy N

Operationen ausfiihren, falls N eine Zweierpotenz ist.

Der untenstehende einfache Beweis ist nur fiir Zweierpotenzen richtig. Die FFT kann auch fiir Vektoren
anderer Linge bestimmt werden. Der Algorithmus ist komplexer und nicht ganz so effizient, aber immer
noch erheblich schneller als eine klassische Matrizenmultiplikation.

Beweis : Durch Induktion. Sei
h(n) = n logyn

Zu zeigen ist A(n) < h(n)
* Verankerung: Es gilt h (2) = A (2) =2

* Induktionsschritt von n auf 2n:
Verwende A (n) < h(n) um zu zeigen, dass A (2n) < h (2n).
Die Rechenregeln fiir Logarithmen ergeben

h(2n)=2n logy (2n) =2 (nlogyn+n)>2h(n)+n
Wegen A (n) < h(n)und A(2N) =2 A(N)+ N gilt also

h(2n)>2h(n)+n>2AMn)+n=A(2N)

Somit folgt mittels Induktion die Behauptung fiir alle Zweierpotenzen n. O

Der Cooley-Tukey Algorithmus, benannt nach J.W. Cooley and John Tukey, wurde 1965 in publiziert. Es ist eine der wichtig-
sten Anwendungen der Mathematik
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Diese Resultat muss unbedingt mit der direkten Matrizenmultiplikation verglichen werden. Multipliziert
man eine N x N Matrix mit einem N Vektor, so sind N2 Multiplikationen notwendig. Die folgende Tabelle
vergleicht die beiden Verfahren. In praktischen Anwendungen sind FTT mit 4096 Punkten durchaus iiblich.

N Matrizenmultiplikation FFT Faktor
N? N logy N | N/logy N
16 256 64 4
128 ~ 16000 ~ 900 18
1024 ~ 106 ~ 10% 100
4096 ~ 1.6 -107 ~4.9-10* 341
220 ~ 1012 ~20-10° | 50000

1.9.2 Amplitude bei einer bestimmten Frequenz, Goertzel Filter

Ein kontinuierliches, reelles Signal f(t) enthilt einen Anteil mit einer Frequenz 57-. Dieses Signal wird

wihrend einer grossen Zeit 7' gemessen und dann mittels der Bedingung

der Fourierkoeffizient bestimmt als
1 T .
Cp = — /0 f @) e~tnwt qt

Dann kann die Amplitude des Signal mit der Frequenz 5 bestimmt werden durch 2 ||c, ||, d.h. die Funktion
f(¢) hat einen Anteil
2|cp| cos(nwt + 0)

Nun versucht man die obige Berechnung fiir diskrete Signale moglichst analog zu bestimmen und effi-
zient zu berechnen.

* Die kontinuierliche Funktion h(t) = e~¢"“! ist eine Losung der Differentialgleichung
h(t) = —(nw)?h(t) mit h(0)=h(T)=1
Nun untersucht man die diskreten Werte im Abstand At = %

2 = h(Atk) = e71"OAE — ™k wobei w = ' A = cos(w At) + i sin(w At)

Statt der zweiten Ableitung der Funktion verwendet man Differenzenquotienten, d.h.

Py o BEAU2) <Rt AY2) 1 (R A = h(t) h(E) ~ h(t = AY)
t) ~ At TAt < At a At >
h(t— At) = 2h(t) + h(t + At)
B (At)?

Die Folge z; von komplexen Zahlen erfiillt die Differenzengleichung
w " (k—1) 92 w—nk 4w (k+1)

= w "k (w" =2 +w™)
= 2z (2 cos(nw At) — 2)

Zk—1— 22k + 2k41
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und wegen w AT = 27” % gelten die beiden Bedingungen

20=1 und zy=w"N=1

n — g=inwAt pekannt, so konnen die anderen Werte mittels der Rekursi-

Sind zp = 1und 21 = w™
onsformel

241 = 2 cos(nw At) 2z — 2k—1
sukzessive bestimmt werden.
* Da der Koeffizient z;, = aj+1 by, komplex ist, miissen Real- und Imaginérteil bestimmt werden. Somit

wird eine komplexe Multiplikation ersetzt durch zwei reelle Multiplikationen. Um alle N komplexen
Werte zu bestimmen, sind somit 2 N reelle Multiplikationen und 2 N Additionen notwendig.

* Die Integration des Fourierkoeffizienten kann nun numerisch erfolgen mittels einer Integration durch
die Trapezregel.

== /Tf(t)ei"“tdt~1 Nzlf(mk)emw“wwl Nzlf z
T T NTk:o NNkzokk
e Setzt man sy = 0 so kann mittels der Formel
Skl = Sk + fra1 zpar fir k=0,1,2,..., N

die Summe bestimmt werden und eine anschliessende Division durch N ergibt eine Approximation
des Koeffizienten c,,.

* Insgesamt ergibt sich der folgende Algorithmus:

— Initialisierung:
inw At i27n/N 2mn .. 27N
so=fo , 20=1 und z_;=e =e = cos( )_ZSIH(T)
— Fiir jeden Messpunkt £ =1, ..., N — 1 bestimme

Zk41 =2 cos(nwAL) 2z, — zg—1 und  Sg41 = Sk + frt+1 Zk+1

Die Amplitude des Signalanteils mit der gewihlten Frequenz 5~ = 7 ist gegeben durch

2 Jlswl
N N

Der Rechenaufwand ist bestimmt durch 2 N komplexe Multiplikationen, oder auch 4 N reelle
Multiplikationen. Dank der rekursiven Struktur der Formeln kénnen die Rechnung wihrend der
Messung ausgefiihrt werden. Der oben beschriebene Algorithmus heisst auch Goertzel Filter.
Sind nur eine, oder wenige Frequenzen zu untersuchen, so ist dies ein sehr effizienter Algorith-
mus.

Durch Einsatz von Methoden der digitalen Signalverarbeitung (z—Transformation, digitale Filter)
kann der Rechenaufwand fiir den Goertzel Filter noch leicht reduziert werden, siche z.B. [
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1.9.3 FFT mit Octave oder MATLAB

In Octave und MATLAR werden die beiden Befehle ££t () und 1 ££ft () verwendet um die FFT zu bestim-
men. Zwei typische Anwendungen finden Sie in den Anwendungsbeispielen in Abschnitt 1.1.5 (ab Seite 12)
und Beispiel 5 (Seite 24). In diesem Abschnitt wird der Befehl ££t () fiir eine nicht-typische Berechnung

verwendet.

Wir untersuchen die periodische Fortsetzung der Funktion

f (x) = sign ()

auf dem Intervall [— , ] . Gemiss Beispiel 17 (Seite 42) ist die Fourierreihe gegeben durch

4 sinx sin3x sinbxr sinTx
fx)~=(

T 1 + 3 + 5 + 7
Man erkennt, dass

e Jeder zweite Koeffizient ist O

e Die Realteile sind Null, d.h. wir haben eine reine Sinus—Reihe

* Wegen 2 ¢,, = (a,, — iby,) sollten wir ¢, = 0 fiir n gerade und ¢,, = —

Nun versuchen wir dieses Resultat mittels Octave und £t () zu bestétigen.

)

i - fiir n ungerade erhalten.
m™n

| SignDemo.m
N =2"7; %% number of data points
a = -pi; b = +pi; %% the interval to be examined
t = linspace(a,b,N+1); %% define the grid points
f = sign(t); %% evaluate the function
f(1) = (E()+£N+1))/2 ; £ = £(1:N); %% enforce periodicity and use the
%% correct number of points
c = fft(f); c = c(:); %% enforce a column vector
c(1:10)
—>
0.00000 + 0.00000i
0.00000 + 81.47097i
0.00000 + 0.000004i
-0.00000 + 27.113341
0.00000 + 0.000001
-0.00000 + 16.215571
0.00000 + 0.00000i
0.00000 + 11.52628i
0.00000 + 0.00000i
| -0.00000 + 8.906401 |
Das Resultat sind nicht die schonen Zahlen %, %, é, %, .... Verschiedene Effekte tragen zu dieser “Uberra-
schung” bei:

¢ Die Formel fiir ¢,, beinhaltet einen Faktor %, der beim Befehl £ £t () von MATLAB/Octave fehlt. Das

ist leicht zu korrigieren.

* Fiir die Beziehung approximation y,, = c¢,, haben wir das Integral

c —1/Tf(t)ei”°’tdt~
n—T 0 ~

1 = 2
N 2 Sk =
k=0

verwendet. Somit ist die periodische Fortsetzung der Funktion sign(x) aud [—m, +] auf dem Inter-
vall. Somit haben wir mit der modifizierten Funktion f(z) = sign(x + m) gerechnet. Das kann durch
einen Faktor —1 korrigiert werden. Bei der Rekonstruktion sign(x) = Zzozl by, sin(k x) wird diese

Verschiebung automatisch korrigiert.
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Durch Multiplikation mit dem korrekten Faktor konnen diese Abweichungen korrigiert werden und die

Faktoren 47” werden sichtbar.
| SignDemo.m
2xc(1:10) /4*pi/N
-
0.00000 + 0.000001
0.00000 + 0.999801
0.00000 + 0.000001
-0.00000 + 0.33273i
0.00000 + 0.000001
-0.00000 + 0.199001
0.00000 + 0.000001
0.00000 + 0.141451
0.00000 + 0.000001
| -0.00000 + 0.109301
Wir beobachten:

* Der erste Koeffizient ¢ ist O.

e Jeder zweite Koeffizient ist 0, d.h. co, =0

¢ Die Realteile sind alle Null, d.h. wir haben eine reine Sinus—Reihe.

Nun kann die urspriingliche Funktion f(x) = sign(z) rekonstruiert werden.

b = imag(2+c(1:10) /N);

y = zeros(size(t));
for k = 1:10

y =y + b(k)*sin((k-1)*t);

end%for

plot (tl Y)

SignDemo.m

xlabel ("time t’); ylabel('y(t)’); grid on

Vergleichen Sie das Resultat von

fft(eye(4))

01
01
01
- 01

+ 4+ +

+

+
+

01 1
i -1
01 1
1i -1

+ 4+ +

01
01
01
01

+ o+ +

Octave

01
11
01
1i

mit der Matrix F' in Gleichung (1.5) (Seite 67) um festzustellen, dass der Befehl £ ft () in MATLAB/Octave
effektiv mit der Matrix F, multipliziert. Folglich muss der zugehdrige inverse Befehl i fft () mit der

Matrix i F4 multiplizieren. Dies kann durch i fft (eye (4) ) bestitigt werden.
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1-42 Satz : DFT und ££t () mit MATLAB/Octave
Die Berechung der DFT in diesem Kurs und mit Hilfe von MATLAB/Octave sind (leider) leicht verschieden.

Allen Formeln gmeinsam ist der komplexe Koeffixient w = €' ¥ ecC.

« In diesem Kurs werden die diskreten Fourier—Koeffizienten ij € C eines diskreten Signals f e RN
(oder auch f € CN) bestimmt durch (1.3) oder mit der Fourier Matrix F in (1.4).

1 1 = 1
— eI o —ink 2T —nk
Y NFNf — =% Jre N_szkw
k=1 k=
Die dazugehorige inverse DFT ist gegeben durch
N-1
S . ink 2T
f=Fn7 — szzyne+znkN _ ynw+nk
n=1 n=1

* Mit MATLAB/Octave gilt fiir einen Vektor f € RY (oder auch f ech)

N-1 N-1
I T ink2r _
y=fi) =  G=Fnf = =) fre =D frw
k=1 k=1
Die dazugehorige inverse DFT ist gegeben durch
= o, | Nl
f = ifft(y) = f:—FNy = fk:N ZyneH”kW:N Zynw+"k
n=1 n=1

Je nach Anwendungsgebiet und zu verwendender Fourier Bibliothek sind (leider) auch noch andere Kom-
binationen von Vorfaktoren und Vorzeichen in regelmissigem Gebrauch. Es ist klar die Verantwortung des
Anwenders sicherzustellen, dass ein konsistenter Satz von Formeln fiir die DFT (FFT) und die zugehdrige
inverse Formel verwendet wird.

1.9.4 Aliasing

Ein noch viel erstaunlicher ,,Fehler* zeigt sich durch Aufzeichnen des gesamten Spektrums, wobei 128
Datenpunkte verwendet wurden, siche Abbildung 1.36.

| Octave
plot (0:N-1,abs(c),’+")
xlabel ("n’); ylabel ("abs(c)’)
axis ([0 NJ)

Zwei mathematische Resultate tragen zu diesem Effekt bei.

1. Periodizitit
Die FFT-Koeffizienten sind gegeben durch

N—

,_.

1 nkwA
— t
Un = fre

k=0

Wegen
ezNwAt _ eZNQT(/N _ 6—1271' -1
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Abbildung 1.36: Vollstindiges FFT-Spektrum der Funktion f (z) = sign x auf [—m, 7]

gilt somit

1 N-1 1 N-1
YniN = N Z fx el (n+N) kwAt _ N Z fx eflnkwAt = yp
k=0 k=0

Dieser Effekt ist auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass nur N Werte der urspriinglichen Funktion
f(x) verwendet werden. Fiir die exakten Fourierkoeffizienten ¢,, gilt im allgemeinen ¢,y n # ¢,. Es

ist zu unterscheiden zwischen Fouriersummen und Fourierreihen.

2. Reelle Signale f;,
Ist f(z) eine reelle Funktion, so haben wir gesehen, dass ¢_,, = ¢, und somit

lcn| = |cnl
Dieser Effekt iibertrigt sich auf die diskreten Fourierkoeffizienten und es gilt
Y—n| = lyn]
Kombiniert man die beiden obigen Effekte so ergibt sich

|yN 7n| = ‘yn|
und genau dieser Effekt kann in Abbildung 1.36 beobachtet werden.

Die Ubungsaufgabe 1-55 zeigt einen moglichen Effekt von Aliasing.

Der obige Effekt muss in Anwendungen beriicksichtigt werden. Sollen von einem reellen Signal (z.B.
Luftdruck) Signale mit Frequenzen bis zu 22 kHz richtig dargestellt werden, so muss mit einer Frequenz

von mindestens 44 kHz gesampelt werden.

Von einem Signal ist bekannt, dass nur Frequenzen die kleiner sind als €2 auftreten. Sammelt man
Abtastwerte mit einer Frequenz von 2 €2, so kann des Signal vollstéindig rekonstruiert werden. Die-
ses Resultat wird verbunden mit den Namen Shannon oder Nyquist.

Den Beweis dieser Tatsache finden Sie in guten Biichern iiber Signalverarbeitung oder Fouriertransfor-

mationen.
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1.10 Beispiele und Anwendungen

Sehen Sie sich die Beispiele in Abschnitt 1.1 ab Seite 3 noch einmal an. Jetzt sollten Sie in der Lage sein
die dort fehlenden Rechnungen und Details nachtriglich einzufiigen. Die Aufgaben 1-62 bis 1-65 beziehen
sich auf die selben Beispielprobleme.

1.10.1 Beispiele von diskreten Fouriersummen

Gegeben ist eine reelle Funktion f(¢) auf einem Intervall [a, b]. Dieses Intervall wird in N = 2™ Stiicke
gleicher Linge unterteilt. Zu den diskreten Zeitwerten {, = a + k b_T“ wird die Funktion gemessen.
Dann wird der erste Messwert fo = f(a) ersetzt durch den Mittelwerten der ersten und letzten Messung
1 (f(a) + f(b)). Dadurch werden die beiden Endpunkte des Intervalls miteinander verbunden. Dieser Vor-
gang entspricht der periodischen Fortsetzung der Funktion. Falls die Funktion (b — a)—periodisch ist, so
dndert sich nichts. Wir erhalten einen Vektor mit N Komponenten

f:(f07 f17 f27"' ; fN—l)T

Daraus wir mit Hilfe der Formel
N—1

1
- N Z fi e Nk
N &

der Vektor der komplexen Fourierkoeffizienten bestimmt. Diese Rechnung muss mit Hilfe des FFT-Algorithmus
ausgefiihrt werden. Dann ist die Fourierpartialsumme gegeben durch

N-1
fFour(t) — Z Fj ei27rzt7:7a]

eine reelle Funktion und bei den Abtastwerten ¢, fiir k& # 0, n gilt

f(tk) = fFour(tk:)

d.h. die Funktion wird exakt rekonstruiert. Da die Funktion reell ist gilt F, = Fy_j und somit bendtigen
wir nur die erste Hilfte der N Koeffizienten und mit Fj, = ay, + ¢ by, gilt auch
N/2—1

t—a t—a .
frour(t) = ag + 2 Z (a] cos ( - Jj)+b; s1n(27rb aj))

Daim Intervall [a, b] zu N +1 Zeiten gemessen wurde ist der zeitliche Abstand zwischen zwei Messwer-
ten (b — a)/N und die Abtastfrequenz v = %. Somit kénnen bestenfalls (theoretisch) Signale mit Fre-

quenzen bis zu % V= Z(TJ\ia) festgestellt werden.

1-43 Beispiel : In einer Datei Einspeisung2014.csv befindet sich die Daten fiir die eingespiesene Leistung
eines Deutschen Netzbetreibers fiir das Jahr 2014 . Mit MATLAB oder Octave konnen die Daten eingelesen
werden und die Graphik 1.37 erzeugt werden. Die Daten wurden mit einem Abstand von 15 Minuten erfasst.

 Als natiirliche Zeiteinheit verwenden wir einen Tag.

* Die Messung hat 365 Tage gedauert und somit ist die kiinstliche “Periode” 365 Tage. Die Grundfre-

quenz ist folglich 3 65T ag . Die Fourierreihe des Netzleistung P(t) ist

Z Cp, €XP 1%27%)

n=—oo

oder fiir die DFT mit N Termen

N
P(t)~cy+2 Re (Z cn exp(i 368 271'75))

n=1
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 Aus den Werten ¢g ~ 11.77 und ¢; ~ 0.703 — i0.129 ~ 0.715e 70182 k6nnen wir die jéhrliche
Variation durch eine Funktion approximieren.

1
Pi(t) = c+2Re (cl exp(1 365 27rt)>

%

1
11.77 4+ 2 Re (0.715 exp(i (g 271 — 0.182))>

%

27
11.77 + 1.430 — (¢t — 10.56

Diese Approximation ist auch in Abbildung 1.37 zu sehen.

* Das Abtastintervall von 15 Minuten fiihrt zu 4 * 24 = 96 Messungen pro Tag und somit ist die

Abtastfrequenz 96/Tag.
annual variation and actual load
20 T T T
| | /|—acutal load
'|—one Fourier comp.
15

amplitude [MW]
5

month

Abbildung 1.37: Netzlast liber ein ganzes Jahr

Mittels DFT kann das Amplitudenspektrum in Abbildung 1.38 erzeugt werden. Die Amplitude kann als
Funktion der Frequenz (1.38(a)) oder als Funktion der Periode (1.38(b)) dargestellt werden.

Es ist klar ersichtlich, dass erhebliche Beitrige mit Perioden 1 Tag, 12 Stunden, 8 Stunden und 6 Stunden
vorkommen. Num versuchen wir die tdglichen Variationen zu untersuchen.

1
365 Tag

Wegen c3g5 ~ —0.13642 + 1 0.19249 ~ 0.236 € 2187 erhalten wir

* Da die Gundfrequenz ist, hat der Beitrag c3g5 exp(i % 27t) eine Periode von einem Tag.

P365 (t) = 2Re (0365 exp(i 2T t))
~ 42 Re(0.236 exp(i (27t + 2.187)))
~ 0.472 cos(27 (t 4 0.348))

Wegen 0.348 Tag = 8.35 Stunden ~ 8 h 21 min deutet das auf eine tédgliche Variation mit Amplitude
0.47 und einem Maximum ca um 15.39 hin. Das ist in Abbildung 1.39 klar ersichtlich.

* Mit dem selben Verfahren kann man die Beitrdge mit Periode 24 h und 12 h untersuchen.

2 Re (cge5 exp(i2mt) 4+ cr3pexp(i2m2t))
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amplitue as function of the frequency amplitue as function of the period
0.4 : : : : : : : :
0.25
0.3
g g 02
=3 =3
[} (9]
S 0.2 '5 0.15
= =
§ § oa
0.1
0.05
0 0
0 1 2 3 4 5
frequency [1/day] period [day]
(a) Spectrum as function of frequency (b) Spectrum as function of period

Abbildung 1.38: Amplitudenspektrum der Netzlast

oder auch die Perioden 24, 12, 8 und 6 h.
2 Re(cspsexp(i27t) + cr30exp(i2m2t) + c1095 exp(i 2w 3t) + c1a60 exp(i 24 t))

In Abbildung 1.39 kann die Verteilung der Netzlast iiber einen Tag recht gut rekonstruiert werden.

daily variations of load, 1, 2 and 4 contributions

— 1 contribution
2 contributions
—4 contributions

amplitude [MW]

0 5 10 15 20
time in a day [h]

Abbildung 1.39: Variation der Netzlast iiber einen Tag

Die obigen Ideen sind im MATLAB/Octave Code Netzlast .m implementiert.

Netzlast.m
read the data, skip the first 4 lines and the first 2 columns
the missing hour for the day light saving time was added by hand
data = dlmread(’Einspeisung201l4.csv’,’;’,5,3);

Last = data(:,1); % extract the load only

% display the basic data, with a monthly timescale

figure (1)

month = linspace(0,12,length(Last));

plot (month, Last)

xlabel (‘month’); ylabel(’load [MW]')

%
%
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apply fft, use one day as time unit

sampling frequency is 24%4=96

the "period" is 365 days and thus the fundamental frequency 1/365

the sampling frequency is 4x24 = 96, i.e. 96 samples per day

= fft(Last) /length (Last) ;

freq = [0:length(Last)-1]1/365; % frequency in days, display up to 5 days
figure(2); plot(freqg,abs(c))

axis ([0 5.3 0 0.4]); xlabel(’frequency [1/day]’); ylabel ('amplitude [MW]')
title (Yamplitue as function of the frequency’)

o o° oo o

Q

o

% convert to periods

figure(3); plot(l./freq,abs(c))

xlabel (‘period [day]’); ylabel ('amplitude [MW]’)
axis ([0 8 0 0.31)

title(amplitue as function of the period’)

% pick the signal with a period of one day, phase shift in hours
ncl = 365+1;
absval_phasel = [2xabs(c(ncl)) angle(c(ncl))/ (2+pi) *«24]

% pick the signal with a period of a half day or 12 h
% thus 2x365 the fundamental frequency

nc2 = 2x365+1;

absval_phase2 = [2xabs(c(nc2)) angle(c(nc2))/ (2+pi) *24]

% plot the daily variations, two contributions
t = linspace(0,24,2001);
dailyl = 2xreal(c(ncl) *exp (i*t/12*pi));
figure(4); plot (t,dailyl,'b’")
axis ([0 24 -0.8 0.81])
xlabel (‘time in a day [h]’); ylabel(’amplitude [MW]')
title(’daily variations of load, period 24 h’)
% examine two and four Fourier contributions
daily?2 2xreal (c(ncl) xexp (1+t/12+pi) + c(nc2) xexp (i*t/6+pi));
daily4 = 2+real(c(ncl)*xexp (i*t/12+pi) + c(nc2)+exp (irt/6xpi)...
+c (3x365+1) xexp (i+xt/4+pi) + c(4%x365+1) xexp (1xt/3+pi));
figure(14); plot(t,dailyl,’b’,t,daily2,’g’,t,daily4,’'r")
axis ([0 24 -0.8 0.8])
xlabel (‘time in a day [h]’); ylabel (’amplitude [MW]')
title(’daily variations of load, 1, 2 and 4 contributions’)
legend(’1 contribution’ ,’2 contributions’,’4 contributions’,’location’,’northwest’ )

% plot the annual variations, two contributions
anual = real(c(l)+2xc(2)+xexp (ixmonth/6xpi)) ;
figure(l); plot(month,Last,’g’,month,anual,’r’)
legend(’acutal load’,’one Fourier comp.’)

xlabel (“month’); ylabel ('amplitude [MW]’)
title(’annual variation and actual load’)

Die Ubungsaufgaben 1-38 und 1-39 sind #hnlich zu diesem Beispiel. &
Die folgenden Beispiele illustrieren einige Effekte von Fourierreihen und DFT.
1-44 Beispiel : In Abbildung 1.40(a) sehen Sie die Funktion

Ft)=e 02* _08 fir 0<t<1
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und die Fourierapproximation mit 2° = 32 Abtastwerten. Die urspriingliche Funktion und die Fourierappro-
ximation stimmen sehr gut iiberein, ausser bei ¢ = 0 und 1 . Der grosse Unterschied am Rand wird erzeugt

duch die kiinstlich gegebene Periode von 1 . In 1.40(b) ist das Amplitudenspektrum zu sehen. &
0.4 T T T T 0.1
0.31

0.08}

0.2f : 1
0-1]0‘( ’ 7 0.06
o1l 0.04f
-0.2f ‘ ! :

0.02f

-0.3

(=]

-0.4 : : : : 0 : ‘
0 0.2 0.4 06 08 1 0 5 10 15 20

(a) Funktion und Fourier Approximation (b) Amplitudenspektrum der Funktion

Abbildung 1.40: Fourierapproximation und Amplitudenspektrum

1-45 Beispiel : In Abbildung 1.41 sehen Sie die Funktionen
f(t) =sin(6t) und g¢(t) =sin(6.1¢) fir 0<t<nm

und die Fourierapproximation mit 26 = 64 Abtastwerten und die beiden Amplitudenspektren. Funktio-
nen und Fourierapproximationen sind kaum unterscheidbar. Es ist deutlich zu sehen wie die m—periodische
Funktion sin(6¢) zu einem einzigen von Null verschiedenen Fourierkoeffizienten fiihrt, aber die nicht 7—
periodische Funktion sin(6.1 ¢) ein ausgeschmiertes Spektrum liefert. Durch das beschréinkte Messintervall
[0, 7] wird der periodischen Funktion eine Fensterfunktion aufgezwungen, und dadurch das Signal ausge-
schmiert. Dieser Effekt kann teilweise kontrolliert werden, siehe Aufgabe 1-48 &

1-46 Beispiel : In Abbildung 1.42 sehen Sie die Amplitudenspektren der Funktion
f(z) =sin(26¢t) + cos(40t)
auf den Intervallen [0, 7] und [0, 1.01 7] mit 26 = 64 Abtastwerten. &

1-47 Beispiel : Man weiss, dass ein Signal aus periodischen Signalen mit Frequenzen v < 5 Hz zusammen-
gesetzt ist. Zu bestimmen sind die exakten Frequenzen und Amplituden der Teilsignale. Spezielle Beachtung
soll der Linge T' des Messintervalls und der Abtastfrequenz gewidmet werden.

Losung : Da Frequenzen bis zu 5 Hz auftreten kdnnen muss die Abtastfrequenz grosser als 10 Hz sein.
Da die Phasenverschiebung nicht bestimmt werden muss, interessieren wir uns nur fiir das Amplitudenspek-
trum.

1. T=3
Bei 26 = 64 Abtastpunkten haben wir eine Abtastfrequenz von % und sind somit auf der ,,sicheren‘
Seite. Sei
27
w=—
3

Die Abbildung 1.43 zeigt, dass das Amplitudenspektrum Maximas hat bei 7 = 4 und 7 mit Werten
von 0.48 und 0.43 . Das wiirde zu einem Signal der folgenden Form fiihren.

f(t) = 0.96 cos(4dwt + d4) + 0.86 cos(Twt + d7)
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Abbildung 1.41: Trigonometrische Funktionen auf [0, 7| und ihr Amplitudenspektrum

0.7 0.5
0.6
0.4
0.5
0.4 0.3
0.3 0.2 F
0.2
0.1
0.1
0 0 | | | | f
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

(a) auf dem Intervall [0, 7] (b) auf dem Intervall [0, 1.01 7]

Abbildung 1.42: Amplitudenspektrum von sin (26 t) 4 cos (40 ¢) auf verschiedenen Intervallen
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Abbildung 1.43: Amplitudenspektrum mit 7 = 3 und 2% Abtastwerten

Eine Erhohung der Anzahl der Abtastwerte (Frequenz) dndert das Resultat nicht. Das zu kurz gewihlte
Zeitfenster erlaubt es nicht die drei Frequenzen klar aufzuldsen (Faltungssatz).

Ein moglicher Octave Code fiir die obigen Berechnungen und Abbildung 1.43 ist hier gezeigt.

| Octave
%% sampling frequency at least 10 Hz
T =3; % at least 30 points
N = 276;
Ndisp = N/2; % display only half of the spectrum
end of input
dt = T/N;
t = 0:dt:T-dt;
y = FourierFunction(t); % call the given function
c = abs (fft(y))*2/N;
freq = 1/Tx[0:N-1];

000
©o0

plot (freg(l:Ndisp),c(1l:Ndisp))

grid on

xlabel ( frequency [Hz]’); ylabel ('Amplitude’);
I

2. T=30
Damit die Abtastfrequenz nun grosser als 10 Hz ist, bendtigen wir mindestens 300 Abtastwerte. Eine
Rechnung mit 29 = 512 Werten fiihrt auf die Abbildung 1.44(a) und

_27T
30

Die drei Frequnzen sind erkennbar, aber noch deutlich ausgeschmiert. Eine genaue Untersuchung der
Graphik oder der Zahlenwerte ergibt

w

n= 42 61 72
Frequenz =~ | 1.40 | 2.03 | 2.40
len| & 0.40 | 0.24 | 0.39

Das fiihrt auf die Approximation (falls wir nur drei Signale beriicksichtigen)
f(t) = 0.80 cos(1.40 - 27wt + d42) + 0.48 cos(2.03 - 27wt + J61) + 0.78 cos(2.40 - 270t + 72)

Eine Erhohung der Anzahl der Abtastwerte (Frequenz) dndert das Resultat auch hier nicht.
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0.4 T T T T 0.5
041
0.31
0.31
0.27
0.27
0.1y : 7
b L "
VN . A
0 20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000
(@) T = 30 und 2° = 512 Abtastwerte (b) T = 300 und 23 = 8192 Abtastwerten

Abbildung 1.44: Amplitudenspektrum fiir verschiedene Werte von 7" und n

3. T'=300
Damit die Abtastfrequenz nun grosser als 10 Hz ist, bendtigen wir mindestens 3000 Abtastwerte.
Eine Rechnung mit 2! = 8192 Werten fiihrt auf die Abbildung 1.44(b) Eine genaue Untersuchung
der Graphik oder der Zahlenwerte ergibt

n= 424 | 612 | 724
Frequenz ~ | 1.41 | 2.04 | 2.41
len| ~ 0.43 [ 0.20 | 0.43

Das fiihrt auf die Approximation (falls wir nur drei Signale beriicksichtigen)
f(t) = 0.86 cos(1.41 - 27t + 0404) + 0.40 cos(2.03 - 27t + dg12) + 0.86 cos(2.41 - 2wt + d724)
Keine der obigen Rechnungen liefert eine ausserordentlich gute Approximation der ,richtigen” Funktion
f(t) =cos(v127t) + 0.5 sin (122 7t) 4+ sin(vz 27t 4 0.8)

wobei
vy = 141234 , vy =2.041234 , v3=2.41234

| FourierFunction.m
function res = FourierFunction (t)
nl = 1.41234; n2 = 2.041234; n3 = 2.41234;
res = cos (nlx2+pixt)+0.5*sin (n2x2+pixt) +sin (n3*2xpi*t+0.8);
| endfunction |

Falls wir wissen, dass genau drei Signale im Gesamtsignal stecken, so kdnnen wir annehmen, dass
die schnell abfallenden Terme nahe bei einer Spitze im Amplitudenspektrum zu dieser Frequenz gehdren.
Bei vielen Anwendungen ist das Quadrat der Amplitude proportional zur Energie. Nun berechnet man die
Gesamtenergie aller Terme mit der Frequenz nahe genug bei der zu untersuchenden Spitze. Dazu ist die
Summe der Quadrate der Koeffizienten zu bilden und anschliessend die Wurzel zu ziehen. Beriicksichtigt
man je 40 Frequenzen auf jeder Seite der drei Spitzen, so erhalten wir die Approximation

f(t) = 0.9986 cos(1.41 - 27t + d424) + 0.4997 cos(2.03 - 27wt + dg12) + 0.9987 cos(2.41 - 27wt + d724)

Die Amplituden sind nun sehr genau rekonstruiert.

Statt des obigen (heuristisch motivierten) Rechentricks kann man auch versuchen die Faltung durch die
Fensterfunktion riickgdngig zu machen. Dies fiihrt aber in der Regel zu erheblichen numerischen Problemen,
siehe auch Abschnitt 1.8.4. O
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1.10.2 Trigonometrische Interpolation durch Zero-Padding

Eine Funktion f wird auf dem Intervall [0, T'] diskretisiert an den Stellen ¢; = j %, wobeij =0,1,2,..., N—
1. Die Anzahl N der Abtastwerte ist vorzugsweise eine 2-er Potenz. Das erzeugt den Vektor

F=Uo, fis foreeey fno)? .

Die komplexen Fourierkoeffizienten der DFT sind gegeben durch w = 27” und
1 Nl o
= Z%fj e 'kl wobei k=0,1,2,...,N—1.
‘]:

Die Fourier Interpolation
N-1

fFour(t) = Z Ck eitwk

k=0
stimmt an den Abtastwerten ¢; mit der urspriinglichen Funktion iiberein, d.h. f(t;) = frour(t;) . Wegen

T 2
exp(itjw (N —k)) = exp(i ] N % N) exp(—itjwk) = exp(—it;jwk)

reproduziert auch die Darstellung

Nj2-1 N/2-1 1
. . . N . N
frow®) =cot+ Y cxe™F+ Y oy e*”‘”’ch/Qi(e”“? + et ) (1.6)
k=1 k=1

die urspriingliche Funktion an den Abtaststellen. Fiir reele Funktion gilt ¢y = ¢ und somit c¢y/o € R.
Mit ¢, = % (an — iby,) ergibt sich

N/2-1
frouwr(t) = co+ Z 2 Re <; (ag —iby) (cos(twk) +i sin(twk))) + cnyg cos(tw g)
k=1

N/2-1 N
= co+ ; ay cos(twk) + by, sin(twk) + ¢/ cos(tw 5)

Das ist eine Interpolation durch trigonometrische Funktionen. Man koénnte diese Formel direkt in Octa-
ve/MATLAB implementieren, es ist aber oft effizienter FFT mit Zero—Padding zu arbeiten.

In der Gleichung (1.6) kann man ablesen wie die Koeffizienten ¢ in die neue Darstellung einzubauen
sind.

1. Erzeuge den neuen Vektor der Fourier—Koeffizienten mit N, > N Eintrdgen. Zu Beginn sind alle
Koeffizienten O .

2. Kopiere die ersten % Koeffizienten co, c1,. . .cy/2—1 in die ersten % Positionen.

3. Kopiere die letzten % — 1 Koeffizienten ¢y 241, CN/242,- - - CN—2, CN—1 1N letzten % — 1 Positionen.

4. Je die Hilfte des Koeffizienten cy, /2 ist zu kopieren an die Position % und die Position N,,e,, —

N
5 -

Die Konstruktion ist graphisch dargestellt In Abbildung 1.45. Sie stellt sicher, dass fiir reelle Funktionen die

notwendigen Bedingungen cy,,_,—x = ¢ auch erfiillt sind. Durch eine inverse FFT des neuen Spektrums
kann nun die trigonometrischen Interpolation berechnet werden.
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CoC1 CN-1_
alte Eintrage
neue Eintriage
00000000000000000
CoC1 CN/2 CN/2 CN-1

Abbildung 1.45: Zero—Padding der Fourier Koeffizienten

Mit Octave ist ist das obige Verfahren illustriert durch den Code und die resultierende Figur 1.46. Die
gegebenen Daten Werte sind 0, ausser an einer Stelle (¢ = 0.5) ist der Wert 1 gegeben. Zwischen den Data
Punkten werden je 7 (Padding=8) neue Punkte durch eine trigonometrische Interpolation eingefiigt.

| ZeroPadding.m |
N = 274; %% number of data points
Padding = 8; %% factor of additioal interpolation points

s = zeros(N,1); s(N/2+1) = 1;
t = linspace(0,1-1/N,N);

s_fft = fft(s);

s_fft_p = zeros(NxPadding, 1) ; t_p = linspace(0,1-1/ (N¥Padding),NxPadding) ;
s_fft_p(l:N/2) = s_fft(1:N/2); s_fft_p(N+«Padding-N/2+1:N+Padding) = s_fft (N/2+1:N);
s_fft_p(NxPadding-N/2+1) *= 0.5; s_fft_p(N/2+1) = s_fft (N/2+1)*0.5;

s_p = ifft(s_fft_p)+Padding;

figure (1)
plot (t_p,s_p,’'-k’,t,s,’ *xr’)
xlabel ("t’); legend(’interpolation’,’data’); ylim([-0.3 1.1])

14 — interpolation ||
* data

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Abbildung 1.46: Trigonometrische Interpolation durch Zero—Padding

Auf den ersten Blick scheint Zero—Padding die Auflésung zu verbessern, da die Funktionswerte fiir mehr
t—Werte bestimmtet werden. Es handelt sich aber um eine Interpolation, d.h. keine neue Information ist
verfiigbar. Der selbe Effekt ist auch beobachtbar wenn die gemessenen Daten durch Zero-Padding erweitert
werden, in der falschen Hoffnung auf eine bessere Spektalauflosung.
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1.10.3 Kurbeltrieb

Abbildung 1.47: Ein einfacher Schubkurbeltrieb

Betrachten Sie die Anordnung in Abbildung 1.47 eines Schubkurbeltriebes. Die Lage des rechten Endes
kann als Funktion des Winkels w bestimmt werden. Als Koordinatenursprung verwenden wir den Mittel-
punkt der Kreisscheibe. Wir verwenden die Bezeichnungen.

r  Radius des Rades

l Linge des Verbindungsstabes

z  Abstand des Verbindungspunktes vom Ursprung
x,y Koordinaten von P

w  Winkel zwischen der z—Achse und der Verbindungsgeraden vom Ursprung zu P
Einfache geometrische Uberlegungen fiihren zu den Gleichungen
(z —rcosw)? + r?sin®w = 2
2?2 —2rzcosw +1r? =12

z=rcosw+ V12— r2sin®w =rcosw +Iy/1 — (})?sin’w

Nun konnen wir mit Mathematica z als Funktion von w aufzeichnen. Der Graph sollte mit einer ungestorten
cos—Kurve verglichen werden.

| Octave
1; % assure script file
function res = z(r,1,w)
res = r*cos(w) + sqgrt(l”2-r"2+sin(w)."2);
endfunction

w = linspace(0,4*pi); r =1; 1 = 3;
plot (w,z(r,1,w),’ ;wheel;’,w,rxcos(w)+1l,’;cos;")
| xlabel ("angle’); ylabel (’distance’); |

Im Graphen in Abbildung 1.48 wurde » = 1 und [ = 3 gewdhlt. Fiir diese Wahl von Daten ist die
Abweichung von einer cos—Kurve minimal. Reduzieren wir auf [ = 1.2, so wird der Unterschied deutlicher
(Abbildung 1.49).

| Octave
w = linspace(0,4xpi); r =1; 1 = 1.2;
plot (w,z(r,1,w),’ ;wheel;’,w, rxcos (w)
| xlabel ("angle’); ylabel (‘distance’); |

Es konnen auch Graphen von unrealistischen Situationen erzeugt werden, eine solche ist rechts in Ab-
bildung 1.49 gezeigt.

| Octave
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Abbildung 1.48: Schubkurbeltrieb mitr = 1 und [ = 3
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Abbildung 1.49: Schubkurbeltrieb mit r = 1 verschiedenen Werten von [
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w = linspace(0,4*pi); r =1; 1 = 1.001;
plot (w,z(r,1,w),’ ;wheel;’,w,r*xcos(w)+l,’;cos;")
| xlabel ("angle’); ylabel (‘distance’); |

Dreht das obige Rad mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w, so ist der Winkel gegeben durch
w = wt. Somit gilt fiir die Lage des am Gestinge befestigten Kolbens

2 (8) = r cos (wt) + 1 \/1 — (7)?sin? (wt)
und die entsprechende Beschleunigung ist

d2 9 d2 r 5 .2
a(t):@z(t):—rw cos(wt)—i—l@ 1—(7) sin® (wt)

Die entsprechenden Krifte auf die Umgebung sind proportional zur Beschleunigung. Deshalb sind die Am-
plituden der Oberschwingungen in dieser Funktion von praktischem Interesse. Es besteht die Moglichkeit
die Fourierkoeffizienten direkt zu bestimmen. Das fiihrt zu Integralen die nur numerisch zu berechnen sind.
Wir schlagen hier einen etwas anderen Weg ein und betrachten die Taylorentwicklung

Also gilt fiir

1 1 1
\/1 — A2 sin? (wt) =~ 1 — 5 M2 sin? (wt) — 3 M sin? (wt) — 6 A8 sin® (wt)
In den weiteren Rechnungen beriicksichtigen wir nur die ersten drei Terme und verwenden die trigonome-
trischen Identitéten.

2

1
sin® a = = (1 —cos (2a)) sint o = 3 (3 —4cos (2a) + cos (4a))

1
2
Das fiihrt zu

1 1 1 1
\/1 — A2 sin? (wt) =~ 1 — B 22 5 (1 — cos (2wt)) — 3 A 3 (3 — 4 cos (2wt) + cos (4wt))

oder auch
A2 3\ A2\ %
1 — A2 sin? ~l———— 4+ (—+ — 2wt) — — 4
\/ A? sin® (wt) 1 o +( 1 + 16) cos (2wt) o1 cos (4wt)

Die zweite Ableitung beziiglich ¢ dieses Ausdrucks ist gegeben durch

& \/1 A2 sin? (wt) 2)\2(1+)\2) (2wt) + 2 (4wt)

— — A\ sin® (wt) = —w —) cos (2w w”— cos (4w

dt? 4 4
Also gilt fiir die Beschleunigung

9 d? T . 9
a(t) = —rw’cos(wt)+1 §7e] 1-— (7)2 sin® (wt)

A2 A\
~ lw? (—)\ cos (wt) — A? (1 + Z) cos (2wt) + 7 oS (4wt))

Betrachten wir diesen Ausdruck als die ersten Terme einer Fourierreihe
a(t) =ay cos(wt)+ as cos (2wt) + +as cos (dwt) + ...

so gilt fiir A < 1
r a9
R
l al
Der folgende Octave—Code bestimmt die Beschleunigung a () als zweite Ableitung und zeichnet dann

die ersten 10 Terme des Fourierspektrums auf.

| Octave
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w = linspace(0,4%*pi,1024); r = 1; 1 = 3;
signal = diff(z(x,1,w),2);

spectrum = abs(fft(signal));

figure(2)

plot (0:9,spectrum(1:10)," x")

Abbildung 1.50: Fourier-Spektrum der Beschleunigung eines Kurbeltriebs

In einem Labor wiirden die Abtastwerte natiirlich nicht berechnet, sondern durch eine Messung be-
stimmt, um dann mittels FFT das Verhéltnis [ /r abzuschitzen. Im Spektrum kann auch abgelesen werden,
welcher Anteil von Kriften durch die (meist stérenden) Oberschwingungen iibertragen wird.

1.10.4 Klirrfaktor

Der Klirrfaktor'” ist ein Mass fiir den Oberschwingungsanteil eines Signal. Ubergibt man einem idealen
Verstirker ein Signal der Form sin(wt), so erwartet man A sin(wt + ) als Antwort. Bei realen Verstirkern
erhélt man aber ein Signal f(¢) mit der selben Periode und der Fourierentwicklung

Die Zahl &

heisst Klirrfaktor des Verstirkers und entspricht dem Anteil der Oberschwingungen am Gesamtsignal. Es
kann auch die Zahl

(o]

2 len]?

n=2
k =
|c1]

verwendet werden, fiir kleine Klirrfaktoren ist der Unterschied minimal.

1en francais:. facteur de distortion
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1-48 Beispiel : Als Beispiel untersuchen wir einen Verstirker, der nur Signale bis zu einer gewissen Am-
plitude verarbeiten kann. Fiir grossere Signale sei er in Sittigung. Als Eingangssignal wird eine reine Sinus—
Funktion verwendet. Die Fourierreihe dieser Funktion ist bestimmt durch a,, = 0, by = 1 und b,, = O fiir
n # 1. Der Klirrfaktor dieses Signals ist 0 . Diese Funktion wird nun oben und unten abgeschnitten. Die
Berechnung der Fourierkoeffizienten ist in Aufgabe 1-32 beschrieben. Fiir ungerade Funktionen (a,, = 0)
kann der Klirrfaktor kann auch mittels

> |bnf?
n=2

[
|b1]

berechnet werden.
* Wird die sin—Funktion bei + arcsin(sin(5 —0.3)) abgeschnitten, so ergeben sich die Koeffizienten b,
0.989, 0, 0.0104, 0, —0.00900, 0, 0.00708 , 0, —0.00497, ...

und somit ein Klirrfaktor von

. ~ V001042 4 0.0097
- 0.989

Der Graph der Funktion und das Amplitudenspektrum sind durch Figur 1.51 gegeben.

~ 0.0167436

1 1—
05 08
[ ()
E Sos
X
£ £ 04
057 02
1 o | S S S S
0 2 4 6 8 1

number of coefficient

Abbildung 1.51: Graph und Spektrum einer Funktion mit Klirrfaktor 0.017

* Wird die sin—Funktion bei + arcsin(sin(§ —0.5)) abgeschnitten, so ergeben sich die Koeffizienten b,
0.946 , 0, 0.0410, 0, —0.0259, 0, 0.0107, 0, —0.00009, ...

und somit ein Klirrfaktor von

. ~ V00410 +0.02597
- 0.946

Der Graph der Funktion und das Amplitudenspektrum sind durch Figur 1.52 gegeben.

~ 0.0525

* Wird die sin—Funktion bei + arcsin(sin(5 —0.8)) abgeschnitten, so ergeben sich die Koeffizienten b,
0.809, 0, 0.109, 0, —0.0192, 0, —0.0164, 0, —0.00597 , ...

und somit ein Klirrfaktor von

. V01097 +0.01922
- 0.809

Der Graph der Funktion und das Amplitudenspektrum sind durch Figur 1.53 gegeben.

~ 0.138

¢
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Abbildung 1.52: Graph und Spektrum einer Funktion mit Klirrfaktor 0.05
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Abbildung 1.53: Graph und Spektrum einer Funktion mit Klirrfaktor 0.138

1.10.5 DFT in two dimensions and a low pass image filter
Recap of 1D DFT

For a given vector f € R¥ in the time domain (f; = f(k Ax)) we compute the DFT coefficients i € CV
and reconstruct the original function by

1 N-1 N-1
- 2T
n:N § fke_lﬁnk and fk: E yne—HNnk
k=0 n=0

For real signale we have f € RY and the aliasing effect examined in Section 1.9.4 leads to ¥, = Yn_n

2D DFT

We take the 1D DFT and assume that the original function depends on two variables fy; = f(k At,l AT)
instead of f = f(k At). The basic idea is to use a 1D DFT for each value of the second variable, i.e. define
a new function a,, (i A7) as the Fourier coefficients of the original function f in the first direction

N-1

ZAT kale i%nk and ka:Zan(lAT)e—i_i%nk

n=0

This new function a,, (I A7) we represent as a DFT in the second direction

n(lLAT) Zynme

where the Fourier coefficients are given by

M-1
1
Ynom = Z an(lAT)e™ "~ ™! DFT in second direction
1=0
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1 M-1 1 N-1
2w 27
L (LT ) e
M N ’
=0 k=0

These are the 2D DFT coefficients. Now we combine the above formulas for to reconstruct the original
function

N-1 N—1 /M—1
2T o Com
Jeg = Z an(lAT) et N F = Z Z Y R ¥ 0k
n=0 n=0 m=0

Image filtering with a lowpass filter

Using FFT we can write an image as sum of periodic signal with different frequencies. Then we can filter
high or low frequencies. As an example we examine the image in Figure 1.55(a). First load the image,
convert it to a grayscale image and display the result.

| Octave
prkg load image
imfinfo ("Lenna. jpg")
im = imread("Lenna.jpg");
imG = rgb2gray(im); % convert to a grayscale image
figure(1l)
imshow (imG) % display the result

I |
Then we apply the two dimensional FFT with the help of the command ££t2 () and choose the number
of frequencies to keep by n=40 . This corresponds to a perfect low-pass filter. Due to the symmetries in
the FFT of real valued signals and images we have to keep the lowest n frequencies and the highest n — 1
frequencies and thus 4 blocks of the FFT of the image are copied into the FFT of the filtered image. This
algorithm is visualized in Figure 1.54. Observe that the code below uses block operations instead of multiple
loops. This is for speed reasons.

low high

low

fft2 filter ifft2

original image frequencies frequencies filtered image

Figure 1.54: Apply a low pass filter to an image, based on FFT

| Octave
imFFT = £ft2 (im2double (imG)) ;

o\

convert to floating numbers and apply FEFT

n = 40 % number of frequencies to keep

[nx,ny] = size (imFFT) % size of the image, and FFT

imFilter = zeros (nx,ny); % zero matrix

imFilter(l:n+1,1:n+1) += ImFFT(1l:n+1,1:n+l); % block top left

imFilter(l:n+l,ny-n+l:ny) += imFFT(l:n+l,ny-n+l:ny); % block top right

imFilter (nx—n+l:nx,1l:n+l) += imFFT(nx-n+l:nx,1l:n+l); % block bottom left
(

imFilter (nx—n+1l:nx,ny-n+l:ny) += imFFT (nx-—n+1:nx,ny-n+l:ny); % block bottom right

| |
Finally we apply the inverse FFT by 1 ££t2 () and keep the real part only. Then we display the filtered
image, as shown in Figure 1.55(b).

| Octave
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newIm = real (ifft2 (imFilter)); % apply inverse FFT
figure(2)
imshow (newIm) % display the filtered image

imwrite (newlIm,'LennaFiltered.png’); % save the filtered image

(a) original image (b) with low pass filter

Figure 1.55: Original image of Lenna, and with a lowpass filter by FFT

The four sections in the filtered FFT image, i.e. in the frequency space, in Figure 1.54 are not indepen-
dent. Only two off the blocks need to be stored. As example we consider rows and columns 2, 3, 479 and
480 of the DFT matrix generated by the 480 x 480 picture in Figure 1.55(a), separated by zeros. Observe
that the top left and bottom right section are conjugate complex, as are top right and bottom left. This is
caused by the aliasing examined in Section 1.9.4.

| Octave

disp(’compare the four corners of the FFT2 image’)

real part = real ([imFFT(2:3,2:3) [0;0] imFFT(2:3,ny-1l:ny);
0000 0;
imFFT (nx-1:nx,2:3) [0;0] imFFT(nx-1:nx,ny-1:ny)])

imaginary_part = imag([imFFT(2:3,2:3) [0;0] imFFT(2:3,ny-1:ny);
0000 0;
imFFT (nx-1:nx,2:3) [0;0] imFFT (nx-1:nx,ny-1l:ny)])

—-—>

compare the four corners of the FFT2 image

real_part =

-5.4738e+03 -3.8136e+03 0 -1.2282e+03 1.2203e+02

-9.4636e+02 2.3009e+03 0 -2.4954e+03 2.8289%+03
0 0 0 0 0
2.8289%+03 -2.4954e+03 0 2.3009+03 -9.4636e+02
1.2203e+02 -1.2282e+03 0 -3.8136e+03 -5.4738e+03

imaginary_part =
5.4842e+03 2.6081le+02
-4.6333e+02 -1.5687e+03

0 0
2.1084e+02 6.0580e+02 1.5687e+03 4.6333e+02

| -3.2594e+03 -1.540%e+03 -2.6081le+02 -5.4842e+03 |

This allows to reduce storage considerably. For the above 480 x 480 picture we kept 40 frequencies
in either direction. Thus we have to store 2 x (412 4 402) complex coefficients, i.e. 13’124 floating point
numbers. This has to be compared with the 4802 ~ 230’000 pixels informations for the original picture.

1.5409e+03 3.2594e+03
-6.0580e+02 -2.1084e+02

o O O O o
(@}
(@}
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1.11 Fourier Series and Boundary Value Problems

1.11.1 Fourier Sin Series of function f(z) = 1

We want to write a function f(z) for 0 < z < L as a sum or series of sin functions, such that the function
vanishes at # = 0 and x = L. Thus if we use sin(n T x) this property will be satisfied. Thus we need
constants b,, such that

flx) =~ Z by, sin(n % x)

Thus we use a Fourier Sin Series on the intervall [0, L] and the coefficients b,, are given by

L
by, = % /0 f(x) Sin(n%m) dz

As an example we consider the constant function f(z) = 1 and find

2 [k 2 —L L
b, = L/o 1sin(n%x)dmzzﬂ cos(n%x)‘o
-2 2 24 ifnisodd
= — (cos(nﬁL) — 1) =— (1-(-1)") = nm "
nm L nm 0 if n is even

Thus we find

4 1 1 1
1:% (sin(zw)—i—g sin(B%x)—&—g sin(5%x)+? sin(?Z:c)—i—...)

This purely mathematical results will now be used to examine solutions of heat and wave equations.

1.11.2 1D Static Heat Equation

To a beam of length L energy will be added along the beam, described by a function f(x) for 0 < z < L.
The temperature u(z) along the beam will satisfy the differential equation below. The endpoints are kept at
a fixed temperature u(0) = u(L) = 0.

—awu(:c) = f(z) for 0<z<L
u(0)=u(L) = 0

This boundary value problem can be solved for different types of functions f(x).

1. case: f(z) = sin(n 7 x) withn € N

Since % sin(n 7 r) = — ”QLQFZ sin(n 7 =) we find the solution
L? . 0
u(z) = g sin(n Zaj)

The boundary conditions u(0) = u(L) = 0 are satisfied.

2. case: f(z) = N b, sin(n Tx)

Using the previous result and superposition we find the solution
L? . m
u(zx) = Z bn, g sin(n T x)
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3. case: f(x) =1

‘We combine the results from the above sections to write down a solution formula.

ams L 33 L L 73 L

Find the results of an approximation with 6 nonzero contributions in Figure 1.56.

412 1 1 1
u(r) = — <sin(7T x) + = sin(3 l x)+ =3 sin(5 il x) + = sin(7 il x)+ .. >

14 w w w w 35

3t

257

2t

157

1t

0.5]

Figure 1.56: Fourier approximation of the function f(x) = 1 and a solution of the static heat equation

For the maximal temperature at the midpoint z = £ we obtain''
4 L* 1 1 1
w(L/2) = -3 (sin(g) + 3 sin(3 g) + 5 sin(5 7r) + =3 sin(7 721') +.. >
42 IS S 4L2097
- and 33 5 78 ~

and we see that a longer bar will be hotter at the center because of the factor L2,

Since
4L 1 1 1
u'(z) = s (cos(Zm) + 2 COS(?)%%‘) + = cos(5%:c) + - cos(?%x) +.. )

we find )

4L 1 1 1 4L m L
/

= —: 1 — —_— — = -
w(0) am? ( +32+ +72+ > an? 8 2«

and thus the slope and heat flux through the boundary increase linearly with respect to L. This can be
confirmed with a conservation of energy argument.

1.11.3 1D Dynamic Heat Equation

A beam of length L has a given initial temperature u(0, ) = f(x). We want to examine the temperature as
a function of time ¢. The partial differential equation to be solved is

d2
u(t,x) = aﬁu(x) for 0<z<L and t>0
x
u(t,0) =wu(t,L) = 0 for t>0
u(0,z) = f(x) for 0<z<L

This boundary value problem can be solved for different types of functions f(x).

""One can show that

ST S S
33 53 73 93 7 32

H\)—l
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1. case: f(z) = sin(n T x) withn € N

Since
T o Te) = - din(n )
——sin(n—x2) = -— sin(n —x
dx? L L2 L
d n2 2 n2 2 n2 w2
% exp(—oz L2 t) = —« 7 exp(—? t)
we find the solution
n? w2

The boundary conditions u(0) = u(L) = 0 and the initial condition u(t, z) = sin(n 7 x) are satisfied.

u(t,z) = exp(—«

2. case: f(x) = Zﬁle b, sin(n T )
Using the previous result and superposition we find the solution

n? 2

N
u(t,x) = Z by, exp(—a 7 t) sin(n % x)
n=1

Thus the solution consist of exponentially decaying components with exponents —a ”27;2

3. case: f(x) =1

‘We use the Fourier series

fl®) = u(0,2)=1= % <sin(7£x) + 3 sin(3—=z)+ - sin(b —x) + = sin(?%x) —i—)

4 1 2k +1)% 7
u(t,x) = — Z exp(—awt) sin((2k + 1)%x
™

L? )

As time ¢ gets larger the first contribution of this series will dominate and we find an approximate solution

71_2

7 t) sin(E x)

4
u(t,r) ~ — exp(—« T
s

Thus we conclude that for large L the solution converges to 0.

A solution using 6 nonzero contributions is shown in Figure 1.57. At the time slice ¢ = 0 along the back
edge the roughness of the approximation of the initial value u(0,z) = 1 is clearly visible. At time ¢ = 3
along the front edge the dominating contribution sin(7 x) is evident.

1.11.4 2D Static Heat Equation

If a rectangular plate (0 < xz < L, 0 < y < B) is uniformly heated and the boundary is kept at temperature
1 = 0 we have to solve the boundary value problem

0 u(z,y) N & u(z,y)
Ox? Oy?

= —1 for 0<z<L, 0<y<B (L.7)

v = 0 onboundary
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position x

Figure 1.57: Fourier approximation of a solution of the dynamic heat equation

using again the same Fourier Sin series twice we can write'”

1 = 1-1= ﬁism((%ﬂ)%”r) (A (@I D FY)
T 2k+1 = 20+ 1
16 ii sin((2k+1)Fz) sin((21+1)%y) = 16/72

: = Uk+1,21+1 (2, Y)
— 2k+1 20+1 — 2k+1)(21+1)

(]

Each of the functions uy, ;(x, y) satisfies the boundary conditions and it is an exercise in derivatives to verify
that

0? 2
smua@y) = —(kT) walay)
0? T\ 2
gy i@ y) = = (1) waley)
0? 0? 7 2 T\ 2
gz @)+ gy mawy) = —( (k) +(zB))uk,l<x,y>

= —Xpiug(z,y)

Thus the function uy,i(z,y) = sin (k T ) - sin (k 5 y) is an eigenfunction for the boundary value problem
(1.7) with eigenvalue \j, ; = (k: %)2 + (l %)2.

The above approximation with 6 nonzero terms in each variable (thus a total of 36 contributions) is
shown in Figure 1.58(a).

Now let o e , 16/

and we conclude

02 0?2 g )\k,l 16/71'2
@U(ﬂc,y) + Tygu(xay) = —ZZ Mt Zk+1)(21+1) ug(z,y) = —1

12We knowingly ignore possible convergence problems of this double series.
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(a) Fourier approximation of f(z,y) =1 (b) Fourier approximation of temperature

Figure 1.58: Fourier approximation of the function f(x,y) = 1 on a rectangle and the resulting temperature

This formula may be used to generate approximate solution of the static heat equation, as seen in Fig-
ure 1.58(b)

1.11.5 2D Dynamic Heat Equation

A rectangular plate (0 < z < L, 0 < y < B) has a given initial temperature u(0, x,y) = f(z,y) = 1. The
boundary is kept at temperature . = 0 and we have to solve the boundary value problem

0? 0?
u(t,r,y) = « < u(t,r,y) + 55 ult, x,y)) within rectangle

0x2 Oy
u(t,z,y) =u(t,z,y) = 0 on boundary
w(0,z,y) = f(x,y)=1 withinrectangle

This boundary value problem can be solved for different types of initial functions f(z,y). Using the previ-
ous results

T 2 T 2
Akl = (@k+ﬂ)z) +(@z+1)§)
16 sin((2k+1)Tx) sin((21+1)%y)
uk,l(way) = ;) 2k +1 . 21
0? o2
@uk,l(xvy)'f'@uk,l(%y) = =iy Uk,l(JU,y)
gtexp(—a)\mt) = —a) exp(—aXgt)

we verify that the function
exp(—a Ak t) - uk(z, y)
solves the above boundary value problem with initial condition f(x,y) = uj(x,y). Since

) N 16 /72 (.9)
= U2k+1,21+1(T, Y
— 2k+1)(20+1)

we find that
16 /72
(2k+1)(21+1

o o0
u(t,z,y) =Y Y exp(—aapi12141t)

) U2k+1,21+1 (30; Y)
k=0 1=0
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A I=1| 1=2| 1=3| 1=4| 1=5
k=1 14914 | 47813 | 10.2644 | 17.9407 | 27.8104
k=2 26758 | 5.9656 | 11.4487 | 19.1251 | 28.9947
k=3| 46497 | 7.9395 | 13.4227 | 21.0990 | 30.9686
k=4| 74132107030 | 16.1862 | 23.8625 | 33.7321
k=5 | 109662 | 14.2561 | 19.7392 | 27.4156 | 37.2852
k=6 | 153089 | 18.5987 | 24.0818 | 31.7582 | 41.6278
k=7 |204410 | 23.7309 | 29.2140 | 36.8904 | 46.7600

Table 1.2: Eigenvalues of —(% + %) on rectangular domain with L = 5and B = 3

is a solution of the boundary value problem with initial condition «(0, z, y) = 1. We observe again that the
solution consists of multiple components converging exponentially to 0. The exponents are determined by
the values of A;; shown in Table 1.2'3 for a rectangular plate with0 < 2 < L =5and 0 < y < B = 3.
The corresponding mode has the form

sin((2k +1) 7 @) - sin((20+ 1) 7 )

i.e. (2k+ 1) arcs of a sin function in x direction and (2 + 1) arcs of a sin function in y direction. The time
behavior is given by the exponential function e~ A2k+1,2141%,

1.11.6 Vibrating String
A horizontal string of length L has a given initial vertical displacement «(0, ) = f(x). We want to examine
the displacement as a function of time ¢. The partial differential equation to be solved is

2

) a@u(t,x) for 0<z<L and t>0
u(t,0) =wu(t,L) = 0 for ¢t>0

) = f(x)y=1 for 0<z<L

)

= 0 for O<z< L

where the constant « contains the physical information on density and horizontal tension. We quietly ignore
the fact that the initial condition is physically impossible.

1. case First examine the function f(z) = sin(n T x). Then we seek a solution of the form
. s
u(t, ) = h(t) - sin(n T x)

Verify that the boundary conditions u(t,0) = u(t, L) = 0 are satisfied and

0* . T nm\2 . T _ ™
~ 922 sm(nz x) = (T) sin(n Z:L‘) =\ sm(nzx)

. . . 2 L 2
Thus we may call sin(n T ) an eigenfunction of the operator —% with eigenvalue )\, = nQ%.

For the above partial differential equation we obtain
; 0?
iu(t,x) = « 952 U (t, )

"3The table contains all eigenvalues, but since the Fourier sin series of the function f(x) = 1 contains only the odd contribution,
only a part of the eigenvalues will be used to solve this steady state heat problem.
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h(t) - sin(n % x) = ahlt) (‘)8552 sin(n T x)
2
= —a n2ﬁ h(t) sin(n — x)
. 7'(2
h(t) = -« nQﬁ (t) = —a A, h(t)

This ordinary differential equation has the general solution
h(t) = A cos(v/aA,t) + B sin(v/a A, t)

Using the inital conditions u(0, ) = sin(n T =) and %(0,z) = 0 we find A = 1 and B = 0 and thus
have the solution

nT
—t

u(t,x) = cos(y/aApt) - sin(n % x) = cos(va 7 ) - sin(n % x)

2. case If f(x) = 1 we use the Fourier Sin series

4 Xsin((2k+1)F x)
f@) =1 = %Z 2k +1

k=0

4 LT 1 . T 1 . T 1 . T

= - (sm(Laz) + 3 sm(3z:z:) + 5 51n(5fx) + - sm(?za;) —i—)
and the above to find the solution
4 K1 QE+D7w . . m
u(t,x) = - sz%_lcos(\/aft) s1n((2k—i—1)zx)

1.11.7 Vibrating Membrane

A rectangular membrane (0 < x < L, 0 < y < B) has a given initial vertical displacement u(0, x,y) =
f(z,y) = 1. The boundary is kept fix at u = 0 and we have to solve the boundary value problem

u(t,x,y) = « (;; u(t,z,y) + 63;2 u(t, z, y)> within rectangle
u(t,x,y) = u(t,x,y) = 0 onboundary

u(0,z,y) = f(zr,y) =1 within rectangle

w(0,z,y) = 0 within rectangle

As in the previous example we first use eigenfunctions and eigenvalues.

Onm(z,y) = sin(n % x) - sin(m % x)
82 (z)n,m (a:, y) 82 ¢n,m(x7 y) 7T2 71'2

= )\nm ¢n,m(x7y)

and the eigenfunction u,, ,,, vanishes on the boundary of the rectangle, i.e. satisfies the boundary condition.
For an initial condition f(x,y) = ¢ m(z,y) we find the solution

u(t,z,y) = cos(y/aApmt) - dnm(x,y) = cos(y/a Ay mt) - sin(n % x) - sin(m % x)
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To examine the initial condition u(0, z,y) = 1 = f(x,y) we use the double Fourier series

4 S sin((2k+1)T 2) 4 sin((20+1)% y)
= (WZ 2k+1L ><7TZ 2l+1B >

k=0 1=0

B iiE sin((2k+1)T ) sin((21+1)Fy)
B 2 2k +1 2141

_ NN 16 1
= 2X2o 2k+1)(21+1) P(2k+1),(2141) (2, Y)

16 1
u(t,z,y) = 227 2k+1) 2+ cos(y /@ A2kt1),21+1) 1) * P2k+1),2141) (5 Y)

=0
> 16 cos( a)\(2k+1),(21+1) t) ] . ‘ -
27 2k+1)(20+1) 'Sln((2k+1)fﬂf)‘Sln((2l—|—1)§$)

2
T
Akt @) = (2k+ 1)? Iz +(21+1)*—;

We quietly ignored the fact that the initial condition is physically impossible. Find the occurring frequencies
in Table 1.2.
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1.12 Aufgaben

o Aufgabe 1-1:

Untersuchen Sie das statische Warmeleitungsprob-
lem

fiir/pour

—u'(z) = f()

(a) Erraten Sie die Losung fiir f(z) = sin(n z).

(b) Verwenden Sie die untenstehende Fourierreihe
um das Problem mit f(x) = x zu 16sen.

sin(2x)  sin(3x)

—7m < x<m undlet

Examiner le probleme de conduction de chaleur
statique suivant.

u(—m) =u(mr) =0

(a) Deviner la solution pour f(x) = sin(n z).

(b) Utiliser la série de Fourier ci—dessous pour trou-
ver la solution pour f(x) = =.
sin(5 x)

x =2 <Sin(x) - + 3

e Aufgabe 1-2:

sin(4 z) sin(6 z)
1 + 5 — 6 + ...

Betrachten Sie die Funktion g (z) = e¢® und f (z) = a2? + bz + c auf dem Intervall [0, 1]

(a) Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten der beiden Funktionen, abhéngig von den Parametern a, b

und c.

(b) Setzen Sie a = 0, d.h. es werden nur noch Geraden untersucht statt Parabeln. Wie sind die Parameter b
und c zu wihlen, sodass die beiden Funktionen moéglichst gut iibereinstimmen?
Die Rechnungen dieser Teilaufgabe sind etwas schwieriger.

o Aufgabe 1-3:

Gegeben sind zwei Funktionen

On a deux fonctions

20 20
f(z)= ZA" sin(nx) undlet g(z)= Z B, sin(mx) fir/jpour 0<zx <27
n=1 m=1

durch die Vektoren

données par les vecteurs

/_(: (Al,AQ, e Ago)tr und/et é = (Bl, B, ..., Bgo)tr

(a) Stellen Sie die Integrale auf um den Korrelation-
skoeffizienten C' dieser beiden Funktionen zu bes-
timmen.

(b) Finden Sie eine einfache Formel fiir C' als Funk-
tion der beiden Vektoren A und B. Hierzu sind die
Integrale der ersten Teilaufgabe auszurechnen.

e Aufgabe 1-4:

Unten sehen Sie die Graphen von vier Funktionen.
Somit gibt es insgesamt 6 Korrelationskoeffizien-
ten dieser Funktionen. Berechnen Sie alle 6 Koef-
fizienten exakt.

(a) Donner les intégrales pour calculer le coefficient
de corrélation C' de ces deux fonctions f et g.

(b) Trouver une formule simple pour C' comme
fonction des deux vecteurs A et B. Pour y arriver
calculer les intégrales en (a).

Ci—dessous trouver les graphes de quatre fonctions.
Donc il y a 6 coefficients de corrélation pour ces
fonctions. Calculer ces 6 coefficients d’une fagon
exacte.
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o Aufgabe 1-5:

Unten sehen Sie die Graphen von vier Funktionen.
Somit gibt es insgesamt 6 Korrelationskoeffizien-
ten dieser Funktionen. Entscheiden Sie welcher
Koeffizient der Grosste sein wird und berechnen
Sie ihn exakt.

o Aufgabe 1-6:

Examiner les coefficients de corrélation des fonc-
tions montrées ci—dessous. Les fonctions sont
définie sur I'intervalle —m < ¢t < 7.

(a) Trier par largeur les valeurs des coefficients de
corrélation Ky 4, Ky et K, . Tuyau: ne pas cal-
culer.

(b) Calculer le plus grand de ces coefficients.

Ci—dessous trouver les graphes de quatre fonctions.
Donc il y a 6 coefficients de corrélation pour ces
fonctions. Décider lequel sera le plus grand et cal-
culer la valeur exacte de ce coefficient.

Untersuchen Sie die Korrelationskoeffizienten der
untenstehenden Funktionen. Die Funktionen sind
auf dem Intervall —7m < ¢ < 7 definiert..

(a) Sortieren Sie die drei Korrelationskoeffizienten
Ky g, K¢ pund Ky p, der Grosse nach. Tipp: nicht
rechnen.

(b) Berechnen Sie den Grossten der drei Koeffizien-
ten.
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ft) = sin’() 1
g(t) = %ﬁ
h(t) = cos(t) o

o Aufgabe 1-7:

Untersuchen Sie die zwei Vektoren
0.21906

0.57836
0.78582

S

b

und den Vektor @ = (1, 1, 1)7

(a) Zeige, dass die zwei Vektoren 51 und 52 or-
thonormal sind.

(b) Finde den optimalen Wert des Parameters Aj,
sodass der Abstand von @ zu A1 by minimal wird.
Bestimme den Abstand.

(c) Finde die optimalen Werte der Parameter m und
s, sodass der Abstand von @ zu pq b1 + o bg min-
imal wird. Bestimme den Abstand.

o Aufgabe 1-8:

Untersuchen Sie die zwei Vektoren

X
by = | 0.57836
0.78582
und den Vektor @ = (1, 2, —1)T

(a) Bestimmen Sie z > 0 und z, sodass die beiden
Vektoren by und by orthonormal sind.

(b) Finde den optimalen Wert des Parameters \p,
sodass der Abstand von @ zu \; by minimal wird.
Bestimme den Abstand.

(c) Finde die optimalen Werte der Parameter M und
12, sodass der Abstand von @ zu p1q b1 + po bg min-
imal wird. Bestimme den Abstand.

e Aufgabe 1-9:

Untersuchen Sie die drei Vektoren

Examiner les deux vecteurs

0.84490
0.29038
—0.44925

By —

etle vecteur@ = (1, 1, 1)7

(a) Montrer que les deux vecteurs 51 et 52 sont or-
thonormales.

(b) Trouver la valeur optimale du parametre Aj,
telles que la distance entre @ et A1 b1 soit minimale.
Calculer la distance.

(c) Trouver les valeurs optimales des parametres 111
et o, tels que la distance entre @ et p1 by + o bo
soit minimale. Calculer la distance.

Examiner les deux vecteurs

0.84490
0.29038

z

by =

’

_1)T

(a) Trouver les Valeurs de x > 0 et z, tel que les
deux vecteurs b1 et bg sont orthonormales.

etle vecteura = (1, 2,

(b) Trouver la valeur optimale du parametre Aj,
telles que la distance entre @ et A1 by soit minimale.
Calculer la distance.

(c) Trouver les valeurs optimales des parametres 111
et uo, tels que la distance entre a@ et g by + o bo
soit minimale. Calculer la distance.

Examiner les trois vecteurs

0.21906 0.84490 0.48802
b= | 0.57836 , b= 029038 , by=| —0.76235
0.78582 —0.44925 0.42504
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und den Vektor @ = (1, 1, 1)T . Beachten Sie,
dass die Vektoren in der vorangehenden Aufgabe
verwendet wurden.

(a) Zeige dass die drei Vektoren l_); orthonormal
sind.

(b) Finde die optimalen Werte der Parameter pi1, po
und p3, sodass der Abstand von @ zu 41 by + o bo+
13 b3 minimal wird. Bestimme den Abstand.

o Aufgabe 1-10:

Untersuchen Sie die Funktion f(t) = ¢ auf dem
Intervall [0, 1] und die drei Funktionen b; (t) = ¢,
ba(t) = co cos(mt) und b3(t) = c3 cos(37t).

(a) Bestimmen Sie c¢q, co, c3, sodass [|b;(¢)]| = 1.
Zeigen Sie, dass die Funktionen b;(t) orthonormal
sind.

(b) Suchen Sie den Parameter \; € R, sodass die
Funktion A; b (¢) einen minimalen Abstand von
der Funktion f(t) auf dem Intervall [0, 1] hat.

(c) Suchen Sie die Parameter A\, Ao € R, sodass
die Funktion A b1(t) + A2 b2(t) einen minimalen
Abstand von der Funktion f(¢) auf dem Intervall
[0, 1] hat.

(d) Suchen Sie die Parameter A1, A2, A3 € R, sodass
die Funktion A by (t) 4+ Ao by (t) + A3 b3(t) mini-
malen Abstand von der Funktion f(¢) auf dem In-
tervall [0, 1] hat.

Diese Aufagbe verwendet Ideen von Beipiel 1-7,
siehe Seite 29.

o Aufgabe 1-11:

Untersuchen Sie die Funktion f(z) = 72

et le vecteur @ = (1, 1, 1)7 . Observer que les
vecteurs sont utilisés dans le probleme précédent.

(a) Montrer que les trois vecteurs 51 sont orthonor-
males.

(b) Trouver les valeurs optimales des parametres (i1,
1o et us, telles que la distance entre @ et uby +
w2 ba + s by soit minimale. Calculer la distance.

Examiner la fonction f(t) = ¢ sur l'intervalle
[0, 1] et les trois fonctions b1 (t) = c1, ba(t) =
co cos(mt) et bg(t) = c3 cos(37t).

(a) Trouver les valeurs de ci,co,c3, telles que
|bi(t)|| = 1. Montrer que les trois fonctions b;(t)
sont orthogonales.

(b) Trouver le parametre A\; € R, tel que la dis-
tance de la fonction A1 by (¢) de la fonction f(¢) sur
I'intervalle [0, 1] soit minimale.

(c) Trouver les parametres A1, Ao € R, tels que la
distance de la fonction Aj b1(t) + A2 ba(t) de la
fonction f(t) sur I'intervalle [0, 1] soit minimale.

(d) Trouver les parametres A1, A2, A3 € R, tels que
la distance de la fonction Aj by (t) + A2 ba(t) +
Az b3(t) de la fonction f(¢) sur I'intervalle [0, 1]
soit minimale.

Ce probleme utilise des idées de I’example 1-7,
voir page 29.

— 22 auf dem Intervall [0, 7r]. Diese Funktion ist durch andere

Funktionen g(x) zu approximieren, wobei der Approximationsfehler

[ 1@ =g 2
0

minimal sein soll. Die in dieser Aufgabe zu berechnenden Integrale kdnnen auch numerisch bestimmt

werden.

(a) Bestimmen Sie die Konstante B in der Funktion g(x) = B cos z, sodass der obige Ausdruck minimal

wird.

(b) Bestimmen Sie die Konstanten ko, k1 und k2 in g(x) = ko + k1 cos(z) + ko cos(2x), sodass der obige

Ausdruck minimal wird.

o Aufgabe 1-12:
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Examiner la fonction f(z) = z(1 — x) sur
Iintervalle [0,1]. Cette fonction doit étre ap-
proximée par une autre fonction g(z), tel que
Ierreur

/Olf(x)

soit minimal.

(a) Trouver la constante A dans la fonction g(z) =
A sin mx , telle que I’expression ci—dessus est min-
imal.

(b) Trouver les constantes ag, a; et by en g(x) =
ag + aj cos2mx + by sin27wx , telles que
I’expression ci—dessus est minimal.

Vous pouvez rendre des résultats numériques pour
les intégrales a calculer dans ce probleme.

e Aufgabe 1-13:
Der Graph der Funktion

f(x)z{ »

falls
falls

Untersuchen Sie die Funktion f(z) = z (1 — z)
auf dem Intervall [0, 1]. Diese Funktion ist durch
andere Funktionen g(x) zu approximieren, wobei
der Approximationsfehler

—g(x) |* da

minimal sein soll.

(a) Bestimmen Sie die Konstante A in der Funktion
g(z) = A sinmzx, sodass der obige Ausdruck min-
imal wird.

(b) Bestimmen Sie die Konstanten ag, a1 und by in
g(z) = ag + a1 cos 2wz + by sin 27z , sodass der
obige Ausdruck minimal wird.

Die in dieser Aufgabe zu berechnenden Integrale
konnen auch numerisch bestimmt werden.

0<zx<nm
—m<z<O0

ist zu zeichnen und dann periodisch fortzusetzen. Anschliessend kann die Fourierreihe der Funktion bes-

timmt werden.

o Aufgabe 1-14:

Ordnen Sie jeder der fiinf untenstehenden Funktio-
nen die zugehorige Fourier Reihe zu. Schreiben Sie
Ihr Resultat in die Tabelle.

Pour les cinq fonctions ci—dessous trouver la série
de Fourier. Mettre votre réponse dans le tableau.

Funktion / fonction

Reihe / série

F1 | Fourier Reihe von ()
F2 | Fourier Reihe von ()
F3 | Fourier Sinus Reihe von  f(x)
F4 | Fourier Reihe von f(zx)

()

F5 | Fourier Reihe von

Hier sind die Fourier Reihen:

SI: f(z) ~ 7§+Z(—1)“4cozgm)
n=1
$2 flz) ~ % bln((227:l—_11)7rx)
n=1
3 fz) ~ % Sln((22:_—11)$)
n=1

‘ 8 =cos((2n —1)7x)
S @)~ o3 nz::l (2n—1)?
S5 f(x) ~ Z(—l)”“a sin(n )
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e Aufgabe 1-15:

Untersuchen Sie die Fourier-Reihe der untenste-
henden Funktion f(¢).

Examiner la série de Fourier de la fonction f(t) ci—
dessous.

(a) Finden Sie die exakten Formeln fiir die Koef-
fizienten a,, und b,, in moglichst einfacher Form.

(b) Finden Sie die Fourierreihe der Funktion.

(c) Die Funktion f(t) = 1I(t) steht fiir einen
Strom durch einen Widerstand R und somit ist
die wihrend einer Periode T erzeugte Energie Ej
gegeben durch das untenstehende Integral. Welcher
prozentuale Anteil dieser Energie wird durch den
harmonischen Schwingungsanteil mit der Grund-
frequenz erzeugt?

Y

(a) Trouver des formules exactes pour les coeffi-
cients a, et b, sous la forme la plus simple pos-
sible.

(b) Donner la série de Fourier de cette fonction.

(c) La fonction f(t) = I(t) représente un courant
a travers une résistance R est donc I’énergie Ej
générée pendant une période T est donnée par
I’intégrale ci—dessous. Quel pourcentage de cette
énergie est produit par la contribution harmonique
de la fréquence de base?

T 3
Eoz/ RI(t)th:/ R1dt=3R
0 0

o Aufgabe 1-16:

On donne la
période 2

fonction périodique de

(a) Calculer la série de Fourier de f . Calculer d’une
facon exacte.
Indication: Noter que f”(t) = f(t) . Effectuer
deux intégrations par parties. Pas besoin de cal-

T =T
culer la valeur ap = “5=

(b) Trouver les valeurs numériques de a3 et bi3 .

(c) Utiliser la série de Fourier ci—dessus pour
déterminer la valeur de s .

n=

e Aufgabe 1-17:

Gegeben sei die 2 m-periodische Funktion

—nr<t<m

(a) Berechnen Sie die Fourier Reihe von f . Rech-
nen Sie exakt.
Hinweis: Beachten Sie, dass f”(t) = f(t). Integri-
eren Sie zweimal partiell. Der Wert ag =
ist nicht zu berechnen.

(b) Bestimmen Sie die numerischen Werte von a3
und b13 .

(c) Verwenden Sie die obige Fourierreihe um den
Wert von s zu bestimmen.

(="

+n?

—_
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Untersuchen Sie die Funktion f(z) = cos(x) auf
dem Intervall 0 < z < 7.
(a) Bestimmen Sie die Fourier Sinus-Reihe. Die
Rechnungen sind zu zeigen.

(b) Skizzieren Sie den Graphen der obigen Approx-
imation durch 2 Terme (von Null verschieden) auf
dem Intervall —2 < z < 6.

(c) Skizzieren Sie den Graphen der obigen Approx-
imation durch 20 Terme auf dem Intervall —2 <
T < 6.

e Aufgabe 1-18:

Untersuchen Sie die Funktion f(z) = sin(z) auf
dem Intervall 0 < z < 7.

(a) Bestimmen Sie die Fourier Reihe. Die Rechnun-
gen sind zu zeigen.

(b) Bestimmen Sie die Fourier—Sinus Reihe. Die

Rechnungen sind zu zeigen.

(c) Bestimmen Sie die Fourier—Cosinus Reihe. Die
Rechnungen sind zu zeigen.

Tipp: zuerst zeichnen, dann rechnen.

e Aufgabe 1-19:

Untersuchen Sie die Fourier—Reihe der unten ste-
henden Funktion

Examiner la fonction f(x) = cos(z) sur I'inter-
valle 0 < z < 7.

(a) Donner la série de Fourier Sinus. Montrer les
calculs.

(b) Esquisser le graphe de I’approximation der
Fourier Sinus avec 2 termes (différentes de zéro)
sur I’intervalle —2 < x < 6.

(c) Esquisser le graphe de 1’approximation der
Fourier Sinus avec 20 termes sur ’intervalle —2 <
T < 6.

Examiner la fonction f(x) = sin(z) sur I’intervalle
0<x<m.

(a) Donner la série de Fourier. Montrer les calculs.

(b) Donner la série de Fourier Sinus. Montrer les
calculs.

(c) Donner la série de Fourier Cosinus. Montrer les
calculs.

Tip: d’abord esquisser, puis calculer.

Examiner la série de Fourier de la fonction ci—
dessous.

(a) Finden Sie die exakten Formeln fiir die Koef-
fizienten a,, und b,, in moglichst einfacher Form.

(b) Bestimmen Sie ag, a17 und b7 exakt.

o Aufgabe 1-20:

Untersuchen Sie die Fourier Reihe der Funktion

0 fiir
1) _{ 1—|t|  fir

1<|t| <4
It <1

Der Graph dieser Funktion ist rechts dargestellt.

(a) Trouver des formules exactes pour les coeffi-
cients a,, et b, dans la forme la plus simple.

(b) Calculer ag, a7 et by7 d’une fagon exacte.

=

o

)
— |
/

Signal f(t)
o
(2]
\
[

o
N

—

/

o
)

—~

/

o

A
N
o
N
IN
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(a) Bestimmen Sie die exakten Resultate fiir die Koeffizienten a,, und b,,. Das Resultat ist so weit wie

moglich zu vereinfachen.

(b) Schreiben Sie die ersten vier von Null verschiedenen Terme an. Hier geniigt es vier signifikante Stellen

fiir die Koeffizienten zu verwenden.

(c) Bestimmen Sie den komplexen Koeffizienten c5 exakt und den numerischen Wert mit 4 signifikanten

Stellen.

o Aufgabe 1-21:

Die rechtsstehende Funktion hat eine Periode von T' = 6.

(a) Bestimmen Sie die Integrale fiir die reellen Fourierkoef-
fizienten a,, und b,, der Funktion fiir n € N. Berechnen Sie

ag und bg.

(b) Bestimmen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten cg und 15 / \

c_g der Funktion.

(c) Die Funktion wird verschoben, sodass die Spitze neu bei 0s
t = —2 liegt. Bestimmen Sie die komplexen Fourierkoef- 0

fizienten ¢9 und ¢_g der verschobenen Funktion.
o Aufgabe 1-22:

Untersuchen Sie die Fourier Reihe der rechtsste-
henden Funktion f(t).

f(t) = max{cos(t), 0}

Examiner la série de Fourier de la fonction f(t) qui
est donnée par le graphe a droite.

(a) Schreiben Sie die Integrale an fiir die Fourierko-
effizienten a,, und b,,.

(b) Bestimmen Sie die exakten Werte von ag, a1
und b,,.

(c) Bestimmen Sie den Wert von ag numerisch.

(d) Bestimmen Sie die Fourier—Reihe der Funktion.
Mindestens die ersten vier, von Null verschiedenen
Terme sind anzugeben.

o Aufgabe 1-23:

Untersuchen Sie die Fourier—Sinus Reihe der
rechtsstehenden Funktion f(¢) auf dem Intervall
0, 2m).

f(t) = max{sin(¢), 0}

Examiner la série de Fourier—Sinus la fonction f(t)
sur I'intervalle (0, 2 7). Trouver le graphe a droite.

]

0.6

BRI R T
TR

(a) Donner les intégrales pour les coefficients de
Fourier a,, et b,,.

(b) Déterminer les valeurs exactes de ag, a1 et b,.
(c) Déterminer la valeur numérique de ag .

(d) Donner la série de Fourier de la fonction. Don-
ner au moins quatre termes, différents de zéro.

NV
SVAREE
[

0.2
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(a) Schreiben Sie die Integrale an fiir die Koeffizien-
ten b,,.

(b) Bestimmen Sie die exakten Werte von b,,.

(c) Bestimmen Sie die Fourier—Sinus Reihe der
Funktion. Mindestens die ersten vier von Null ver-
schiedenen Terme sind anzugeben.

o Aufgabe 1-24:

Unten sehen Sie den Graphen der Funktion f(¢) auf
dem Intervall (-2, 2).

(a) Schreiben Sie das Integral fiir den Koeffizienten
b, der Fourier Reihe dieser Funktion an. Berech-
nen Sie das Integral.

(b) Schreiben Sie das Integral fiir den Koeffizien-
ten ¢, der komplexen Fourier Reihe dieser Funk-
tion an. Berechnen Sie das Integral.

(c¢) Berechnen Sie die exakten Werte von cg, cg, ag
und ag.

Verwenden Sie den Taschenrechner.

o Aufgabe 1-25:

Eine Funktion f(¢) ist zu untersuchen auf dem In-
tervall (0,2). Unten sehen Sie den Graphen der
Funktion.

(a) Schreiben Sie das Integral fiir den Koeffizienten
b,, der Fourier—Sinus Reihe dieser Funktion an.

(b) Schreiben Sie das Integral fiir den Koeffizienten
ay, der Fourier—Cosinus Reihe dieser Funktion an.

(c) Schreiben Sie das Integral fiir den Koeffizienten
¢, der komplexen Fourier Reihe dieser Funktion
an.

(d) Berechnen Sie c13

(a) Donner les intégrales pour les coefficients b,,.
(b) Déterminer les valeurs exactes de b,,.

(¢) Donner la série de Fourier—Sinus de la fonction.
Donner au moins quatre termes, differents de zéro.

Ci—dessous trouver le graphe de la fonction f(t)
sur I'intervalle (—2, 2).

(a) Donner I’intégrale pour le coefficient b,, de la
série de Fourier de cette fonction. Calculer cette
intégrale.

(b) Donner I'intégrale pour le coefficient c,, de la
série complexe Fourier de cette fonction. Calculer
cette intégrale.

(c) Calculer cg, cg, ag et ag d’une fagcon exacte.
Utiliser la calculatrice.

tf()

14+

| ] >

T T

-2

Examiner une fonction f(¢) sur I’intervalle (0, 2).
Ci—dessous trouver le graphe de cette fonction.

(a) Donner I’intégrale pour le coefficient b,, de la
série de sinus Fourier de cette fonction.

(b) Donner I’intégrale pour le coefficient a,, de la
série de cosinus Fourier de cette fonction.

(c) Donner I’intégrale pour le coefficient c,, de la
série complexe Fourier de cette fonction.

(d) Calculer cy3
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o Aufgabe 1-26:

Unten sehen Sie den Graphen der Funktion f(¢) auf
dem Intervall (—3, 3). Die Funktion ist periodisch
mit Periode 6.

(a) Geben Sie moglichst einfache Formeln an um
die Koeffizienten a,, und b,, der Fourier Reihe
dieser Funktion zu berechnen.

(b) Bestimmen Sie ay4, bs und ¢4 moglichst effizient.

(c) Die neue Funktion g(t) = % f(t) ist stiick-
weise stetig mit Periode 6. Bestimmen Sie den
komplexen Fourierkoeffizienten ¢4 der Fourierrei-
hen von g(t) moglichst effizient.

0.8

0.6

0.4

0.2

Le graphe de la fonction f(¢) sur l’intervalle
(—3,3) est montré ci—dessous. La fonction est
périodique de période 6 .

(a) Donner des formules les plus simples possibles
pour calculer les coefficients de Fourier a,, et b,, de
cette fonction.

(b) Trouver les valeurs de ay4, by et ¢4 d’une fagon
efficace.

(c) Lanouvelle fonction g(t) = 4 f(t) est continue
par morceau de période 6 . Déterminer le coeffi-
cient de Fourier ¢4 de cette fonction d’une facon
efficace.

1
0.5
- -2 -1 1 2 3
-0.5
-1
o Aufgabe 1-27:
Die Fourierreihe der rechtsstehenden 2—periodischen Funktion f(x) ist ‘
gegeben durch \ / \ / \
La série de Fourier de la fonction a droite est donnée par ° \ / \ / \
(@) 32 o= cos((2k + 1)z 7) .
xT)=—
2 — (2k +1)2

(a) Finden Sie die komplexen Koeffizienten c7, cg
und CcC_17.

(b) Finden Sie die Fourierreihe der unten links ste-
henden Funktion g(z).

(c) Finden Sie die Fourierreihe der unten rechtsste-
henden Funktion h(x).

(a) Trouver les coefficients c7, cg et ¢c_17 de la série
de Fourier complexe.

(b) Trouver la série de Fourier de la fonction g(z)
ci—dessous a gauche.

(c) Trouver la série de Fourier de la fonction h(z)
ci—dessous a droite.
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o Aufgabe 1-28:

Bestimmen Sie die Fourierreihe der Funktion
f(t) = sin(t/2) auf dem Intervall [—m, 7]. Ver-
wenden Sie

DN | =

sinq - sin f =

(a) Bestimmen Sie die Koeffizienten a,, und b,, ex-
akt, soweit moglich.

(b) Berechnen Sie die Werte von a7 und b7.

(c) Skizzieren Sie den Graphen der Fourierapproxi-
mation mit 50 Termen auf dem Intervall [—5, 6].
o Aufgabe 1-29:

Die Fourier-Sin-Reihe der Funktion f(¢) = 1 auf
dem Intervall (0, ) ist gegeben durch

Examiner la série de Fourier de la fonction f(t) =
sin(t/2) sur I'intervalle [—7 , 7]. Utiliser

(cos(a — ) — cos(a + 3))

(a) Déterminer les coefficients a,, et b,, d’'une facon
exacte, si possible.

(b) Trouver les valeurs de ar; et by.

(c) Esquisser le graphe de I’approximation de
Fourier avec 50 termes sur 'intervalle [—5, 6].

La série sinus de Fourier de la fonction f(t) = 1
sur I’intervalle (0, ) est donnée par

£ () ~ % <sin1(t) N sini(;%t) N siné5 t)

(a) Skizzieren Sie die Approximation durch die er-
sten 10 Terme auf dem Intervall [—5, 10].

(b) Geben Sie die Fourier-Sinus Reihe der Funktion
g(t) = 5 auf dem Intervall (0, 2) an.

(c) Geben Sie die Fourier Reihe der untenstehenden
Funktion A(t) an.

Tip: denken, nicht rechnen.

o Aufgabe 1-30:
Untersuchen Sie die Funktion

auf

sin (7¢) 4 sin((2k+ 1))
T +> _“kzzo 2k +1

(a) Esquisser I’approximation par les premiers 10
termes de la série sur I'intervalle [-5, 10].

(b) Donner la série sinus de Fourier de la fonction
g(t) = 5 sur Iintervalle (0, 2) .

(c) Donner la série de Fourier de la fonction h(t)
ci—dessous.

Tip: réfléchir, ne pas calculer.

10

RN
[\ )

—rT<t<m
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(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe der Funktion f ().

(b) Bestimmen Sie die Fourierreihe der Ableitung f’ (¢).

(c) Bestimmen Sie die Fourierreihe der zweiten Ableitung f” ().

(d) Verifizieren Sie, dass die Fourierreihe der Ableitungen mit den Ableitungen der Fourierreihe iiberein-

stimmen.

(e) Wieso ist die obige Eigenschaft falsch bei ¢t = +7?

o Aufgabe 1-31:

Betrachten Sie die 2m—periodische Fortsetzung der
Funktion

0
fa) = { sin (2)

(a) Skizzieren Sie f(x) und die 20. Fourierapproxi-
mation fao(z) fir —4 < z < 10.

(b) Schreiben Sie die Integrale an um a,, und b, zu
berechnen.

(c) Berechnen Sie ag und ar.

o Aufgabe 1-32:

Fiir eine Konstante h = sin(n/2 — d) wird die
Sinusfunktion oben und unten auf dieser Hohe
abgeschnitten. Es ergibt sich eine neue Funktion
f(t) . Die Situation fiir d = 0.5 ist unten gezeigt.

falls/pour
falls/pour

Regarder I’extension 2m—périodique de la fonction

—rm<z<0
O<zx<m

(a) Dessiner la fonction f(z) et I’approximation de
Fourier fao(z) pour —4 < x < 10.
(b) Trouver les intégrales pour calculer a,, et by,.

(c) Calculer ag et a7.

Pour une constante h = sin(7/2 — d), on coupe le
graphe de la fonction sin ¢ en haut et en bas a cette
hauteur. On obtient une nouvelle fonction f(¢). La
situation d = 0.5 est montrée ci—dessous.

1

amplitude

Untersuche die Fourierreihe dieser Funktion f(¢).
(a) Berechnen Sie die Werte von a,, exakt.
(b) Geben Sie das Integral an um b,, zu berechnen.

(c) Bestimmen Sie die b7 und ¢7 numerisch fiir d =
0.5.

(d) Zeige mit Hilfe von Symmetrie, dass by = 0.

o Aufgabe 1-33:

Examiner la série de Fourier de cette fonction f ().
(a) Trouver les valeurs de a,, exactes.
(b) Donner une intégrale pour déterminer b,,.

(c) Trouver les valeurs de b3 et c3 numériquement
pourd = 0.5.

(d) A I’aide d’une symétrie, vérifier que by = 0 .
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Fiir eine Konstante h = cos(d) wird die Cos- Pour une constante h = cos(d) on coupe le graphe
inusfunktion oben und unten auf dieser Hohe de la fonction cos ¢ en haut et en bas sur cette hau-
abgeschnitten. Es ergibt sich eine neue Funktion teur. On obtiens une nouvelle fonction f(¢). La
f(t) . Die Situation fiir d = 0.6 (cos(0.6) ~ 0.83) situation d = 0.6 (cos(0.6) ~ 0.83) est montrée
ist unten gezeigt. ci—dessous.

RV

v .l

-3 -2 -1 0 1 2 3
Untersuche die Fourierreihe dieser Funktion f(¢). Examiner la série de Fourier de cette fonction f(t).
(a) Berechnen Sie die Werte von b,, und ag exakt. (a) Trouver les valeurs exactes de b,, et ag.

(b) Geben Sie das Integral an, um a,, zu berechnen.  (b) Donner une intégrale pour déterminer a,,.

(c) Bestimmen Sie die a7 und ¢y numerisch fiird =  (c¢) Trouver les valeurs de a; et ¢; numériquement
0.6. pourd = 0.6 .
(d) Zeige mit Hilfe von Symmetrie, dass ao = 0. (d) Vérifier, a I’aide d’une symétrie que ag = 0 .

o Aufgabe 1-34:

Eine Funktion auf dem Intervall [0, 3] ist gegeben durch die untenstehenden Graphen. Es gilt f (¢) =
2 2

5(t—3)%

(a) Skizzieren Sie die Approximation durch eine Fourierreihe mit 10 Termen.

y

2

w

(b) Skizzieren Sie die Approximation durch eine Fourier—Sinus—Reihe mit 10 Termen.
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w

(c) Skizzieren Sie die Approximation durch eine Fourier—Cosinus—Reihe mit 10 Termen.

w

(d) Finden Sie den Koeffizienten ¢y Fourierreihe.

e Aufgabe 1-35:

Eine Funktion auf dem Intervall [0, 2] ist gegeben =~ Une fonction sur I’intervalle [0, 2] est donnée par
durch die untenstehenden Graphen. Es gilt f (t) = les graphes ci—dessous. On sait que f(t) = 1 —
1—-0.45t. 0.45¢.

(a) Skizzieren Sie die Approximation durch eine Fourierreihe mit 10 Termen.
Dessiner 1’approximation par une série de Fourier avec 10 termes.
y

N

(b) Skizzieren Sie die Approximation durch eine Fourier—Sinus—Reihe mit 10 Termen.
Dessiner 1’approximation par une série de Fourier-Sinus avec 10 termes.
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e

(c) Skizzieren Sie die Approximation durch eine Fourier—Cosinus—Reihe mit 10 Termen.
Dessiner 1’approximation par une série de Fourier-Cosinus avec 10 termes.
A

e

(d) Finden Sie den Koeffizienten cy der Fourierreihe. (ohne lange Rechnung!)
Trouver le coefficient ¢y de la série de Fourier. (sans calcul long!)

e Aufgabe 1-36:
Untersuchen Sie die Funktion

f(z) == fiir/pour

(a) Geben Sie das Integral an, um den Koeffizienten
¢, der komplexen Fourierreihe zu bestimmen.

(b) Berechnen Sie das obige c,,.

(c) Bestimmen Sie dann die Fourier—Sinus—Reihe
der obigen Funktion.

(d) Bestimmen Sie die Fourierreihe der Funktion
g(z) = % 2% auf dem Intervall [—2,2] mit Hilfe
der obigen Resultate.

o Aufgabe 1-37:

Examiner la fonction

0<r<2

(a) Trouver I'intégrale pour le coefficient ¢, de la
série de Fourier complexe de la fonction ci—dessus.

(b) Calculer la valeur de c,,.

(c) Trouver la série de Fourier—Sinus de la fonction
ci—dessus.

(d) Trouver la série de Fourier de la fonction
g(z) = 322 sur I'intervalle [—2,2] a I'aide des

résultats au—dessus.

Die Fourierreihe jeder reellen, 2m-periodischen Funktion ist gegeben durch.

—+o00

ft)=co+2 Rez cpetint

n=1

Zu jedem der untenstehenden Amplitudenspektren S; (|c,,| als Funktion von n) gehdren eine oder mehrere

der Funktionen F}.
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0.6 s1 0.6 S2 0.6 S3
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 T
0 le o o o 0 o—2 o o o—o—=o
n 0 2 4 0 2 4

Es kann in der untenstehenden Figur Funktionen F; haben, deren Spektrum nicht gezeigt ist. Zu bestimmen

sind alle passenden Paare.

2 2 2 2
F1 F2 F3 F4
' N VAVAVAY/ I '
0 0 0 0
-1 -1 -1 -1
0 T 27 0 s T 0 s 27 0 T 27
2 2 2 2
F5 F6 F7 F8
1 1 M 1 1
0 0 0 0
FIVAVAVAVA RS . B
0 T 27 0 T 2 0 T 27 0 T 2w

o Aufgabe 1-38:

Das Bundesamt fiir Umwelt misst die Temperatur
der Aare bei Briigg alle 10 Minuten. Fiir den Monat
August 2013 erhélt man die untenstehende Graphik
mit 4464 Messpunkten. Mit Hilfe einer Fourier-
analyse konnen die Schwankungen innerhalb eines
Tages untersucht werden.

(a) Welcher komplexe Fourierkoeffizient c¢,, enthélt
die Information iiber die Schwankungen mit einer
Periode von 24 h ? Zeigen Sie wie n zu bestimmen
ist.

(b) Bei korrekt gewihltem n erhilt man ¢, =
—0.016118 + ¢0.127044. Zeichnen Sie mit dieser
Information den Graphen der Schwankungen mit
Periode 24 h fiir die Zeiten 0 < ¢t < 24 h.

(c) Zu welcher Tageszeit wird die Maximaltemper-
atur erreicht?

Diese Aufabe ist dhnlich zu Beispiel 43.

Loffice fédéral de I’environnement mesure la
température de 1’Aare chez Briigg toutes les
10 minutes. Pour le mois d’aofit 2013 on obtient le
graphique ci—dessous avec 4464 points de mesure.
A T’aide d’une analyse de Fourier on examine les
oscillations dans une journée.

(a) Quel coefficient de Fourier complexe c,, contient
I’'information pour les oscillations avec une période
de 24 h ? Montrer comment déterminer la valeur
de n.

(b) Pour la bonne valeur de n on obtient ¢, =
—0.0161184-70.127044. Utiliser cette information
pour esquisser les oscillations avec période 24 h
pourlestemps 0 <t <24 h.

(¢c) A quelle heure du jour observe-t-on la tempé-
rature maximale ?

Ce probleme est similaire a I’exemple 43.
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N N N N
o = N w

Temperature

=
©

=
(o]

200

o

e Aufgabe 1-39:

400 600
time [h]

Das Bundesamt fiir Meteorologie und Klimatologie (MeteoSchweiz) erfasst seit 1864 die monatliche Durch-
schnittstemperatur an verschiedenen Orten in der Schweiz, z.B. in Zollikofen. Somit hat man fiir die 152
vollstandigen Jahre 1864-2015 genau N = 12 - 152 = 1824 Datenpunkte. Mit Hilfe einer Fourierreihe
konnen die jahrlichen Schwankungen untersucht werden.

(a) Welcher komplexe Fourierkoeffizient c,, enthélt die Information iiber die Schwankungen mit einer Peri-
ode von einem Jahr. Zeigen Sie wie n zu bestimmen ist.

(b) Bei korrekt gewihltem n erhélt man ¢, = —4.66386 + ¢ 0.12835 . Zeichnen Sie mit dieser Information
den Graphen der Schwankungen mit Periode 1 Jahr fiir die Zeiten 0 < ¢ < 360 Tage . Arbeiten Sie mit 12

Monaten zu je 30 Tagen.

(c) An welchen Tagen ist typischerweise die hochste Temperatur zu erwarten?

Diese Aufabe ist dhnlich zu Beispiel 43.

o Aufgabe 1-40:

Der Strom durch einen Widerstand R ist gegeben
durch die Funktion I(¢) = | cost| — 2. Die Span-
nung ist U(¢) = R-1(t) und die Momentanleistung
ist P(t) =U(t) - I(t).

2
I(t) = - =
(1) = [eos(t)] 2
*\" 13 35 57
i —1)"*t1 4 cos(2nt)
T(2n—1)(2n+1)

4<c052t cos 4t cosGt_”.> AR/ /

Le courant I(t) = |cost| — 2 passe dans une
résistance R. La tension est donnée par U(t) =
R - I(t) et la puissance instantanée est donnée par

Pt)=U(®) - I(t).

0.4

/N /N

current I(t)
o
~—
/
—

w A
VooV

-0.6

-0.8
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(a) Bestimmen Sie die Periode 7" und die kom- (a) Trouver la période T et les coefficients de
plexen Fourierkoeffizienten ¢, von I(t). Schreiben ~ Fourier complexes ¢, de I(t). Donner la série de
Sie die komplexe Fourierreihe von () an. Fourier complexe pour I(t) .

(b) Stellen Sie ein Integral auf, um die geleistete Ar-  (b) Donner I’intégrale pour calculer le travail total

beit A iiber eine Periode zu bestimmen. Bestimmen A pendant une période. Puis calculer la valeur de
Sie anschliessend den Wert des Integrales. Es sind cette intégrale. Utiliser les trois premiers termes de
die ersten 3 Terme der reellen Fourierreihe zu ver- la série de Fourier réelle.

wenden.

o Aufgabe 1-41:
An einem Widerstand R wird eine Spannung U(t) gemessen. Es handelt sich um eine 4—periodische
Sagezahnspannung, deren Fourierreihe gegeben ist durch

2 (sin(lwt) sin(2wt) sin(Bwt) sin(dwt) sin(bwt) sin(6wt)
U(t) W( 1 5 + 3 1 + 5 5 +...

wobei w = 5. Strom und Leistung an diesem Widerstand werden mit den Grundformeln U = R I und
P = U I bestimmt.

(a) Stellen Sie ein Integral auf, um die geleistete Arbeit A tiber
eine Periode der Linge 4 zu bestimmen. Bestimmen Sie an-
schliessend den Wert des Integrals.

0.5

(b) Berechnen Sie die geleistete Arbeit, falls in der obigen
Fourierreihe nur die ersten vier Terme beriicksichtigt werden.
Wie gross ist der prozentuale Fehler durch das Weglassen der 05
weiteren Terme? 4

2

Tip: es gilt Y 00 & = =
o Aufgabe 1-42:

Ein Hochpass—Filter ist gegeben durch die ¢ ¢
nebenstehende Figur und die Gleichung C
u Y
d y
C—(u—-y) =5
i Y=g R
Cette équation et la figure de droite corre-
spondent a un filtre électronique passe—haut. | | 1
Die Eingangsspannung u (t) ist gegeben durch den Graphen.
La tension d’entrée u (¢) est donnée par le graphe ci—dessous.

NV
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(a) Finden Sie die Fourierreihen von u (¢) und % ().
Trouver la série de Fourier pour u (t) et u ().

(b) Bestimmen Sie die Fourierreihe der Ausgangsspannung y ().
Trouver la série de Fourier pour la tension de sortie y (¢).

o Aufgabe 1-43:

Die Fourierreihe der Funktion f(¢) = |sint| ist
gegeben durch

2 4 (cos?2t cos4t cos 6t

f) o~ 2=
) s 7T<1‘3 39 5.7
2 o €2ikt
T r 1K2 =1
k=—0o0

Der Graph der Funktion A(t) ist rechts gezeigt.

1
h(t) = 5 (sint + |sint )

A droite trouver le graphe de la fonction A(t).

(a) Bestimmen Sie die komplexe Fourierreihe der
Funktion g(t) = | cost|.

(b) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe der Funk-
tion h(t).

(c) Bestimmen Sie die komplexe Fourierreihe der
untenstehenden Funktion u(t).

o Aufgabe 1-44:

+ ) JANTA /\

La série de Fourier de la fonction f(t) = |sint | est
donnée par

0.6

0.4

Ty v v

vl |/ [
Jo{ I TR N
b IV

R

(a) Trouver la série de Fourier complexe de la fonc-
tion g(t) = | cost|.

(b) Trouver la série de Fourier réelle de la fonction
h(t).

(c) Trouver la série de Fourier complexe de la fonc-
tion u(t) ci—dessous.

N . |
S

W/ \J
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Die Fourierreihe der Funktion u;,(t) = |sint|ist  La série de Fourier de la fonction u;, (t) = |sint |
gegeben durch est donnée par
) 2 4 (cos2t n cos 4t n cos 6t n
u; ~ === .
" T 7\ 13 3.5 5.7 )

9 oo 62ik‘t
T 4k2 -1
k

=—00

Fiir eine (idealisierte) Operationsverstirkerschal-
tung und komplexe Eingangsignale der Form
uin(t) = €™ gilt die Beziehung

Diesem Schaltkreis wird nun ein periodisches Ein-
gangssignal u;,, (t) der obigen Form eingegeben.

(a) Bestimmen Sie den Fourierkoeffizienten ¢y von
w;n (t) mit Hilfe eines Integrals.

(b) Bestimmen Sie die Fourierreihe des Aus-
gangssignals gy ().

(c) Seim = 5und RC = 2. Die Funktion gy (t)
beinhaltet auch ein Teilsignal mit Periode 7/4.
Schreiben Sie dieses in der Form A cos(wt + ¢).

o Aufgabe 1-45:

Fiir eine (idealisierte) Operationsverstirkerschal-
tung und komplexe FEingangsignale der Form
win (t) = e gilt die Beziehung

Diesem Schaltkreis wird nun ein periodisches Ein-
gangssignal der untenstehenden Form eingegeben.

SRR WREE

.

Pour un circuit avec OpAmp et des signaux
d’entrée complexes wu;, (t) = € on sait que

mR

R S-S

Uout

On applique un signal d’entrée périodique u;y, (t),
donné dans la figure ci-dessus.

(a) Trouver le coefficient de Fourier ¢y de u;y,(t) a
I’aide d’une intégrale.

(b) Trouver la série de Fourier du signal de sortie
uout(t).

(c) Soitm = 5 et RC = 2. La fonction gy (t)
posséde une composante de période 7 /4. Ecrire
cette composante dans la forme A cos(wt + §).

Pour un circuit avec OpAmp et des signaux
d’entrée complexes u;, (t) = ! on sait que

mR

4{ C

g

m
+

Uout

\\h—o

On applique un signal d’entrée periodique, donne
dans la figure ci-dessous.
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(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe des
gangssignals w;y (t).

Ein-

(b) Sei m = 5und RC = 2. Das Ausgangssignal
Uoyt(t) beinhaltet auch ein Teilsignal mit Periode
1/2. Bestimmen Sie dessen Amplitude.

e Aufgabe 1-46:

Fiir eine (idealisierte) Operationsverstiarkerschal-
tung und komplexe Eingangsignale der Form
win (t) = e gilt die Beziehung

Diesem Schaltkreis wird nun ein periodisches Ein-
gangssignal der untenstehenden Form eingegeben.

(a) Trouver la série de Fourier du signal d’entrée
Ui (1).

(b) Soit m = 5 et RC = 2. Le signal de sor-
tie Uoye (t) possede une composante de période 1/2.
Calculer I’amplitude de cette composante.

Pour un circuit avec OpAmp et des signaux

d’entrée complexes u;, (t) = ! on sait que

mR

4{ C

g

in o
+ Uout

\\h—o

On applique un signal d’entrée periodique, donné
dans la figure ci-dessous.

(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe des
gangssignals u;y, (t), reell oder komplex.

Ein-

(b) Bestimmen Sie die Fourierreihe des Aus-
gangssignals uy, (1), reell oder komplex.

(c) Die Funktion wu,(t) beinhaltet ein Teilsignal
mit Periode 4/7. Bestimmen Sie dessen Ampli-
tude. Verwenden Sie die numerischen Werte m =
10und RC = 2.

(a) Trouver la série de Fourier du signal d’entrée
w;n (t), réelle ou complexe.

(b) Trouver la série de Fourier du signal de sortie
Uout (1), réelle ou complexe.

(c) La fonction uey:(t) possede une composante de
période 4/7. Calculer I’amplitude de cette com-

posante. Utiliser les valeurs numériques m = 10 et
RC=2.
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o Aufgabe 1-47:

Untersuchen Sie Fensterfunktionen auf dem festen
Intervall [—7, 7|. Das Fenster besteht aus einem
Bogen einer Cosinus—Funktion der Breite 2 . Die
Periode ist immer 27. Der Fall & = 1 ist unten
gezeigt. Die Fourierkoeffizienten fiir « = 1 sind

2 cosn

Cp = ———s
w2 —4n2

(a) Finden Sie das Integral, um die obigen Koef-
fizienten c,, zu bestimmen, d.h. o = 1.

(b) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten fiir be-
liebige Werte von 0 < o < .

(c) Finden Sie die komplexe Fourierreihe fiir den
Fall o = 2.

o Aufgabe 1-48:

Examiner la série de Fourier de 1’extension 27—
périodique de la fonction de fenétre

1
g(t)Z{O

(b) Esquisser le spectre d’amplitudes h(n) comme
fonction de n (numérotation des coefficients).

(a) Trouver la série de Fourier.

(c) Déterminer la distance du premier zéro de h et
puis montrer que le produit de la largeur du max-
imum principal avec la largeur du fenétre 20 est
constante.

o Aufgabe 1-49:

Eine Funktion besteht aus zwei Teilsignalen mit
klar definierten Frequenzen. Das ideale Ampli-
tudenspektrum ist unten gezeigt. Beim Messen
muss eine Fensterfunktion (Rechteck oder Ham-
ming) beriicksichtigt werden.

pour/falls
pour/falls

Examiner des fonctions de fenétre sur I’intervalle
fixe [—m, 7|. La fenétre est donnée par une boucle
d’une fonction cosinus de largeur 2 . La période
est 27r. Voir la situation pour a« = 1 ci—dessous.
Les coefficients de Fourier pour o = 1 sont

o [\
[
[\

0.2

(a) Donner I'intégrale pour calculer les coefficients
ci—dessus, ¢’est—a—dire pour o« = 1.

(b) Trouver les coefficient de Fourier pour des
valeurs arbitraires de 0 < a < 7.

(c) Donner la série de Fourier complexe pour le cas
a=2.

Untersuchen Sie die Fourierreihe der 27—

periodische fortgesetzten Fenster—Funktion

—-b<t<b
It| > b

(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe.

(b) Zeichnen Sie das Amplitudenspektrum A (n) als
Funktion von n (Numerierung der Koeffizienten).

(c) Bestimmen Sie den Abstand der ersten Null-
stelle von h und zeigen Sie anschliessend, dass das
Produkt der Breite der Hauptmaximas und der Fen-
sterbreite 2 b konstant ist.

Une fonction est composée de deux signaux avec
des fréquences bien définites. Le spectre des am-
plitudes idéales est montré en bas. Pour mesurer
on doit tenir compte des effets des fonctions de
fenétre, rectangle ou Hamming.
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rectangle
Hamming —+—

)
@
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A
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(a) Die obigen Graphen zeigen das Rechteck-
und Hamming Fenster der Breite 0.4 und ihre
zugehorigen Amplitudenspektren. Zeichnen Sie
in der untenstehenden Figur links die effektif
gemessenen Spektren, mit verschiedenen Farben
fiir das Rechteck und das Hamming—Fenster.

(b) Wiederholen Sie die Teilaufgabe (a), aber mit
Fenstern der Breite 0.8 . Verwenden Sie rechte
Graphik.

30

25

20

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

o Aufgabe 1-50:

Ein reelles Signal f (¢) wird wéhrend drei Sekun-
den gemessen, wobei 8192 Einzelmessungen
gemacht werden. Anschliessend werden die kom-
plexen Fourierkoeffizienten mittels FFT bestimmt.

(a) Wie gross ist die grosste Frequenz fiir welche
die Amplitude des zugehdrigen Signals zuverldssig
gemessen werden kann?

(b) Welcher Koeffizient ¢, liefert die Amplitude des
Signalanteils mit einer Frequenz von ca. 100 Hz ?

(c) Warum kann die Amplitude von Signalen mit
einer Frequenz von wenigen Hz nur sehr ungenau
bestimmt werden?

o Aufgabe 1-51:

rectangle
Hamming —+—

0 20 40 60 80 100

(a) Les graphiques ci—dessus montre les fonc-
tions de fenétre rectangulaire et de Hamming de
largeur 0.4 et le spectre des amplitudes. Esquisser
dans le graphique ci—dessous a gauche les spec-
tres des fonctions mesurées. Utiliser des couleurs
différentes pour le rectangle et le fenétre de Ham-
ming.

(b) Répéter la partie (a), mais avec des fenétres de
largeur 0.8 . Utiliser la graphique a droite.

30

25

20

15

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Pendant trois secondes on a mesuré 8192 valeurs
d’un signal réel f (¢). Puis on a calculé les coeffi-
cients de Fourier complexes avec FFT.

(a) Trouver la fréquence la plus grande possible,
telle que I’amplitude du signal avec cette fréquence
est calculée d’une facgon fiable.

(b) Quel coefficient ¢, rend I’amplitude du signal
avec la fréquence de ~100 Hz ?

(c) Pourquoi I’amplitude des signaux avec des
fréquences basses (quelques Hz) ne peut pas étre
calculé d’une facon fiable?
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Ein Oszilloskop kann FFT mit 2!0 = 1024 Punk-
ten durchfiihren. Um ein gegebenes Signal zu
analysieren geht man folgendermassen vor:

1. In 2.5 Sekunden 1025 Werte messen, der let-
zte wird eliminiert.

2. Die Koeffizienten ¢,, der diskreten Fourier
Transformation bestimmen.

3. Den Betrag |c,| als Funktion von n auftra-
gen.

Eine solche Messung ergab die untenstehende
Figur.

Avec un Oscilloscope on peut analyser (par FFT)
210 — 1024 points 2 la fois. Pour analyser un signal
donné on fait les opérations suivantes:

1. mesurer 1025 points en 2.5 secondes,
éliminer le dernier point.

2. calculer les coefficients de Fourier ¢,, avec la
transformation de Fourier discréte (DFT).

3. montrer la valeur absolue |c,,| comme fonc-
tion de n.

On arrive a la figure ci—dessous.

1.4

12

lc

0.6

0.4

0.2

(a) Offensichtlich sind im Signal zwei Teilsignale
mit verschiedenen Frequenzen versteckt. Bestim-
men Sie die beiden Frequenzen.

(b) Signale mit welcher Frequenz konnen mit der
obigen Messanordnung im besten Fall noch erfasst
werden?

(c) Fiir eine neue Messung soll die Intervallinge
von 2.5 Sekunden gedndert werden, sodass hohere
Frequenzen auch gefunden werden. Bis zu welcher
Frequenz kann man hochstens messen, wobei die
beiden obigen Frequenzen noch klar unterscheid-
bar sein miissen.

In dieser Aufgabe sind nur sehr wenige Rechnun-
gen auszufiihren, aber die Uberlegungen miissen
klar dokumentiert werden.

o Aufgabe 1-52:

Ein Signal wurde wéhrend 7' = 0.25 Sekunden an
N = 2'2 = 4096 Punkten regelmissig gemessen.
Auf die Werte wurde der Befehl ££t () angewandt
und der Betrag der ersten 100 Koeffizienten (|c,|
fir 0 < n < 99) ist unten gezeigt. Das Signal
enthélt zwei dominierende Beitrige mit festen Fre-
quenzen.

60 80 100

(a) Apparemment le signal contient deux signaux

avec des fréquences différentes. Trouver ces deux
fréquences.

(b) Quelle est la fréquence maximale que 1’on peut

mesurer d’une facon fiable avec I’arrangement
donné en haut?

(c) Pour une nouvelle série de mesure on veut

changer la longueur de I’intervalle de 2.5 secon-
des afin de pouvoir analyser des fréquences plus
grandes. Quel est la fréquence maximale a étre
analyser si on doit étre capable de distinguer les
deux fréquences initiales?

Pour résoudre ce probleme il y a tres peu de calcul
a faire. Mais donner une documentation claire du
raisonnement.

On mesure un signal pendant 7' = 0.25 secondes
avec N = 2!2 = 4096 points. Avec ces valeurs
on appelle la commande ££ft () et puis on affiche
les valeurs absolues des premiers 100 coefficients
(len] pour 0 < m < 99). On arrive au graphique
ci—dessous. Le signal est composé de deux contri-
butions avec des fréquences fixes.
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(a) Bestimmen Sie die beiden Frequenzen mog-
lichst genau.

(b) Welche maximale Frequenz kann mit der obigen
Konfiguration untersucht werden?

(c) Ersetzen Sie auf der horizontalen Achse die
Nummerierung n durch eine Frequenzskala (Ein-
heit Hz).

(d) Das selbe Signal wird noch einmal gemessen,
mit 7 = 2.5 und n = 2'* = 16384. Skizzieren Sie
in der untenstehenden Graphik das zu erwartende
Spektrum. Verwenden Sie ihre Frequenzskala der
vorangehenden Teilaufgabe.

(a) Déterminer les deux fréquences le plus précis
possible.

(b) Quelle fréquence maximale peut—on examiner
avec la configuration ci—dessus?

(c) Pour I’axe horizontal remplacer la numérotation
avec n par une échelle des fréquences (unité Hz).

(d) Réexaminer le signal identique avec T' = 2.5
et n = 214 = 16384 points. Esquisser le spectre
dans le graphique ci—dessous. Utiliser I’échelle des
fréquences de la question précédente.

—T=0.25

0.8

0.6

lc

0.4

0.2

o Aufgabe 1-53:

Ein Signal wurde wihrend 7" = 10 Sekunden an
N = 2'2 = 4096 Punkten regelmissig gemessen.
Auf die Werte wurde der Befehl £ £t () angewandt
und der Betrag der ersten 100 Koeffizienten (|cy|
fir 0 < n < 99) ist unten gezeigt. Das Signal
enthilt zwei dominierende Beitrige mit festen Fre-
quenzen.

(a) Bestimmen Sie die beiden Frequenzen mog-
lichst genau.

(b) Welche maximale Frequenz kann mit der obigen
Konfiguration untersucht werden?

(c) Das selbe Signal wird noch einmal gemessen,
mit T = 5 und n = 2 = 16384. Skizzieren Sie
in der untenstehenden Graphik das zu erwartende
Spektrum. Welche maximale Frequenz kann mit
dieser Konfiguration erfasst werden?

60 80 100

On mesure un signal pendant 7' = 10 secondes
avec N = 2!2 = 4096 points. Avec ces valeurs
on appelle la commande £ft () et puis on affiche
les valeurs absolues des premiers 100 coefficients
(|en] pour 0 < n < 99). On arrive au graphique
ci—dessous. Le signal est composé de deux contri-
butions avec des fréquences fixes.

(a) Déterminer les deux fréquences le plus précis
possible.

(b) Quelle fréquence maximale peut—on examiner
avec la configuration ci—dessus?

(c) Réexaminer le signal identique avec T' = 5 et
n = 2 = 16384 points. Esquisser le spectre dans
le graphique ci—dessous. Quelle fréquence maxi-
male peut—on examiner avec cette nouvelle config-
uration?
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—T=10
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o Aufgabe 1-54:

Ein Signal wurde wihrend 7' = 0.1 Sekunden an
N = 2'9 = 1024 Punkten regelmissig gemessen.
Auf die Werte wurde der Befehl £ £t () angewandt
und der Betrag der ersten 50 Koeffizienten (|c,, | fiir
0 < n < 49)ist unten gezeigt. Das Signal enthélt
zwei dominierende Beitrdge mit festen Frequenzen.

(a) Bestimmen Sie die beiden Frequenzen mog-
lichst genau.

(b) Welche maximale Frequenz kann mit der obigen
Konfiguration untersucht werden?

(c) Ersetzen Sie auf der horizontalen Achse die
Nummerierung n durch eine Frequenzskala (Ein-
heit Hz).

(d) Das selbe Signal wird noch einmal gemessen,
mit 7 = 0.5 und n = 2" = 16384. Skizzieren Sie
in der untenstehenden Graphik das zu erwartende
Spektrum. Verwenden Sie ihre Frequenzskala der
vorangehenden Teilaufgabe.

60 80 100

n

On mesure un signal pendant 7" = 0.1 secondes
avec N = 2'0 = 1024 points. Avec ces valeurs on
appelle la commande £ft () et puis on affiche les
valeurs absolues des premiers 50 coefficients (|cy|
pour 0 < n < 49). On arrive au graphique ci—
dessous. Le signal est composé de deux contribu-
tions avec des fréquences fixes.

(a) Déterminer les deux fréquences le plus précis
possible.

(b) Quelle fréquence maximale peut—on examiner
avec la configuration ci—dessus?

(c) Pour I’axe horizontal remplacer la numérotation
par n avec une échelle des fréquences (unité Hz).

(d) Réexaminer le signal identique avec T' = 0.5
et n = 2% = 16384 points. Esquisser le spectre
dans la graphique ci—dessous. Utiliser 1’échelle des
fréquences de la question précédente.

—T=0.1

0.8

0.6
T
o

0.4

0.2 A

0 J —
0 10 20 30 40 50

SHA 5-7-21



KAPITEL 1. FOURIER REIHEN

129

e Aufgabe 1-55:

Ein Ingenieur misst ein analoges Signal wihrend 4 Sekunden an 2'2 = 4096 gleich verteilten Zeitpunkten.
Auf das Resultat wendet er den FFT Algorithmus an und bestimmt den Betrag der Koeffizienten |y,,| ~ |c;,|
(Version aus Kurs) und stellt das Resultat graphisch dar. In einem ersten Versuch erhilt er das Resultat unten
links. Fiir eine zweite Messung des selben Signals verlingert er das Zeitintervall um 2.4% und verwendet
erneut 2'2 Messpunkte, mit dem Resultat unten rechts.

erste Berechnung

35

0 50 100 150

Nummerierung n der Fourierkoeffizienten

200

zweite Berechnung

35

A

_J

0 50 100 150
Nummerierung n der Fourierkoeffizienten

200

(a) Bestimmen Sie Frequenz und Amplitude des grosseren der beiden Beitrdge moglichst genau.

(b) Erkldren Sie das (iiberraschende) Verhalten des zweiten, kleineren Beitrages und versuchen Sie die Fre-
quenz zu bestimmen. Tipp: der zweite Beitrag hat eine deutlich héhere Frequenz, die kleiner ist als die

doppelte Abtastfrequenz.

o Aufgabe 1-56:

Ein Ingenieur muss in einem Analogsignal die Am-
plituden der Beitridge mit 100 kHz und 100.1 kHz
moglichst effizient bestimmen. Er misst das Sig-
nal wihrend 0.01 Sekunden zu 2’000 gleichmadssig
verteilten Zeitpunkten. Dann wendet er den Befehl
fft () an. Er kommt zu keinem brauchbaren Re-
sultat.

(a) Was muss er dndern?

(b) Beschreiben Sie ein Vorgehen welches gute Re-
sultate liefern kann und auch méglichst effizient ist.
Begriinden Sie die Modifikationen.

(c) Welche Koeffizienten ¢, (mit Ihrem Vorgehen)
muss er bestimmen um die gewiinschten Amplitu-
den abzulesen.

o Aufgabe 1-57:

Untersuchen Sie das Randwertproblem

=0
Fiir f(z) = sin(nmx) ist die Losung gegeben durch

u(z) =

f(x)

n2m?

Un ingénieur analyse un signal analogique. Il doit
déterminer les amplitudes des contributions avec
des fréquences 100 kHz et 100.1 kHz d’une facon
efficace. Il mesure le signal pendant 0.01 seconde
pour 2’000 temps uniformément distribués, puis il
utilise la commande ££t (). Il n’arrive pas a un
résultat utilisable.

(a) Que doit-il modifier?

(b) Décrivez une procédure qui peut donner des
bons résultats et qui est aussi efficace. Justifiez les
modifications.

(c) Lesquelles des coefficients (avec votre proce-
dure) ¢, doit-il calculer pour obtenir les amplitudes
des signaux avec les fréquences choisies.

Examiner I’équation différentielle

fiir/pour 0 <z <1

Pour f(x) = sin(nmx) la solution est donnée par

sin(nm x)
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Finden Sie die Losung der Gleichung fiir die Funk-
tion f(x) = 1 mit Hilfe von Fourierreihen.
Tipp: zuerst Funktion f geeignet erweitern.

e Aufgabe 1-58:

Untersuchen Sie die dynamische Wirmeleitungs-
gleichung. L und k sind Konstanten und die Funk-
tion f (x) sei gegeben.

d d?
o7 u(t,r) = k2 ) u (t,x)
u(t,0)=wu(t,L) = 0
w(O,z) = f(z)

Trouver la solution de I’équation pour la fonction
f(x) = 1 al’aide des séries de Fourier.
Tip: d’abord considérer une extension de f

Examiner I’équation de chaleur dynamique. L et &
sont des constantes et la fonction f (x) est donnée.

fir ¢>0 undlet 0<zxz<L
fiir/pour ¢ >0
fir/pour 0 < x < L

(a) Finden Sie die Losung u (¢, x) fiir / Trouver la solution w (¢, x) si

f (@) =sin (" )

Ant s

Tip: u (t,x) = e~

L

sin (%" z) fiir ein geeignetes A,,. / pour un )\, bien choisi.

L
(b) Finden Sie die Losung u (¢, z) fiir / Trouver la solution u (¢, x) si

flx)=1

o Aufgabe 1-59:

Der Rand eines Stabes der Linge L = 1 wird
auf konstanter Temperatur u = 0 gehalten und ist
zur Anfangszeit t = 0 ist die Temperatur gegeben
durch die Funktion f(x). Die Temperatur u(t,x)
lost die folgende Differentialgleichung.

0 0?
g u(t,z) = 922 u(t, )
u(t,0) =u(t,1) = 0
u(0,z) = f(z)

(a) Finden Sie u(t, z) falls f(x) = sinnnrz fir ein
n e N.

(b) Die Fourierreihe der Funktion x auf dem Inter-
vall —m < x < m ist unten gegeben. Finden Sie
eine Reihendarstellung von u(t, x) falls f(x) = = .

2sin(z) 2 sin(2z)
x o~ —

2sin(3z) 2 sin (4z)

Les points limites d’une barre de longueur L =1 a
une température fixe de u = 0 et pour le temps ini-
tial £ = 0 la température est donnée par la fonction
f(z). La température u(t,x) satisfait 1’équation
différentielle suivante.

fir/pour ¢ >0 undlet 0<z <1
fiir/pour ¢ > 0
fiir/pour 0 <z <1

(a) Trouver u(t,x) pour f(x) = sinnwz avec n €
N donné.

(b) La série de Fourier de la fonction z sur
I'intervalle —m < z < m est donnée c—dessous.
Trouver la solution u(t, ) comme série, si on met

flz)==.

2 sin (5x) ewen

1 2 + 3
e Aufgabe 1-60:

Untersuchen Sie die
periodische Funktion f(¢).

untenstehende, 27—

— ... t/
3 auf/pour

Examiner la fonction ci-dessous avec période 27.
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1 _

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe der Funk-  (a) Trouver la série de Fourier réelle de cette fonc-
tion f(t). tion.

(b) Skizzieren Sie den ersten Beitrag der Fourier- (b) Esquisser le graphe de la premiere contribution
reihe in der obigen Graphik. de la série de Fourier dans le graphique ci—dessus.

(c) Finden Sie die komplexe Fourierreihe einer (c) Trouver la série de Fourier complexe d’une so-

Losung der untenstehende Differentialgle- lution de I’équation différentielle (II) ci—dessous.
ichung (II). Verwenden Sie (I). Utiliser (I).
, 1 _
I): j(t) +29(t) +49y(t) = €'t SN = — - pint
(I g) +29@) +49y(t) = f() = ylt)=7

o Aufgabe 1-61:

Untersuchen Sie 27—periodische Losungen der Examiner des solution de période 2 7 de I’équation
gewohnlichen Differentialgleichung  fiir  ver- différentielle pour des fonctions f(t) différentes.
schiedene Funktionen f(t).

i(t) +29(t) +49y(t) = f(t)

(a) Fiir f(t) = ™! so gibt es eine 2m—periodische ~ (a) Pour f(t) = e"! il existe une solution de
Losung der Form y,(t) = K,e'"!. Bestimmen  période 27 de la forme y,(t) = K, ¢!™!. Trouver
Sie K,, € C. K, € C.

(b) Stellen Sie y(t) als geeignete Reihe dar, falls die  (b) Ecrire y(t) comme série adaptée si la fonction
2m—periodische Funktion f(¢) durch den untenste- périodique f est donnée par le graphe ci—dessous.
henden Graphen gegeben ist. Tip: série de Fourier complexe de la fonction f(¢).

Tipp: komplexe Fourierreihe von f(¢).
PP P 1) (c) La solution y(t) ci—dessus contient une con-

(c) Die obige Losung y(t) enthilt auch einen An- tribution de la forme A cos(7t 4+ ¢). Trouver
teil der Form A cos(7t + ¢). Bestimmen Sie die I’amplitude A.
Amplitude A.

e Aufgabe 1-62:

Untersuchen Sie die Rechnungen in Abschnitt 1.1.2 sorgfiltig. Untersuchen Sie die Fourierreihen auf ihr
Konvergenzverhalten. Losen die angegebenen Losungen tatsidchlich die verlangte Differentialgleichung?
(Ableiten von Fourierreihen)

o Aufgabe 1-63:
Untersuchen Sie die Rechnungen in Abschnitt 1.1.3 sorgfiltig. Untersuchen Sie die Fourierreihen auf ihr
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Konvergenzverhalten. Losen die angegebenen Losungen tatsdchlich die verlangte Differentialgleichung?
(Ableiten von Fourierreihen)

o Aufgabe 1-64:

Untersuchen Sie die Rechnungen in Abschnitt 1.1.4 sorgfiltig. Untersuchen Sie die Fourierreihen auf ihr
Konvergenzverhalten. Losen die angegebenen Losungen tatsidchlich die verlangte Differentialgleichung?
(Ableiten von Fourierreihen)

e Aufgabe 1-65:
Untersuchen Sie die Uberlegungen, Rechnungen und Bilder in Abschnitt 1.1.5 sorgfiltig. Sie sollten in der
Lage sein diverse Effekte in Bild und Spektrum zu erkléren.

1.12.1 Losungen zu einigen Aufgaben

Losung zu Aufgabe 1-1 :
(a)

(b)

& n+1

S 22 Sln(nm)

> n+1 n+1

u(z) = 22 _22 smna:)

) sm(2 x) sm(3 x) sm(4 z) sin(bz) sin(6z)
= 2 <sm(x) -3 + CEE + R +...

Losung zu Aufgabe 1-2 : Der Korrelationskoeffizient der beiden Funktionen sollte moglichst nahe bei 1
sein. Da er immer zwischen -1 und 1 liegt kann auch nach dem Maximum der Funktion gesucht werden,
abhingig von den Parametern a, b und c.

1
ol = [ @ dr= 5@

1
I£1? = /O(a:z2+bm+c)2daz

a2+ab+b +24_1)2—1—2ac
= —+ —+bct+c"+——
5 2 3

Das fiihrt auf
1 1
/ f(x)g(x)de = /(a$2+bx+c)exd:r
0 0

1
= ¢ (a(w2—2x+2)+b(x—1)+c)L:O
= e(at+c)—(a2—-b+c)
= —2a+b—c+e (atc)

(a)

2 1
corr (f,g) = —2a+b—c+e (a+c
(£.9) 62—1\/a52_|_02b_|_bc+cz+b2+32ac( ( )
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2 1
corr(j’,g):\/eQ_1 ‘/bc+02+£ (b—c+ec)
3

Da wir nur an der Form der Funktion interessiert sind konnen wir ohne Beschridnkung der Allgemein-
heit ¢ = 1 wihlen. Vielfache der so erhaltenen Losung sind auch Losungen des Problems. Somit
konnen wir auch das Maximum der Funktion

(b) Mita = 0 gilt

(b—1+e)?
h(b)= o= 2TC
(®) 3b+ 3+ b2

untersuchen. Ableiten und Nullsetzen fiihrt auf die Gleichung

0:% _ (36+31+62)2 (20— 1+e)(3b+3+0%) — (b—1+e)*(3+2b))

Somit suchen wir Lésungen von

(b—1+e)(6b+6+2b%—(3b—3+3e+2b>—2b+2eb)) =
(b—1+e)(6b+6+2b>—3b+3—3e—2b*+2b—2¢b)
(b—14¢€)(b(b—2e)+9—-3¢e) = 0

mit den beiden Losungen

9—-3e

b1:1—e und b2:26—5

~ 1.936

Bei b = 1 — e hat die Funktion A (b) ein Minimum, statt einem Maximum. Somit hat die Gerade

y=1+1936x
die zu e” auf [0, 1] dhnlichste Form.
Losung zu Aufgabe 1-3 :
(a)
_ o/ (2)g(x)de _<[f.9>
( 027r f2(x) dz)t/2 ( 027r g2 (x) dx)v/2 I fll2 llgll2
(b) Wegen
2w
/ sin (nx) sin(mx)der = 0 fir n,meNn#m
0
27
/ sin?(nz)dx = =
0
gilt
o 20 20 o
(f,g9) = f(z)g(x)de = Ay, sin (nx) By, sin (max) dx
0 n=1 m=1 "0

20
= Z/ Ay, sin (nx) By, sin (nz) dz = Z —rA-B
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Ebenso gilt
(f. ) = mA- A== |4
(9.9) = mB-B=nx|B|
und somit L.
C_<f,g>_ A-B

£l lgllz A 1B

Loésung zu Aufgabe 1-4 : Fiir die Normen der Funktionen gilt

1£all2 = 1512 = 1012 = /0 Qaftdo =g wnd fell = 5 fall = =

e Die Korrelationskoeffizienten K s, Kac, Kgp und Kop sind alle 0, da das Produkt der beiden
Funktionen tiberall O ist.

« Der Korrelationskoeffizient K g = —1 kann abgelesen werden, da fo(z) = 5t f5() .

¢ Der Korrelationskoeffizient K 4p muss berechnet werden
2 1
Far fo) = / Fa(@) - fo(x) dz = // 20 (22— 1) do
-2 1/2
1 3
4 5
- / 4x2—2:ndx—<x—:c2> — 2~ 0.416667
12 3 z=1/2 " 12

(fa, fo) _ 3 53 5

2 JE—
Il 1ol — /33 /a3 12-4 16

Losung zu Aufgabe 1-5 : Einige Korrelationskoeffizienten leicht angegeben werden, ohne zu rechnen.

1

= 0.3125

Kap =

e f1 mit fo und f; mit f5 : Korrelationskoeffizienten Null, da das Produkt der beiden Funktionen Null
ist.

* Wegen fy, = — f3 ist der Korrelationskoeffizient dieser beiden Funktionen —1 .

* Der Korrelationskoeffizient von fs mit fy ist negativ, da die beiden Funktionen verschiedene Vorze-
ichen haben.

* Fiir den maximalen Wert kommen nur die Kombinationen f; mit f; und f3 mit f4 in Frage. Wegen
|| f1ll2 = || f3]|2 miissen nur die beiden Integrale

/f1 fa() dz und /f3 ale) da

verglichen werden. Da die Funktion f4 in Bereich 1 < = < 3 grosser ist als im Bereich —2 < x < 0
wird der grosste Korellationskoeffizient mit f; und f, erreicht.

Nun zu den Rechnungen

3 1
AR = / f1(m)2da:=2/ 2 do —
-3 0
3 -1 0 1 3
Ifa3 = / f4(w)2da:=/ 1dx+/ (—$)2da;+/ m“/ | da

—2+++2 14
- 3 3

3
(fi, fa) = / fi(z f4(56)d33=/1f1(a:)da::1

[SVIN )
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Somit ist

(fi, fa) :\/5.\/32 3 :3\ﬁ
I fillz (Ifallz V214 27 14

~ 0.567

Losung zu Aufgabe 1-6 :

(a) Der Koeffizient Ky, ist positiv, wegen Symmetrie ist K7, = 0 und man kann auch ablesen, dass
K, p < 0. Somit gilt
Kg7h < Kﬁh =0< Kﬁg

(b) Zu bestimmen ist Ky 4

(f, f) = /_7r f2(t) dt:fr sin(t) dt = 37 ~ 2.356

—Tr

s T 1 2
(9,90 = / gz(t)dtz/ Ft‘ldt:lzl.%?

- - 5
T T 1 272 —3
(g = / F(1) - g(t) dt = / sin?(t) & 2 dt = 27 3 5 0,888
- - U 6m
Kry = (/. 9) v U8 056
VIF, Vg, g) V2.356-1.257
Losung zu Aufgabe 1-7 :
(a) Verifizere o . o
<bi, bj> =0 falls: 75 j und ”bl||2 = <bl, bl> =1
(b) Durch Projektion auf den Vektor 51
1 0.21906
A= (a, 51> =(] 1 |, 057836 |)=0.21906 + 0.57836 + 0.78582 ~ 1.5832
1 0.78582
erhélt man
|@ — A1 b1]] = 0.70239
(c) Projektion auf die von 51 und 52 aufgespannte Ebene. Es gilt ;11 = A; und
1 0.84490
w2 = (a, 52) =(l 1|, 0.29038 |) = 0.84490 4 0.29038 — 0.44925 =~ 0.68603
1 —0.44925

und man erhélt
HJ— M1 bl — M2 b2H ~ 0.15070

Losung zu Aufgabe 1-8 :

(a) Damit der erste Vektor 51 Lénge 1 hat muss gelten

1 = 2% 4 0.57836% 4 0.78582> == z = +v/1— 0.578362 + 0.785822 = +0.21906
und somit z ~ +0.21906. Damit die beiden Vektoren orthogonal sind muss gelten

0= <51 , gg> = 0.21906 - 0.84490 + 0.57836 - 0.29038 + 0.78582 2
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und somit 0.21906 - 0.84490 + 0.57836 - 0.29038
_ 0 -0. +0. - ~ —0.44925
0.78582

Als Kontrolle kann ||by|| = 1 berechnet werden.

(b) Durch Projektion auf den Vektor 51

1 0.21906
M=(@@ b)y=( 2 |,| 057836 |)=0.21906+2-0.57836 — 0.78582 ~ 0.58996
~1 0.78582

erhilt man
@ — A b ~2.3774

(c) Projektion auf die von 51 und 52 aufgespannte Ebene. Es gilt 11 = A; und

1 0.84490
e =@, by ={(| 2 |,| 029038 |[)=0.84490+ 2-0.29038 — 0.44925 ~ 1.8749
~1 —0.44925

und man erhalt
|@ — 1 by — pio bo|| ~= 1.4617
Losung zu Aufgabe 1-9 :

(a) Verifizere o
<bi, bj> =0 fallsz 7'5 ] und HbZH = <bi, bz> =1

(b) Die Rechnungen sind analog zur vorangehenden Aufgabe mit identischem Resultat fiir ;; und pg. Fiir
w3 gilt analog

1 0.48802
pus= (@, bs)=(| 1 |,| —0.76235 |)=0.48802 — 0.76235 + 0.42504 ~ 0.15070
1 0.42504

Der Abstand kann mit der Formel berechnet werden
1@ — p1 by — pa by — 3 bzl =~ 0

Da die drei linear unabhiingigen Vektoren b; den Raum R3 aufspannen, kann der Vektor @ als Linear-
kombination der b; geschrieben werden. Somit muss der minimale Abstand O sein.

Losung zu Aufgabe 1-10 :

(a) Wegen

1

L= @R = /c%dt:c% — =1
0
! 1

L= @R = /cgcos?(m)dt_ch 6=\
0
! 1

L= bR = /cgcos2(3m)dt:2c§ )
0
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(b)

(c)

(d)

sind die drei Funktionen by (t) = 1, ba(t) = /2 cos(mt) und b3(t) = v/2 cos(3 7 t) normiert. Wegen
1

(), bo(t)) = /Ol-ﬁcos(ﬂt) =2 G| =0

T t=0
1

bi(1), ba(t)) = /1-\f2cos(3m) :fsm(sm)\ —0

0 T t=0

(bo(t), b3(t)) = /01 V2 cos(mt) - V2cos(3mt) =...=0

sind die drei Funktionen by (t) = 1, ba(t) = /2 cos(mt) und b3(t) = v/2 cos(3 7 t) orthonormal.

Die Uberlegungen und Rechnungen sind sehr #hnlich zu Teil (b) im Beispiel 1-6 . Zu berechnen ist
die Projektion der Funktion f(¢) = ¢ auf die Funktion b; (¢) = 1. Wegen

M= (f(8), bi() = /0 1=t

hat

minimalen Abstand von f(t) = ¢.

Die Uberlegungen und Rechnungen sind sehr hnlich zu Teil (b) im Beispiel 1-7 . Zu berechnen ist
die Projektion der Funktion f(¢) = t auf die Funktion by (%) = /2 cos(m t). Wegen

1
Ao = (f(t), ba(t)) :/Ot\/ﬁcos(m) dt
1 _2\/5

o= 3~ —0.28638

2
= V2 / t cos(mt) dt = \f 5 (cos(mt) —mt sin(mt)
Somit ergibt
1 1
ta AL b(t) + Aaba(t) = 5 0.28658 V2 cos(mt) ~ 5 0.40528 cos(7t)

den minimalen Abstand von f(t) = t.

Die Uberlegungen und Rechnungen sind sehr dhnlich zu Teil (b) im Beispiel 1-7, allerdings mit drei
Funktionen. Die Rechnungen sind hier noch einmal vollstindig angegeben. Um die optimalen Werte
von A1, Ao und A3 zu bestimmen muss die Funktion

h(A1, A2, A3) = ||f — A1br — Aaba — Az bs)?
= (f—=Abi—Aaba—A3b3, f—A1b1 — Aaby — A3 b3)

minimiert werden. Das fiihrt auf die drei Bedingungen

d d d
— h=—h=—h=
IV WLl WL
Somit erhalten wir
d
O*di)\lh(/\b)\%)\?,) = —(b1, f=Aib1—Aaba— A3bg) — (f — A1 b1 — Aaba — A3bs, —b1)
= 21 [|ba]|* = 2(f, b1) +2Xa(b1, ba) +2A3(b1, b3)

= 2)\ —2(f,b1)+0

A= (fby) /f by (t :/t-ldt:
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und

d
Ozdi)gh()\l’/\%)\g) = —(ba, f—=A1br —Aaba—A3b3) — (f — A1 b1 — Aaba — A3 b3, ba)

= 2o ||ba]|> = 2(f, b2) + 21 (b1, ba) + 2 A3(b3, b2)
= 2X—2(f,b2)+0

Moo= (b= [ F(t)ba(t) di
B 2 |
2

t=0

= V2 /Olt cos(mt) dt = \7( (cos(mt) — mwt sin(mt)

~21/2
;[ ~ —0.28658
™

und mit dhnlicher Rechnung
A3 = (f, bs) =2 / 1 cos(3mt) dt ~ —0.0318422
0

Somit hat die Funktion

t

Q

A1 b1 (t) + A bg(t) + A3 bg(t)
1
5 — 0.28658 V2 cos(mt) — 0.0318422 V2 cos(3mt)

Q

Q

1
3~ 0.40528 cos(mt) — 0.045032 cos(3 7 t)

minimalen Abstand von f(t) = t.

Die obigen Rechnungen konnen mit Octave iiberpriift werden.

| Octave
lal = quad(@(t) (t),0,1)
laz quad (@ (t) (txcos(pi*t)),0,1) *sqgrt(2)
la3 = quad(@(t) (t*cos(3*pixt)),0,1)*rsgrt (2)

t = linspace(0,1); £ = t;
£3 = lal + la2xsqrt(2) *cos (pixt) + la3*sqgrt(2)xcos(3xpix*t);

plot (t, £,t, £3)

| xlabel ("time t’); grid on |

Losung zu Aufgabe 1-11 : Die beste Approximation im Ly Sinne, d.h. [ | * | dz, durch trigonometrische
Funktionen kann durch die Fourierformeln bestimmt werden. Da nur cos(n ) Terme verwendet werden ist
die Funktion auf das symmetrische Intervall = [—7 , +7] zu erweitern. Die Formel fiir die Funktion dndert
bei diesem Beispiel nicht.

(a) Fourier—Cosinus—Reihe auf dem Intervall [, 7], d.h. auf das Intervall [—, 7] erweitern, dann Fourier—

Reihe bestimmen.

[+
B—/ (7% — 2?) cos(z) dx =--- =4
™ -7

Somit gilt

72 — 2% ~ 4 cos(x)

Diese Approximation is miserabel.
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(b) Die gesuchte Losung sind die ersten drei Terme der Fourier—Cosinus—Reihe der Funktion auf dem
Intervall [—7, +]. Den Vorfaktoren 2 oder % bei ag ist spezielle Beachtung zu schenken. Die engiiltige
Approximation muss den Mittelwert der Funktion enthalten als konstanten Term.

L[t 4n?
O — 3
1 [t

kk = = / (7% — 2?) cos(x) de = B = 4
T Jx
1 [t

ky = = / (72 — 2%) cos(2z) dx = —1
T Jr

Somit gilt

72 — 2% ~ ko + k1 cos(z) + ko cos(2x) = 6.57974 + 4 cos(z) — cos(2x)

| Octave
% with MATLAB replace the command quad() by integral()
a0 = quad(Q(x)pi~2-x"2,-pi,pi)/ (2+pi)
al = quad(Q(x) (p1"2-x"2) xcos (x), —pi,pl) /pi
a2 = quad (@ (x) (p1i"2-x"2) xcos (2*x),—pi,pl) /pi
x = linspace(-5,10,201); vy = a0 + alxcos(x) + a2*cos(2*x);
plot(x,y,%x,p1"2-x.72)
legend(’'Fourier’,’\pi~2 - x"2’); axis([-5,10,-1,11])

——>

a0 = 6.5797
al = 4

az = -1

I
Losung zu Aufgabe 1-12 :

(a) Fourier-Sinus—Reihe auf dem Intervall [0, 1], d.h. auf das Intervall [—1, 1] erweitern, dann Fourier—
Reihe bestimmen.

2 (! 8
b1:2/1‘(1—:1:) sin(rx) dv = --- = — ~ 0.258
2 0 T
Somit gilt
8
r(l—2)~ — sin(rz)
T

(b) Die gesuchte Losung sind die ersten drei Terme der Fourier—Reihe der Funktion auf dem Intervall [0, 1].
Den Vorfaktoren 2 oder % bei ag ist spezielle Beachtung zu schenken. Die engiiltige Approximation
muss den Mittelwert der Funktion enthalten als konstanten Term.

2 ! 222 23| 2
w = 5 [ru-wa=25 20 =
2 (! 1
a; = 1/0x(1—a:) cos(27m)dx:-~-:—ﬁ%0-101
9 1
by = 1/30(1—1:) sin(2rz) de =--- =0
0
Somit gilt
1 1
x(l—2)~ - — — cos(2rx)
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Losung zu Aufgabe 1-13 :

F(z)~ 47a (sin - sinéS:c) N sin(55a?) n sin(77:v) +>

Losung zu Aufgabe 1-14 : Beobachtungen:

e Nur S1 hat ¢y verschieden von Null und nur F4 hat einen von Null verschiedenen Mittelwert. Damit
muss F4 zu S1 passen.

* Die Funktionen F4 und F5 sind gerade und miissen somit zu cos Termen fiihren. Damit muss F5 zu
S4 passen.

* F3 und F5 haben Perioden von Linge 2 (F3 nach ungerader Erweiterung). Somit miissen in den
Fourierreihen die Winkelgschwindigkeiten Vielfache von 7 sein. Es kommen nur S2 und S4 in Frage.
Damit muss F3 zu S2 passen.

* Nach ungerader Erweiterung von F3 unterscheiden sich F2 und F3 nur in der Periode. S2 und S3
unterscheiden sich nur in der Periode. Damit muss F2 zu S3 passen.

+ Ubrig geblieben ist noch das Paar F1 und S5.

* Nur die perodischen Erweiterungen von F4 und F5 haben keine Sprungstellen. Die Reihen S1 und S4
haben Terme 1/n%. Somit passen F4 und F5 zu S1 und S4 .

Funktion / fonction Reihe / série
F1 | Fourier Reihe von f(z) =z auf [—7, +7] S5
F2 | Fourier Reihe von f(z) = sign(x) auf [—7, +7] S3
F3 | Fourier Sinus Reihe von  f(x) =1 auf [0, 1] S2
F4 | Fourier Reihe von f(z) = 22 auf [-7, +7] S1
F5 | Fourier Reihe von f(z) =1—-2]|z|auf [-1, +1] S4

Losung zu Aufgabe 1-15 :

(a) Die Periode der Funktion ist 3 und die Funktion ist ungerade. Somit gilt a,, = 0. Es ist w = ==
und es gilt

£~ by sin (nwt) = 3 by sin (% 0
n=1 n=1

wobei fiir n # 0

2 (T2 2 32 n2m 4 (32 n2m
b, = / f(t) sin (nwt) dt = = f(t) sin(——t dt:/ 1sin(——1) dt
T _T/z() (nwt) 3 _3/2() (1) 3/, (1)
4 3 n2m ‘ 3/2 2 4 falls n ungerade
= - |- cos t =— (I —cos(nm))=4¢ ™7
3 < n2m ( 3 )> =0 nm ( () 0 falls n gerade
(b) Somit erhalten wir
4 . 2k+1)27w

t t

) Ghrns o3 )

= 1M

sin(2/3xt) sin(6/3wt) sin(10/37t) = sin(14/37t)
( et - + ; +>
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(©)
T T 42 2
. 2T o 4« 527 34
El == /0 R|b1 Sln(?t)’ dt:R/O\ pSIH (?t) dt:Riﬁ
Ey 42 8
ZLoo =% ~osl
Ey 272 g2

Somit sind ca. 81% der Energie durch die Grundschwingung erzeugt.

Losung zu Aufgabe 1-16 :
(a) Da f eine gerade Funktion ist gilt b, = 0. Fiir a,, muss integriert werden. Fiir n > 0 gilt

us et_‘_eft

T an = i f(t)cos(nt) dt = / cos(nt) dt

—T

t —t ™ T Lt —t
e +e . e —e .
= in sin(nt) o /_7r in sin(nt) dt
t —t ™ T Lt —t
e —e e +e
= 0+ i cos(nt) o /_7r Wcos(nt) dt
em—e T e T —e™ 1
= W COS(n 7T) - W COS(—TL 77) - ﬁ ™ an
e"—e " 1
= o U ETan
Das ist eine Gleichung fiir a,,
1 et —e " et —e "

tn = 7 (1+1/n2) 2n? (=1)" = 27 (n241) (=1*

Der Koeffizient ag ist leicht zu bestimmen.

s et + eft et _ eft ™ em — e T
a0 / 4 4 l-r 2

—T

Da die 27-periodische Erweiterung der Funktion f stetig ist,
stimmen Fourierreihe und Funktion iiberein. Die Fourierreihe

ist somit Z
4 A
el +et ago > . /\\ /\
ft) = =5 +D_an cos(nt) / /\
4 2 3
n=1 ) \ /
e —e T n i (=1)™(e™ —e™™) cos(nt) 1 \\K)//
- 47 27 (n2 =+ 1) O 2 0 2 4
n=1
Die Funktion und die Fourierapproximation (Summe bis n =
4) sind rechts gezeichnet.
(b) b13 = 0 und
T _ T T _ T
== =S % 0.021624

27 (1+132) 340
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(c) Aufgund der obigen Rechnungen konvergiert die Fourierreihe gegen die Funkton f(¢). Fiir t = 0 folgt

hieraus
1 ag > em—e T = T —e T
0 = — = —_ f— 171
1(0) g T2 an A +227r(n2—|—1)( )
n=1 n=1
e —e T 1 > 1 er—e T 1 >
= - - [z | = _- -
2m (2 Zn2+1( )> 27 (2 Zn2+1
n— n=0
T 1 = 1
= - 1)"
er —e T 2+Zn2+1< )
n=0
n:0n2+1 2 eT—e T

Losung zu Aufgabe 1-17 :

(a) * Durch eine zweifache partielle Integration kann eine Gleichung fiir

by, = — / cos(zx) sin(nz) dr
0

™

erzeugt werden. Diese Gleichung kann aufgelost werden.

™
gbn =

™
2t =
Somit ist by, = 'y

[e.e]

/07T cos(x) sin(nz) dx
Z -n /O7T sin(x) cos(nz) dx

T

0T n’ / cos(z) sin(nz) dx
0

n((—=1)" — 1) + n? g b

n«4w+n:{ﬁz

n?—1 0 falls n ungerade

sin(z) sin(n z)

0+ n cos(z) cos(nx)

falls n gerade

falls n gerade ist und wird haben die Fourier Sinus-Reihe

] 4 2k sin(2kxz) 4 (2sin(2x) 4sin(4x) 6sin(6x) 8 sin(8w)
cos(z) n; Ak 1 _7r< R T S
* Der Koeffizient kann auch mit Hilfe des tabellierten Integrals
) cos((a+b)x) cos((a—0b)x)
br) dz = — -
/sm(ax) cos(bx) dx 2(atb) 2(a—1) +C
bestimmt werden.
v 4 , cos((n+1)z) cos((n—1)x)|"
2, = de — — _
5 /0 cos(z) sin(nz) dx 2t 1) 2n=1) o
_ (n=1cos((n+1)m)+(n+1)cos((n—1)m) (n—=1)+(n+1)
B 2(n2—1) 2(n2—1)
_ n(=prt O n((—=1)"+1)
B n?—1 n2—1 n?—1
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* Da die ungerade erweiterte Funktion auch m-periodisch ist, kann auch die folgende Formel ver-
wendet werden.

2 [T 8k
bk:; /0 COS($) Slﬂ(?kx) dx::m
In diesem Fall sind alle Koeffizienten von Null verschieden. Hier erscheinen nur alle obigen

Koeffizienten mit geradem Index.

(b) Das Segment der cos Kurve auf dem Intervall [0, 7] ist ungerade und 2 7r-periodisch fortzusetzen. Die
Approximation durch 2 Terme ist recht gut. Die Schnittpunkte mit der urspriinglichen Funktion sind
illustrativ. Es sind nur wenige Oszillationen sichtbar.

15 T T 15 T T
—f(t) —f(t)

1 — Fourier 2 terms 1 . |—Fourier 20 terms
0.5[ 1 0.5[

0 0
-0.57 ; ‘ 1 -0.57

1 1
-1.5 X ’ -15

-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6

(c) Die Approximation durch 20 Terme ist sehr gut, aber das Phanomen von Gibbs ist zu zeichnen. Es sind
viele Oszillationen sichtbar, mit kleinen Amplituden.

| Octave
1; % assure a script file
function y = f(t)
y = cos(mod(t,pi));
endfunction

t = linspace(-2,6,500); v = £(t);

function y = fFour(t)
n = 20; % number of Fourier terms
y = zeros(size(t));
for k = 1:n
y =y + 2+kxsin(2«kxt)/ (4+«k"2-1);
endfor
y = 4/pi*y;
endfunction

yFour = fFour (t);
plot (t, £(t),t,yFour)
legend (' f(t)’, 'Fourier 20 terms’)

I
Losung zu Aufgabe 1-18 :

(a) Die m—periodisch fortgesetzte Funktion ist gerade und somit sind nur die a,, zu berechnen. Wegen der
Periode 7 sind die auftretenden Terme cos(2 ), cos(4 ), cos(6 z). .. Wir erhalten die Reihe

2 4 (cos(2w)  cos(dw)  cos(6x)
(T3 555 )

e 1-3 3.5 5.7
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Fiir die Losung ist das folgende Integral zu berechnen.

/0 " sin(z) cos(n2x) da

Gnp,

A= 3

/W sin((1—2n)x) +sin((1 +2n)x) dx

1 (cos((1—-2n)z) cos((14+2n)z)\ |T
- 7T< 1-2n 1+2n ) =0
1 [cos((1—-2n)mw) cos((1+2n)m) 1 1
- 77( 1-2n 1+2n _1—2n_1+2n>
1 Liom 1 1
= — (7= <1—2n+1—|—2n>
2 (14+2n+1-2n —4 —4
I <(1—2n)(1—|—2n)>:77(2n—1)(2n—|—1):77(4n2—1)

Der Wert von ag ist unabhiingig zu bestimmen.

2/ sin(z) dx
0

ap = — (—cos(m) + cos(0))

™

2
7T

(b) Die ungerade, 2m—periodische Fortsetzung der Funktion ist die sin—Funktion (auf ganz R) und somit

ist die Fourier—Sinus—Reihe gegeben durch sin x.

(c) Die gerade, 2m—periodische Fortsetzung der Funktion stimmt mit der m—periodischen Fortsetzung

iiberein. Deshalb ist die Fourier—Cosinus—Reihe auch gegeben durch

2 4 (cos(22) 4 cos (4x)  cos(6x) n
T 1-3 3-5 5-7 N
Losung zu Aufgabe 1-19 :
(a) Die Periode der Funktion ist 3 und die Funktion ist gerade. Somit gilt b, = 0. Esistw = 2% 2; und
es gilt
f(t)~ 24 Zan cos (nwt) ?0 + Zan cos ( )
n=1
wobei fiir n # 0
T/2 9 [3/2 2)
an = = / cos (nwt) dt = - f @) cos(n 7Tt) dt
T/2 3 J 32
4 3/2 9 4 1 3/2 2
= - f(t)cos(n 7Tt)dt:f /tcos( t)dt+/ 1cos(n Wt)dt
3 Jo 3 3 0 1 3
4 32 n2mw n2m n2m 3 namw ‘3/2
N . 1 -
3 ((n%)? (COS( 3 )ty sinl) >+<n27rsm( 5
4 32 n2m 12 n2m
5 (o (== C55-1)) = Gz (=59 -1)
3 n2m

3

s 25

Der Koeffizient % ist gleich dem Mittelwert der Funktion. Somit ist

a > n2mw
0
?—i_ Elan cos(

n—=

o0

k2m

2 3 k2w
t) = 3—1—; ()2 (cos( 3 )—1) cos(
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(b)

4 -9

W3 o T yape

3 ~ —0.00157767 , b7 =0

Eine andere Losungvariante kann auf der 3—periodischen Fortsetzung der Funktion

t fir 0<¢t<1
f)y=q1 fir 1<t<2

3—t fir 2<¢t<3

aufbauen. Nun konnen drei Integrale bestimmt werden.
2 ! 2 2 2 3 2
an = = /tcos(n 7Tt)dt—i—/ 1cos(n 7Tt)ahH—/(3—t)cos(n T
3 \Jo 3 1 3 2

Losung zu Aufgabe 1-20 :

t) dt)

(a) Die Funktion ist gerade und somit treten nur Cosinus Terme auf, d.h. b, = 0. Die Periode ist T = 8

und somit w = 27” =I,

]
2 +T/2 2 +4 T
an = = / f(t) cos(nwt) dt = = f(t) cos(n—1t) dt
T Jors 8 J_4 4
2.2 1
= 5 ; (1—1) cos(n%t) dt
1 4 ONE 4 ! ) T
= 3 <(1_t)n77 sm(n4t)‘t:0—ﬂ ; (0—-1) sm(nzt) dt)
1 4 o7 42 T 1
= 5 ((1 — t) E Sln(n Z t) — m COS(n Z t)) ‘t:()
1 42 m 8 77
= Sam (s D) = s (1= costn )

Fiir den Spezialfall ag erhalten wir

\)

2 [t 1

n an by,
0 : 0
1 50— %) 0
2 % 0
3| g1+ %) |0
4 1672 0
5| 52z (1+ %) 0
6 o 0
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(b) Es gilt
> 7r
ap
f) = 2+z:1 ap cos(nwt) + by, sin(nwt)) +Zan cos(n Zt
n—=
1 8 1 m 2 27 8 3 16 47
N oSt (1— 7) cos( t) + = COS(T t)+ 9.2 (1+ ﬁ) COS(T t)+ 6.2 COS(T
27 37 47
~ 0.125+0.23741 COS(Z t) 4+ 0.20264 COS(T t) 4+ 0.15375 COS(T t) +0.10132 COS(T ) +...
(©)
1 1 4 1
= —1ib = 14+ —) = 0.027675
¢ =gla—ib)=gas =575 (14 75)

[N

o

o]
—~—
="

Signal f(t)
o
(o]
—
| —

o

i
—
/

o
N
~ |
|

0
4 2 0 2 4
Zeitt
|
t = linspace(-4,,4,101);
f = (l-abs(t)) . (abs(t)<=1);
plot (t, f)
xlabel (' Zeit t’); ylabel(’Signal f(t)’)
axis([-4 4 -0.1 1.11])
| print —-dpdfwrite OneMinusAbs.pdf
Losung zu Aufgabe 1-21 :
(a) Da die Funktion gerade ist, gilt b,, = 0. Die Periode ist 7" = 6 und somit w = 2% = % und es ist
ag = % Fiir n #£ 0 ist
2 3 2 (1
an, = / f (z) cos (nwt) dt = 2 / (2 —2t) cos (nwt) dt
6 -3 6 0
8 [sin(nwt) cos(nwt) 4+t sin (nwt) !
3 nw n? w? 0
™ . . ™ ™
verwende w = 3 o sn (nw) = sin (n g) und  cos (nw) = cos (n g)
_ 83 sin (n ) i cos (n §) +sin(n %)
3 nm n? w2
sin (9 %) cos (9%) +sin(97%) 8
ag = 8 -3 =
97 92 72 27 2
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(b) Es gilt
1 ) 4
¢ = 5 (aw—ib) =m0
1
c-g = 3 (ag +ibg) = cg
(c) In diesem Beispiel ist w = 2T = Z und statt der Funktion f (¢) wird die neue Funktion g () =

f(t+7) = f(t+2) untersucht Es gilt

Cph = € Cn

. A 4
15 92 67
Cg = €3 Cg =€ C9 C9 T
4
~ _ —16m
Co = e e 27 2
Losung zu Aufgabe 1-22 :
(@) w=2F=1
1 [ 1
ap, = / f(t) cos(nt) / cos(t) cos(nt) dt
T J_x ™ w/2
1 T 1 w/2
b, = — / f(t) sin(nt) — / cos(t) sin(nt) dt
T J_x T
(b)
1 [/ in(m/2) — sin(—7/2) 2
w = L / cos(t) dt — sin(m/2) — sin(—m/2) _ 2
T J_rs2 7r 7r
12 1
a = — / cos?(t) dt = =
7T —7/2 2

Da die Funktion f(t) gerade ist gilt b, =0 .

(©
w/2 _
anp = 1 / cos(t) cos(nt) dt = M
™ —7/2 (n - 1)7T
Lo 8t)d —2 0.010105
ag = ; /;W/Q COS(t) COS( t) t = m ~ —U.

(d) Die Funktion f(¢) wird durch vier Terme bereits recht gut approximiert, wie die untenstehende Graphik
zeigt.

ft) = % + ian cos(nt)
n=1

1 1 2 2 2
= 4= = cos(2t) — —— cos(dt) + —— -
—+3 cos(t) + e cos(2t) e cos(4t) + T cos(6t)
0.6366 + 0.5 cos(t) + 0.2122 cos(2t) — 0.0424 cos(4t) + 0.0182 cos(6t) —

Q
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Losung zu Aufgabe 1-23 :

(a) Zuerst ist ungerade zu erweitern und somit ist die Periode 7' = 4 7w und man findet w = i—ﬂ = %
b LT ey i) dt 1/W'(t) in(" 4) dt
= — SN — = — S1n SN —
" 4 s 0 2 T 0 2
(b) Mittels einer Integraltabelle oder Taschenrechner erhilt man
—4 . nT 1
bn = m SIH(T) falls n 75 2 und b2 = 5
(c) Esgilt
> n
f&) = an sin(g t)
n=1
4 1 1 4 3 4 5 4 7
N sin(§ t)+ 3 sin(t) + B sin(i t) — T sin(§ t)+ T sin(§ t)—...

= 5; % number of terms
—4/pi./ ([1:N]."2-4) .xsin([1:N]*xpi/2); b(2) = 1/2;
= linspace(-10,13);
= zeros(size(t));
for n = 1:N
f = f+ b(n)*sin(n/2+*t);
end%for
plot (t, f)

| axis([-10,13,-1.1 1.1])

Losung zu Aufgabe 1-24 : Die Funktion f(t) ist gegeben durch

0 falls ¢t <0
f(t) =
t/2  falls t>0

o O =
Il

und muss mit Periode 4 fortgesetzt werden.

(a) Wegenw = 2% = § erhilt man

2 [? .27 2 [(*t o« —cos(nm)  (—1)"*t
bn_4/_2f(t)sm(n4t)dt—4/0 §s1n(n§t)dt— =

nm nm
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(b)

/ Ft)e "t gt =

(1+inm)e "™ —1

2n2 2

2

(1+2n7r)( n"—1
2n2 2

_ (dinm -1 falls n gerade _ ST falls n gerade
% falls n ungerade S falls n ungerade

(c) Wegen 2¢, = a, —ib, gilt

falls n gerade _ 1)+l
b = —2Im(c,) ={ P i
73 falls n ungerade nm
T
0 falls n gerade
ap = +2 Re(cn) = -9
5 falls n ungerade
Somit erhalten wir
s = gx ~10.01989 cg = =297~ —0.00125 — i0.01768
ag = 0 ag = g2z  ~—0.00250

Losung zu Aufgabe 1-25 :

(a) Die Funktion ist ungerade zu erweitern zur ungeraden Funktion f,,. Dadurch wird die Periode 4 und

man erhalt

2 [? 2 2

1 1
/ t sin(n T t) dt = / t sin(n T t) dt
L 2 ; 2

(b) Die Funktion ist gerade zu erweitern zur geraden Funktion f,;. Dadurch wird die Periode 4 und man

erhalt
2 [? 2 2
= Z /;2 fg(t) COS(nTt) dt = Z

(c) Hier ist die Periode T' = 2 und man erhilt

/ f —znﬂ't dt =
(d) Verwende e #1137 = —1

1ot
0

2
— (¢ 1 p—i13mt ‘ ' o1
—120m =0 —267

l\D\)—l

1 1 -
/ |t| cos(n = ) dt = / t cos(n—t) dt
1 0 2

/ e—inﬂ't dt

1
/ 167i137rt dt
0

1 —113m 1 —t1137t ‘ !
= (& — e
—i26m 2(—i137)2 t=0

= o (D4 (21:1))2772 (—1— 1))
—1 1

= — — —— ~ —0.000599534 — 7 0.0122427

267 16972

SHA 5-7-21



KAPITEL 1. FOURIER REIHEN 150

Losung zu Aufgabe 1-26 :

(a) Die Funktion ist ungerade mit Periode 6 und man erhilt sofort a,, = 0 und das Integral

/ f(t) sin(n / f(t) sin(n - t) dt
/ (n ”)dt+2/(3 1) sin(n ©¢) dt
— sin(n —t) sin(n
0 2 3 3 Jo 3
(b) Wegen a4 = 0 kann das obige Integral fiir n = 4 exakt oder numerisch bestimmt werden. Das Resultat

ist

93
32 2
Die komplexe Koeffizient ist nun gegeben durch

b, =

Wi N

by = ~ 0.0493575

9v3
64 72

04:§(a4—ib4) 7[)4__

(c) Der Term mit ¢4 in der Fourierreihe von f(t) ist gegeben durch

i 4
lt) S— by exp(ii

cy exp(i 3 5 3 t)

Somit lautet der Term mit der selben Frequenz in der Ableitung g(t)

47 —i 47 27 47
— — b —t — b —
{ 3 9 4 eXP( 3 ) 3 4 eXP( 3 )

und der komplexe Fourier Koeffizient von g(t) ist gegeben durch

2 33
04_—7Tb4+ olggzo.1o3374

Dieser Koeffizient kann auch bestimmt werden durch Integrale

-2 2 3
1 1 1
/_3 -1 exp(—i4gt) dté /_22 exp(—i4gt) dt+6 /2 -1 exp(—i4gt) dt

Wl O~

21 1 3
/02008(4§t)dt+3/2 -1 Cos(4gt)dt

Losung zu Aufgabe 1-27 :

(a) Da die Funktion gerade ist gilt sicher b,, = 0 und in der gegebenen Formel liest man ab, dass a,, = 0
falls n gerade und a,, = W?—ig falls n ungerade. Wegen 2 ¢, = a,, — ¢ b,, gilt

16
w2 n?2

{ 0 falls n gerade
Cn =

falls n ungerade

o 16

Somit ist Cr = Cl7 = 2172

16
7249° C]g = Ound c_ 17 =
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(b) Die Funktion entsteht durch eine Verschiebung um 1/2 nach rechts der gegebenen Funktion. Somit
sind die neuen Fourierkoeffizienten

Cinal
e ’L’T'L7T2 Cn
und
o
in L . )
($_1/2 _g E:ez 2 ¢ e znﬂx: E:(_Z)ncneznﬂx
n—=——oo n—=——oo

Da nur Koeffizienten c,, mit ungeradem Index von Null verschieden sind kann dies umgeschrieben

werden zu (verwende (—i)2F 1 = — . %% = j (—1)k*1)
= k+1 (2k+1) 7 = DM 16 opg
J— > 7 T
fla=1/2) = g@)~ Y (- ey e Z %H ¢

k=—00 k=—00

Die reelle Fourierreihe ist etwas schwieriger zu konstruieren. Man konnte mit der urspriinglichen
Formel starten und erhalt

1 32 o= cos((2k+1)(z —1/2)7) 32 —=cos((2k+1)zm —km —7/2)
fo-3) = 3
2 2 kzzo (2k 4 1)? T2 kZ:O (2k +1)2
32 Ksin((2k+Daxm—kn) 32 — e sin((2k+ 1)z m)
- 2 Z 2 - 12 (=1) 2
me = (2k+1) m = (2k+1)

(c) Die Funktion h ist die Ableitung der Funktion f und die Fourierreihe von h(x) konvergiert iiberall,
ausser bei den Sprungstellen. Somit

W) ~ —52 Z sin((2k + 1) z )

prt 2k +1

Losung zu Aufgabe 1-28 :

(@)
ap, = 71T/7r sin(t/2) cos(nt) dt =0
b, = /7r n(t/2) sin(nt) dt = ;/jrcos((l/Q—n)t)—cos((1/2+n)t) dt
_ 1 <sm (1/2—n)t) sin((1/2+n)t)> 4
2 1/2—n 1/2+n -
_osin((1/24+n)m)  sin((1/2+n)7T) 1 1
- 1/2—n atn - omd/24n)m <1/2—n_ 1/2+n>
T 2 2 2(1+2n)—2(1—-2n)
= sm(§+n7r) <1—2n_ 1+2n> :cos(nw)< T a2 )

B 8n (=) 8n
- COS(M)(l—an?)_ 1—4n?

(b) a7 =0und by = 1 =57 = 38 ~ 0.0914.

(¢) In der Fourierreihe werden viele (50) Terme beriicksichtigt. Somit wird die Funktion auf dem Intervall
(—m, ) sehr gut rekonstruiert. An den Stellen +7 tritt wegen der 2 7-periodischen Fortsetzung eine
Sprungstelle auf und das Phinomen von Gibbs wird sichtbar.
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0.5

Losung zu Aufgabe 1-29 :
(a) ungerade Rechteck—Funktion, 2 m—periodisch, Phinomen von Gibbs

(b) Umskalierung

(c) Wegen h'(t) = g(t) kann die Reihe von ¢(t) gliedweise integriert werden. Der konstante Anteil ist der
Mittelwert der Funktion A(t), d.h. 5. Man erhilt

4 & 1 2k+1)T¢ 40 & 2k+1)T¢
Bt~ 55 - - 1WCOS((2;€+1>2):5_OZCOS(;k+1)22)
Wk;:o( +1)3 + ™ = (2k+1)
Losung zu Aufgabe 1-30 :
(a)
| A 2\ o
by = — (t* —7°) sin(nt)dt =0
m —T
n = = T t) dt = (-1)" —
a 7T/ﬂ( 7“) cos (nt) ( )nQ
. —4 72
o7 73
und somit
272 & n
fla)~— +) (-1)" = cos(nt)
n=1
(b)
1 [" 4
b, = — 2t si t)ydt = —(-1)" —
71_/_7r sin (nt) (1) -
1 ™
anp = / 2t cos(nt) dt =0
™ —T
Man erhilt die Reihe
> 4
!/ ~ — _1717 : t
@)~ =0 Z sy

(c) Die Fourierreihe von f” (t) = 2 ist die Funktion selbst.
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(d) Vergleichen Sie die ersten drei Teilaufgaben.
Die Funktion f () ist differenzierbar fiir x # k7 mit k € Z. Es gilt

f(t):—7r2+/tf/(7')d7' firalle ¢t€R
0

Die Fourierreihe der Ableitung konvergiert gleichmissig auf Intervallen die kein Vielfaches von m
enthalten. Deshalb kann die Reihe dort gliedweise integriert werden und stimmt mit der Funktion f (t)
liberein. Da sowohl die Funktion als auch die Fourierreihe stetige Funktionen sind miissen sie auch an
den isolierten Punkten k7 iibereinstimmen. Somit hitte die Reihe von f’(¢) auch durch gliedweises
differenzieren erzeugt werden kdnnen.

Die erste Ableitung kann nicht auf der ganzen reellen Achse als Stammfunktion der zweiten Ableitung
geschrieben werden.

t t
Fi(t) £c+ f"<f>dT:c+/_sz:c_2t
0 0

Die Sprungstellen der Ableitung werden nicht korrekt erfasst. Dieses Problem dussert sich auch beim
gliedweisen (formalen) Ableiten der Fourierreihe von f’. Man erwartet

%f’(x) - ( Z —sm nt))
~ _Z "4 cos(nt)

Diese Reihe konvergiert nicht gleichmissig und kann deshalb auch nicht gliedweise integriert werden
um auf die Reihe von f’ zu kommen. Eine Integration der Fourierreihe von f”(t) = —2 ergibt

t t
f'(r) dr = / —2dr = -2t
0 0
und dies ist keine Fourierreihe.

(e) Beit = £ konvergieren die Fourierreihe der Ableitung nicht gegen die Werte der Ableitung der Fouri-
ereihe, da die periodische Fortsetzung der Ableitung dort Sprungstellen hat. Eine Beziehung zwischen
der Fourierreihe der zweiten Ableitung und der (formalen) zweiten Ableitung der Fourierreihe ist nicht
auszumachen.

Losung zu Aufgabe 1-31 :

(a) Skizze der Funktion, wobei das Phidnomen von Gibbs zu zeichnen ist.

—Orginal Funktion
— Fourier Approximation
1 A A i\
0.5 /
A\ A~
0 V \v4 V AV \‘ A7
0 5 10
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(b)
17 . 1 [ A
an = — /sm() cos (nx) dr und b, = /sm() sin (nx) dz
s 2 0 2
0 0
(©)
1 [ 2
apg = /sin(x)ld:c:
s 2 T
0
[ . T -2
Tay = /Sln(2) cos(nx) de =...= 105
0

Losung zu Aufgabe 1-32 :
(a) Die periodische Erweiterung der Funktion ist ungerade, somit gilt a,, = 0.

(b) Wegen h = sin(n/2 — d) gilt d = 7/2 — arcsin(h). Die Knicke im Graphen der Funktion f(¢) sind
bei 7/2 + dund 37/2 & d. Da die Periode 2 7 ist gilt w = 1 und somit

27
b = S [ ) sin(nt) dt
T Jo
1 7r/27d 1 7T/2+d
= / sin(t) sin(nt) dt + / h sin(nt) dt

™Jo T Jr/2—d
1 37T/2—d 1 37r/2+d

—1—/ sin(t) sin(nt) dt + / —h sin(nt) dt
T Jr/2+4d T J3rn/2—d

1 27
—|—/ sin(t) sin(nt) dt
T J3r/2+d

Da die Funktion f(t) ungerade ist kann die Rechnung erheblich vereinfacht werden, indem das Integral

von 0 bis 7 mit 2 multipliziert wird.

w/24+d ™

w/2—d
by, = 2 (/ sin(t) sin(nt) dt +/ h sin(nt) dt + / sin(t) sin(nt) dt)
™ \Jo 7/2—d 7/2+d

(c) b7 kann numerisch (TI/HP/Octave/MATLAB) bestimmt werden mit den Werten d = 0.5 und h =
sin(m/2 — d) = 0.877583. Man erhilt b; = 0.010743. Der Koeffizent c7 ist nun leicht zu bestimmen

mittels

cr == (a7 —iby) = % by = —i 0.0053713

N

(d) Das Produkt der Funktionen f(¢) und sin(2¢) ist zu integrieren iiber das Intervall [0, 7]. Beziiglich
der Achse x = /2 ist f(t) gerade und sin(2¢) ungerade, das Produkt somit ungerade. Deshalb gilt

b2:2/7rf<t) sin(24) dt = 0
™ Jo
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17 —f(x)
N/ sin(2x)
— Produkt
051 : 1

-0.57

Mit derselben Argumentation lédsst sich zeigen, dass b, = 0 falls n eine gerade Zahl ist.

Losung zu Aufgabe 1-33 :

(a) Die periodische Erweiterung der Funktion ist gerade, somit gilt b, = 0 . Der Mittelwert der Funktion
ist O und somit ag = 0 .

(b) Wegen h = cos(d) gilt d = arccos(h). Die Knicke im Graphen der Funktion f(¢) sind bei +d, 7 — d
und —7 + d. Da die Periode 2 7 ist gilt w = 1 und somit
1 (7 2 [T
a, = — f(t) cos(nt) dt = / f(t) cos(nt) dt
-7 ™Jo

s

) d 9 —d 9 T
= — [ hcos(nt)dt+ — cos(t) cos(nt) dt + — —h cos(nt) dt
0 T Jd T

s ™ —d

(c) a7 kann numerisch bestimmt werden mit d = 0.6 und . = cos(d) = 0.825336. Man erhilt a; =
—0.00461773. Der Koeffizent c7 ist nun leicht zu bestimmen mittels

1 1
Cr = 5 (a7 - ib7) = 5 a7 = —0.00230886

(d) Das Produkt der Funktionen f(¢) und cos(2t) ist zu integrieren iiber das Intervall [0, 7]. Beziiglich
der Achse x = /2 ist f(t) ungerade und cos(2t) gerade, das Produkt somit ungerade. Deshalb gilt

ag = i/oﬂf(t) cos(2t) dt =0

0.5

-0.51
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Mit derselben Argumentation lisst sich zeigen, dass a,, = 0 falls n eine gerade Zahl ist.

Losung zu Aufgabe 1-34 :
(a) Zuerst 3—periodische Fortsetzung zeichnen, dann Phinomen von Gibbs beriicksichtigen.

(b) Zuerst ungerade fortsetzen auf [—3, 3], dann 6—periodische Fortsetzung zeichnen, dann Phinomen von
Gibbs beriicksichtigen.

(c) Zuerst gerade fortsetzen auf [—3, 3], dann 6-—periodische Fortsetzung zeichnen, kein Phinomen von
Gibbs einzeichnen. Der Graph darf keine Ecken aufweisen, diese miissen abgerundet sein.

(d) Der Wert von cq entspricht dem Mittelwert der Funktion und ist in diesem Beispiel ¢y = % Die
Rechnung ist
1 [32 2 1 3 21 2
== S (t-3)2dt=—=(t—3)? =— -27T=-
“ 3/09( ) 73 =973 3

Losung zu Aufgabe 1-35 :
(a) Zuerst 2—periodische Fortsetzung zeichnen, dann Phinomen von Gibbs beriicksichtigen.

(b) Zuerst ungerade fortsetzen auf [—2, 2], dann 4—periodische Fortsetzung zeichnen, dann Phinomen von
Gibbs beriicksichtigen.

(c) Zuerst gerade fortsetzen auf [—2, 2], dann 4—periodische Fortsetzung zeichnen, kein Phinomen von
Gibbs einzeichnen. Der Graph darf keine Ecken aufweisen, diese miissen abgerundet sein.

(d) Der Wert von ¢ entspricht dem Mittelwert der Funktion und ist in diesem Beispiel

1401

Co=—%5 = 0.55
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
05 05 05
1 n -1
2 1 0 1 2 3 4 6 4 > 0 2 4 6 -6 4 2 0 2 4 6

Losung zu Aufgabe 1-36 :

(a) Esistw = 27” = 7 und somit

(b)
C = 1 /Ztei”ﬂdt—lemﬂ_imrt_l‘Q_leinﬂth 2
" 2 Jo 2 (—inm)2 10 2 n2r2 o
1 i
= —— (inm2+1-1)=—
5 22 (inmw2 + ) —
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(c) Fiir die Fourier-Sinus—Reihe muss die Funktion ungerade auf das Intervall [—2, 2] fortgesetzt werden.
Nun ist w = /2 und wir erhalten

2 [? 1 (4sin(nrt/2) 2t t/2)\ |2

by = - / t sin (n7t/2) dt = = i (ng /2) _ 2t cos (nmt/2)
4 J 9 2 n4m nmw =9
—4 4

- - - (-1 n+1
— cos (nm) . (-1)
Das fiihrt auf die Reihe
4 (sin(nt/2) sin(27t/2) sin(37t/2)  sin(47t/2)  sin (5wt/2)
T 1 2 * 3 B 4 + 5 o

(d) Auf dem Intervall [—2, 2] ist % t? eine Stammfunktion von ¢. Somit kénnen wir die Fourierreihe glied-
weise integrieren und erhalten die Reihe

8 cos (mt/2)  cos(2mt/2) cos(3wt/2)  cos(4mt/2)  cos(5mt/2)
C+772<_ T R R R

Die Konstante C' = ¢y muss mit dem Mittelwert der Funktion iibereinstimmen und somit

1 21 2
C== —2dt==
4/_22 3

Losung zu Aufgabe 1-37 :

S1<F1 , S2< F4,F7 , S3+< F2,F5

Losung zu Aufgabe 1-38 : Die Antwort basiert auf der Grundformel

f(t) =co+2Re ch exp(inwt)

n=1
Die Messdauer ist 31 Tage (August) und somit ist die “Periode” T' = 31 Tage. Mit der Zeiteinheit Tag gilt
somit w = %—f Die Abtastfrequenz ist 24x6/Tag = 144 /Tag und somit viel grosser als die zu untersuchende
Frequenz von 1/Tag, d.h. wir sind klar auf der sichern Seite.

(a) Die virtuelle Periode ist 31 Tage (ganzer August) und somit die Grundfrequenz . Die zu unter-

31 Tag
suchende Frequenz ist 1/Tag. Somit ist der gesuchte Koeffizient c31, resp. ¢(32) in MATLAB/Octave.

(b)
c31 = —0.016118 +40.127044 = 0.12806 - exp(i 1.6970)
S31(t) = 2Re <C31 exp(i 31 Zt)) = 2 Re (0.12806 exp(i (2t + 1.6970)))
= 0.25612 cos(27 (t + 0.270))

Wegen 0.270 Tag = 6.48h = 6 h29 min wird das zu einer Cosinus Kurve mit Amplitude 0.256, die
um 6 h 29 min nach links verschoben wird.

(c) Die Maximaltemperatur wird ca. um 17:31 erreicht.
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amplitue as function of the frequency Daily Variations
0.2 ‘ ‘ ‘ ; ; ; ‘ ;

o 02
0.15 E

° é 0.1
E | s

3 01 £ o0
:

E— -0.1
0.051 ﬁ

-0.2

0 i L il APy i i i i
0 1 2 3 4 5 0 5 10 15 20
frequency [1/day] time t [h]

Losung zu Aufgabe 1-39 : Die Antwort basiert auf der Grundformel

f(t) =co+2Re ch exp(inwt)

n=1

Die Messdauer ist 152 Jahre und somit ist die “Periode” T" = 152 Jahre. Mit der Zeiteinheit Jahr gilt somit

2w

Die Abtastfrequenz ist 12/Jahr und somit deutlich grosser als die zu untersuchende Frequenz von

1/Jahr, d.h. wir sind klar auf der sicheren Seite.

(a) Die virtuelle Periode ist 152 Jahre und somit die Grundfrequenz

. Die zu untersuchende
152 Jahr

Frequenz ist 1/Jahr. Somit ist der gesuchte Koeffizient c;52, resp. ¢(153) in MATLAB/Octave.

(b) Wir geben t in Tagen an, d.h. 0 < ¢ < 360.

C152 =

S152(t) =

—4.66386 + 70.12835 = 4.6656 - exp(i 3.1141)

. 21
2 Re <Cl52 eXp(Z 152m t))

2
2 Re (4.6656 -exp(i3.1141) exp(i % t))

27 27
3312 1141 + — = 9.3312 — 178.4
9.3312 cos(3 + 360 t) = 9.33 COS(360 (t+178.4))

27
9.3312 — (t — 181.6
cos(=5 ( )

Somit schwankt die Temperatur um 2 - 9.3°C = 18.6°C.

(c) Die Maximaltemperatur wird ca. am Tage 181.5 erreicht, d.h. am 2. Juli. Da die monatlichen Durch-
schnittstemperaturen angebenen sind, ist eine systematische Verschiebung von 15 Tagen “eingebaut”
und wir erwarten die warmsten Tage in der Mitte des Monats Juli.

Im untenstehenden Spektrum ist erkennbar, dass auch die Beitrdge mit Periode 6 Monate, d.h. c3g4, einen
Betrag leistet. In der Graphik mit den Temperaturdnderungen ist aber ersichtlich, dass dieser Beitrag klein

ist.
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Amplitudenspektrum der Temperatur
T : : T : T

10 - -
— ein Beitrag
— zwei Beitraege
4t
2 51
=
S
7 R
a <
Tof 3
o
£
£ 5[
1+
0 Y A hin sl A A bl L AndAhs 10 L i L
0 50 100 150 200 250 300 350 0 100 200 300 400

n Zeit, in Tagen

Losung zu Aufgabe 1-40 :

e Periode m,w =2,b, =0,a0 =0

co —= 0
_ 1 ' - (_1)n+12
e = glan—ib) = o T Ea T
+oo n+1
i2nt __ (_1) * 2 .
1(t) Z cp e = Z @ @nT D) exp(i2nt)
neN\{0}
n = —00
n#0

* Verwende die Orthogonalitit

w/2  falls n=k

—7/2 0 falls n#k

w/2
/ cos(2nt) - cos(2kt) dt = {

A = /”/2 Ut) - I(t) dt

—7/2
42R [T cos 2t cos 4t  cos 6t cos 2t cos 4t  cos 6t
= — — )= +...) dt
0

13 35 5.7
_ 16R/”cos2 2t+0052 4t+cos2 6, gy 16R (w2 w2 w2
w2 Jo (1-32 7 352 (5-712 77 a2 \(1-32 " 352 (5-7)?

8R 1 1 1 8R (1 1 1
= — )=+ =—=—=+—+...] =0.29634 R
w ((1-3)2+(3-5)2+(5-7)2+ ) 7r (9*225*1225+ )

72 13 " 35 57" B

Losung zu Aufgabe 1-41 :

(a) Bsgilt P(t) = U(t) I(t) = U(t)/R . Verwende die Orthogonalititsrelation

0 falls n # k

-2 2 falls n =%

2
/ sin(nwt) sin(kwt) dt = {
um die folgenden Integrale zu bestimmen

S
A = — t) dt
R/_2U<>
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2 [& n(nw ?
- 7/ <Z<—1>"“S(nt)> t

i(_l)nﬂsin(nwt) <i<_l)k+lsin(llzwt)> dt

k=1

(b)

4 . 2
A, — (_1>n+1sm(nwt)> it

n

2=
[\

i~
S IS
YOEER

n=1

| =

4
8 8 1 1 1 8
- 2 — = (44— )14
R7? nzjl 2 Rw? < +4+9+ 16) R7?

Der relative Fehler ist gegeben durch

3

A—Ay T 142
A 2

Somit ist der relative Fehler ca. 13% .

Losung zu Aufgabe 1-42 :

(a) Die Funktion % (¢) kann auch durch 2—periodische Erweiterung der Funktion —4 sign x vom Intervall
P g
[—1,1] auf R erzeugt werden. Aus einer Tabelle kann man die Fourierreihe

. —16 1
u(t) = - 202714—1 sin ((2n + 1)7t)

ablesen. Die ersten paar Terme sind somit

—-16 (1 1 1
u(t) = — <1 sin (7t) + 3 sin (37t) + R sin (57t) + .. >

Ebenso kénnte man die allgemeine Formel

9 [T
b, = = / @ (t) sin (nwt) dt
T 0

einsetzen (w = 27 /T = 7), um zu

2 [t 8 —16 falls n gerade
bp =2 = / (—4) sin (nnt) dt = — (cos (nm) — cos0) = n g
2 Jo n 0 falls n ungerade

gelangen. Die Fourierreihe von u (¢) kann auch direkt bestimmt werden oder durch Integration der
Reihe von 1 (t). Der Mittelwert ¢g = 0 kann leicht abgelesen werden.

16 /1 1 1
=— < cos (mt) + 3 cos (3mt) + = Cos (5mt) + .. >

w) = (5

™
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(b) Die Gleichung kann auch als

iy =)
Yy RC?J—U

geschrieben werden. Die komplexe Gleichung

. 1 _ ot
Y+ RC y=e
hat die partikulédre, komplexe Losung
y (t) — 1 eiat — RC eiat
ia+1/(RC) iaRC +1
Also wird die reelle Gleichung
1 .
y = i 9 Dt) = I i (2n+1)7t
vt rC Y 2n+1 sin ((2n + 1)mt) 2n+1 mag €
gelost durch
1 RC .
) =1 i (2n+1)7t
yn () =Imag oo s RO 11
und wir haben die Fourierreihe fiir die partikuldre Losung
—16 — 1 RC :
t)=—1 i (2n+1)7t
yp (1) = — = Imag nz:;)QnJrl i(@n+)7RC+1°

Das ist eine komplexe Fourierreihe der partikuldren Losung. Die allgemeine Losung des homogenen
Problems konvergiert exponentiell gegen 0 und wir brauchen sie hier nicht anzugeben.

Losung zu Aufgabe 1-43 :
(a) Die Funktion |cost | entsteht aus | sin | durch eine Phasenverschiebung um 7.

9 X L2ik(+])

v
t] = |sin(t+=) = —= S
|cost| | sin( +2)| - 1
=—00
(o.¢] ; [e.9] ;
BT e I
s 4k%2 -1 T 4k%2 -1
k=—oc0 k=—0o0

(b) Elementare Addition der gegebenen Information.

1
h(t) = 5 (sint 4 |sint|)

1 (2 ) 4 (cos 2t cos 4t  cos 6t >>
= — +sint — — + + + ...
T

2\« 1-3 3-5 5.7
l—i— sint 2 (cos 2t  cos 4t  cos 6t >
—+ =

2 1-3—i_i’>-5—|_5-7+

(c) Die komplexe Fourierreihe von h(t) ist gegeben durch

1 _6”—6_” 2 o e?ikt
ht) =5 <‘Zz‘ﬁ D e

k=—o00

Die Funktion u(t) entsteht aus h(t) durch
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1. Phasenverschiebung um 7
2. Andern des Vorzeichens
3. Addition von 1

und somit

u(t) = 1—h(t—m)

2 ™ 4k2 -1
k=—o00
1 elt _ it ) 0 e?ikt
= 14+-= |- —
T3 ( T 2 e
k=—o00
elit _ it 1 o e?ikt
= 1— -
D D e

Losung zu Aufgabe 1-44 :
(a)

1 /" 1 [" 2
cp=— / Uin (1) 1 dt = — / sin(t) dt = —
0 0 7T

™ m

(b) Die Periode von u;, (t) ist 7 und somit die Darstellung als Fourierreihe von der Form
0 .
uzn(t) ~ Z cneant
n=—oo
Aufgrund der Angaben in der Aufgabe haben wir die Fourierkoeffizienten

-2

= m(4n?2 —1)

Fiir u;,, () = €'“? gilt aufgrund der Angaben in der Aufgabenstellung

T = o <mR+WC>
R 144 RC
G = ( tiw RC) _ _y,, LtiwmRC
m R m
—m
Uout —

1+iwmRC ™"

Wir haben die folgenden Transfers von Eingangs- zu Ausgangsfunktionen

Uin(t)  —>  Uoue(t)
. —m .
ezwt . ezwt
1+ iwmRC
pi2nt ._m i2nt
14+imRC2n
. —m .
[e'e) 2nt [e%s) i2nt
Zn:—oocn e Z €

n=-co n 7 TymRC2n

—m .
. _ o i2nt
Uout( ) Zn:—oo T (4n2 — 1) 1+imRC2n
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(c) Fiir ein Signal mit Periode 7/4 muss die Winkelgeschwindigkeit durch w = Pesig T

sein, d.h. in diesem Beispiel muss n = 4 sein. Die entsprechenden Koeffizienten sind

= 8 gegeben

2 —m ) —5 +10
“4 T TUn?_1)1+imRC2n w(4-16—-1) 1+410-8 637(1+410-8)
~ 7.89-107%-i6.3147-107* = 6.315- 1071 711558
c_4 = C3~6.315-1071 01558

und der 7 /4-periodische Beitrag ist somit

4€+i8t 4 C_y e*igt ~ 6315 . 1074 e’i (81‘/7 1.5583) 4 6315 . 1074 677: (8t71.5583)
2.6.315- 104 cos(81 — 1.5583) = 0.00126 cos(8¢ — 1.5583)

Das Resultat kann auch bestimmt werden mittels

2 Re(cq e™8%) = 2 Re(6.315 - 10~ 4 ¢~ # 155831188y — 1 963 . 1073 cos(8t — 1.5583)

Losung zu Aufgabe 1-45 :

(a) Die komplexen Fourierkoeffizienten des Eingangssignals sind gegeben durch

1
2¢, = / te M dt = —t e~ inmt
" 1 nT

und offensichtlich ¢y = 0. Somit ist die Fourierreihe gegeben durch

1 1 n;

1 . -1
1+ : 6—m7rt dt = 2 ( ) G

- mm J_q nm

+0

= — (—1)"i
(t — 2 R, Tt _ 2 R, inmt
Win (t) co+ e Z Cné e Z R e

0 ( 1)n+1
= 2Re E (cos(nmt) + i sin(nnt)) = 2 g ~——— sin(nnt)
nm
n=1

In Formelsammlungen kann dieses Resultat auch direkt abgelesen werden.

(b) Es ist geschickter mit komplexen Signalen weiterzuarbeiten. Fiir u;, (t) = et gilt
—-m ,
t) = wnmt
Uout(?) 1 +imRCnr

Durch die Summenbildung erhalten wir fiir die oben gegebenen Signale w;,, (¢) und eyt (1)

e A e i(—1)"
uin(t) = 2Rechem”:2Re276m”
n=1 n=1

) e )
¢ — 9R T znﬁt:2R inmt
Uout (t) ezzl 1+ imRCnm n € eZ::I 1+imRCnr nw ‘

Fiir ein Signal mit Periode 1/2 muss die Winkelgeschwindigkeit durch w = 52~
Periode

sein, d.h. in diesem Beispiel muss n = 4 sein. Somit ist die Amplitude gegeben durch

= 41 gegeben

1 5
4 14145-2-4xm

(—1)*i -m

Amplitude = 2 =
mpHtuce 47 1+ imRC4r

~ 0.0063

Losung zu Aufgabe 1-46 :
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(a) Das Signal ist 4—periodisch und somit ist w = 2% = 5. Die komplexen Fourierkoeffizienten des

Eingangssignals sind gegeben durch

1 [? ; I 1[0,
cp = / Sign(t)e—znﬁ/Qt dt:/ 6—zn7r/2t dt—/ 6—1n7r/2t dt
i), 1/, 1),

_ 2 e—inw/Zt‘z_ 2 e—inﬂ'/Qt‘O
—idnm 0 —gdnm -2
i —inm i inTm i i n
= —1 P —1) = — —1)=— ((-1D)" -1
2nm (e )+ 2nm (e ) nim (cos(n ) ) nm ((=1) )

und aufgrund des Mittelwertes der Funktion ist cp = 0. Somit ist die Fourierreihe gegeben durch

. ~ = inm/2t _ = L 1\ inmw/2t
Uin (£) co+2 Re;cne 2 Re; — ()" =1 e
. Rei (= - 1) (cos("4) + i sin("T4)) = 2 i ED" =1 (M
B ~nm 2 A 2
_ % <sin(7;/2t) N sin(3;r/2t) N sin(5;r/2t) N sin(?;r/Qt) L )

Als alternative Losung kann auch verwendet werden, dass die Funktion ungerade ist und somit a,, = 0.
Die Koeffizienten b,, sind durch ein Integral zu bestimmen.

9 [2 2
b, = 1 / sign(t) sin(nm/2t) dt :/ sin(nm/2t) dt
—92 0

—2 cos(nm/2t) ‘2 ~ 2(1—cos(nm))  2(1—-(-1)") _ { - falls n ungerade
0

n t=0 nm nm falls n gerade

Somit erhalten wir auch mit dieser Rechnung

i (1) ~ an sin(%ﬂ) _ 4 (sin(w/Qt) N sin(37/2t) N sin(b7/2t) N sin(77/2t) L )
n=0

T 1 3 5) 7

In Formelsammlungen kann dieses Resultat auch direkt abgelesen werden.
(b) Es ist geschickter mit komplexen Signalen weiterzuarbeiten. Fiir u;, (t) = e/t gt

_ —-m inm /2t
1+ imRCnm/2

Uout (t>

Durch die Summenbildung erhalten wir fiir das oben gegebene w;, (¢) das komplexe Signal

- —m , =i (-1 —1) —m ,
out(t) = 2 . inm/2t _ o /2
tout(t) Renz::lc 1+imRCnr/2 ‘ Re Z nm 1+ imRCnm /2 ‘

n=1

(c) Fiir ein Signal mit Periode 4/7 ist die Frequenz E und somit muss die Winkelgeschwindigkeit gegeben
sein durch % - 2 7. Das ist der Fall fiir

A o 7
n—-=_— =
5 =37 n
d.h. in diesem Beispiel muss n = 7 sein. Mit RC' = 2 ist die Amplitude nun gegeben durch
-m 2 10 4 10
Amplitude = 2 =2 — = |———|~827-107°
mptuee C71+imRC77r/2’ Tn 1+i7-2007r/2‘ Tn |1+ i707
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Losung zu Aufgabe 1-47 :

(a) Die Funktion f(x) ist nur auf dem Intervall —1 < x < 1 von Null verschieden. Dort ist sie gegeben

durch f(x) = cos(x 5). Somit erhilt man

1 T i 1 ! T i 2 cosn
Cn:ﬁ 77rf(x)e e dx:ﬂ 71COS($§)€ Lne dflf:m

(b) Nun ist die Funktion g(z) = cos(z 5;) = f(z/c) ist auf dem Intervall —a < 2 < o von Null

verschieden
1 T , 1 @ ;
e = — glx)e " dr = — / cos(z l) e """ dx

2m J_, 2 J_, 2«

mit Substitution s =xz/a, dr = ads

1
! T, _; 2 cos(n )
= gy gl s e T

Die Berechnung des letzten Integrals stimmt mit dem Integral fiir ¢,, fast iiberein. Fiir die Schlussformel
kann in der gegebenen Formel fiir c,, der Term n durch n « ersetzt werden.

(c) Setze oo = 2 in der allgemeinen Formel fiir eine komplexe Fourierreihe.
o0
4cos(2n) i
/(@) _Z 72 _16n2 ¢

Losung zu Aufgabe 1-48 :

(a) Da die Funktion symmetrisch ist gilt b, = 0 und wir haben

2b
ag — —
T
und
17 I
anp = — / g (x) cos(nzx)de=— / cos (nz) dx
s - m -b
_ sin(nz) b _ 2sin(nb)
B nt o |,_, = nmw
Somit ergibt sich die Fouriereihe
(o9} oo .
agp b 2 sin (nb)
g(t) ~ > +Zancos(nt) = +ZT cos (nt)
n=1 n=1
(b) Zu zeichnen ist die Funktion
h(n) = 2 sin(nb)
T n

beziehungsweise der Betrag dieser Funktion. Die Graphik ist vergleichbar zur Funktion

sinx

sincx =
T

deren Graph sie unten sehen
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v ||\
vl |
ol | ]

/ N

-0.2

(c) Die erste Nullstelle von sinc z ist bei x = 7 und somit ist die erste Nullstelle der Funktion & (n) bei
n= %. Die Breite des Hauptmaximas (Nullstelle zu Nullstelle) ist somit 27” und wir haben

2
Breite des Hauptmaximas - Fensterbreite = Tﬂ 2b=4d7

Losung zu Aufgabe 1-49 : Faltung des Amplitudenspektrums der Fenster mit dem Signal
(a) Breite der Fenster 0.4

¢ Rechteck: ca. 30 Einheiten breit (Minimum zu Minimum), erhebliche Nebenmaxima

¢ Hamming: ca. 60 Einheiten breit, (fast) keine Nebenmaxima
(b) Breite der Fenster 0.8, somit halbe Breite der Peaks. Die Peaks bleiben gleich hoch.
Siehe auch Abbildung 1.34 auf Seite 64.
Losung zu Aufgabe 1-50 :

(a) Die Abtastfrequenz ist % Hz ~ 2731 Hz. Die messbaren Frequenzen diirfen hochstens halb so gross
sein, d.h. < 1365 Hz.

(b) Die Grundfrequenz ist 1/3 Hz. Diese Frequenz muss mit 300 multipliziert werden um auf die gewiinschten
100 Hz zu kommen. Somit liefert |c3p| die gesuchte Amplitude.

(c) Signalanteile mit tiefen Frequenzen durchlaufen in 3 sec nur wenige volle Schwingungen. Deshalb
wird der Einfluss des ,,Abschneidens” nach exakt 3 sec erheblich sein.

Losung zu Aufgabe 1-51 :

(a) Das erste Maximum ist bei n = 63, das zweite bei n = 71. Die Intervalllange von 2.5 Sekunden fiihrt

zu einer Grundfrequenz von
1

T 255
Die beiden Frequenzen sind die entsprechenden Vielfachen dieser Grundfrequenz, d.h.

) =04Hz

v = 63-04Hz=252Hz
vo = 71-0.4Hz=284Hz

(b) Die hochste erfassbare Frequenz ist die halbe Abtastfrequenz (Shannon)

1 1024
225s

= 204.8 Hz

Vmax =

Somit konnen Signale mit einer Frequenz grosser als 200 Hz sicher nicht erfasst werden.
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(c) Messen wihrend einer gewissen Zeit entspricht dem Multiplizieren mit einer Fensterfunktion. Der
Effekt der Fensterfunktion mit Breite 2.5 Sekunden ist in der gegebenen Abbildung sichtbar. Verkiirzt
man das Messfenster um einen Faktor, so wird die Breite der ,,Ausschmierung® um den selben Faktor
vergrossert. Die beiden Extremas haben einen Abstand von 8 Einheiten. Die volle Breite der beiden
Peaks ist ca. 5 Einheiten. Somit diirfen die Signal nur um einen Faktor 8/5 = 1.6 breiter werden.
Deshalb darf das Messintervall um den Faktor 1.6 verkleinert werden, die hochste messbare Frequenz
steigt somit um den Faktor 1.6 an. Somit kénnen Signale bis zu ca. 300 Hz erfasst werden, indem man
nur noch 1.56 Sekunden misst.

Die Zahlenwerte in dieser Aufgabe konnen durchaus etwas variieren. Um die Graphik zu erzeugen wurde
die Funktion
f(t) =3x%sin(25.1-27t) — cos(28.6 - 27t)

verwendet.

Losung zu Aufgabe 1-52 :

(a) In der Graphik liest man ab, dass die maximalen Werte bei n; = 50 und ny = 62 liegen. Da die
Periode T = 0.25 ist gilt fiir die Grundfrequenz v = % = 4. Somit ist die erste Frequenz circa 200 Hz
und die zweite 250 Hz .

(b) Die Abtastfrequenz ist % = % = 16384 ~ 16 kHz. Es konnen Signale bis zur halben Abtastfre-

quenz untersucht werden, d.h. bis maximal 8 kHz .
(c) Wegen f =n x % = 4 x n lauft die Skala nun von 0 zu 400 Hz.

(d) Es wird das selbe Signal gemessen und somit werden die Hauptfrequenzen auf der Frequenzskala nicht
verschoben. Der Einfluss der Faltung mit der Fensterfunktion muss untersucht werden. Durch das
langere Messintervall wird der Ausschmiereffekt durch die Fensterfunktion erheblich reduziert (Faktor
10) und somit miissen die beiden Maximas erheblich schmaller werden und besser getrennt, aber an
der selben Stelle auf der Frequenzskala.

1
—T=0.25
—T=2.5
0.8
806
2
£
£oas
0.2 J
0

0 100 200 300 400
Frequency [Hz]

Losung zu Aufgabe 1-53 :

(a) In der Graphik liest man ab, dass die maximalen Werte bei n; = 45 und ny = 75 liegen. Da die
Periode T' = 10 ist gilt fiir die Grundfrequenz v = % = 0.1. Somit ist die erste Frequenz circa 4.5 Hz

und die zweite 7.5 Hz .

(b) Die Abtastfrequenz ist % = % ~ 410. Es konnen Signale bis zur halben Abtastfrequenz untersucht
werden, d.h. bis 200 Hz .
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(c) Die Periode wurde halbiert und somit die Grundfrequenz verdoppelt. Somit miissen die neuen Maximas
bei % und % liegen. Das kiirzere Messinterval fiihrt auch zu breiteren Maximas, aufgrund der Faltung
mit der Fourierreihe der Fensterfunktion. Die Losung ist in der untenstehenden Graphik enthalten. Die
halbe Abtastfrequenz ist hier gegeben durch % l%ﬂ ~ 1638 Hz .

1
—T=10
—T=5
0.8
0.6
— I
o
0.4 ’
) \\// itr~—«—;4/
0
0 20 40 60 80 100

n

Losung zu Aufgabe 1-54 :

(a) In der Graphik liest man ab, dass die maximalen Werte bei n; = 25 und ny = 28 liegen. Da die
Periode T" = 0.1 ist gilt fiir die Grundfrequenz v = % = 10. Somit ist die erste Frequenz circa 250 Hz

und die zweite 280 Hz .

(b) Die Abtastfrequenz ist % = % = 10240 ~ 10 kHz. Es konnen Signale bis zur halben Abtastfre-

quenz untersucht werden, d.h. bis 5 kHz .
(c) Wegen f = nx £ = 10 * n lduft die Skala nun von 0 zu 500 Hz.

(d) Die Lage der Hauptfrequenzen wird sich auf der Frequenzskala nicht verschieben. Der Einfluss der
Faltung mit der Fensterfunktion muss untersucht werden. Durch das ldngere Messintervall wird Auss-
chmiereffekt durch die Fensterfunktion erheblich reduziert und somit miissen die beiden Maximas
schmaller werden und besser getrennt, aber an der selben Stelle auf der Frequenzskala.

—T=0.1
—T=0.5
0.8
S06
2
=
S04
0.2 J
N
0

0 100 200 300 400 500
Frequency [Hz]

Losung zu Aufgabe 1-55 :
(a) Die Grundfrequenz ist % = % Hz. Die Spitze ist bei n ~ 141, was zu einer Frequenz von f; ~

% = 35.25 Hz fiihrt. Die Hohe des Peaks ist h ~ 3.4. Somit ist die Amplitude dieses Beitrag ca.
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2-3.4 = 6.8 . Bei der zweiten Berechnung ist die Spitze bei n ~ 144 und die Grundfrequenz ist 1.0%'
Somit ist die geschitzte Frequenz f; ~ 1.(1)33- 7 ~ 35.16 Hz konsistent mit der ersten Schéitzung. Die
Hohe der grosseren Peaks wird sicher unterschitzt durch die obigen Rechnung, wegen des Fenster—

Effekts.

(b) Das kleinere Signal scheint die Frequenz zu wechseln, dies ist aber ein durch Aliasing erzeugtes Arte-
fakt. Das durch FFT bestimmte Spektrum der DFT ist periodisch, mit der Abtastfrequenz als Periode.
Frequenzen die grosser sind als die Abtastfrequenz erscheinen noch einmal im Spektrum, aber mit
kleiner Frequenz.

* Die erste Abtasfrequenz ist f4; = % = % = 1024 Hz. Die effektive Frequenz ist grosser als
diese Abtastfrequenz, d.h. fo = fa1 + Afa1. Fiir die erste Messung ist das kleinere Maximum
bei ny ~ 77 und somit gilt

77
fo=1024 + 1 1043.25 Hz

* Die zweite Abtasfrequenz ist f4o = 11.0 91 = 1000 Hz. Fiir die zweite Messung ist das kleinere
Maximum bei no / 177 und somit gilt

177
~1 ——— ~1043.21H
fo 000—1—4_1024 043 z
Somit sind die beiden Resultate konsistent.
Formal ist das Gleichungssystem
fo = My1024 = T

fo — M31000 = 4.%.70724

aufzulosen nach f» € Ry und M; € N. Da man aber weiss, dass die Frequenz kleiner ist als die
doppelte Abtastfrequenz, so muss M; = Mo = 1 sein.

Zu Threr Information: das effektiv verwendete Signal fiir die Simulation ist
f(t) =7sin(35.2-27t) + 2 sin(1043.3 - 27 ¢)

Die untenstehgenden Graphiken zeigen die beiden berechneten Spektren mit Frequenzen bis zur doppelten
Abtastfrequenz. Die markierte zweite Frequenz bleibt an der selben Stelle, bei 1043.3 Hz .

3.5
3 |
©25 zweite FrL uenz
g2
2 2
g'l.S 34
< 1
I
0.5 ul
0
0 500 1000 1500 2000

Erste Berechnung, Frequenz [Hz]
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3.5
° ite F
o rweite Frequenz
g2.2
E‘l.S ;Z
< 1
0.5
0
0 500 1000 1500 2000

Zweite Berechnung, Frequenz [Hz]

Losung zu Aufgabe 1-56 : Ursache der Probleme:

» Seine Abtastfrequenz ist 200 kHz und somit nicht deutlich mehr als das doppelte der zu untersuchen-
den Frequenzen, Stichwort Nyquist. Die Abtastfrequenz sollte mindestens 300 kHz sein.

* Seine Grundfrequenz ist 100 Hz. Somit wird sein Signal als Summe von Signalen mit ganzzahligen
Vielfachen dieser Frequenz geschrieben. Er wird die beiden Beitrdge mit 100 kHz und 100.1 kHz nicht
deutlich unterscheiden konnen. Bei einer Messdauer von 7" = 0.1 Sekunden ist die Grundfrequenz
10 Hz und somit sind die beiden zu untersuchenden Frequenzen um 10 Punkte (d.h. 100 Hz) getrennt.
Es ist eventuell moglich sie zu unterscheiden.

« Um FFT effizient einzusetzen ist es viel besser 2/ Punkte zu messen, wobei N geeignet zu withlen
ist.

* Er verwendet £ft () obwohl er nur die Amplituden zweier bekannter Frequenzen bendtigt. Das
Verfahren von Goertzel ist effizienter. Damit ist es nicht mehr notwendig 2"V Punkte zu wihlen.

Eine mogliche Losung:
(a) Hohere Abtastfrequenz, lingeres Messintervall und entweder 2V Punkte oder Goertzel.
(b) Messintervall der Linge 7" = 0.1 Sekunden und 2'° = 32768 Punkte wihlen. Goertzel verwenden.
(c) Wegen 10000 - 10 Hz = 100 kHz muss er ¢, mit n = 10’000 bestimmen und wegen 10010 - 10 Hz =
100.1 kHz auch ¢,, mit n = 10'010.

Losung zu Aufgabe 1-57 : Falls f(x) = > | by, sin(nn x) ist die Gleichung geldst durch

u(z) = Z _an sin(nm x)

2
nem
n=1

Somit ist eine Fourier—Sinus—Reihe der Funktion f(z) = 1 auf dem Intervall gesucht.
Die Funktion f(z) muss zuerst ungerade erweitert werden auf das Intervall —1 < x < 1. Die Fouri-
erkoeffizienten a,, = 0 verschwinden. Die Werte von b,, sind gegeben durch

b, = % /11 f(z) sin(nrx) de =2 /01 sin(nm x) dx

1
—eosnm ) | =2 o) — 1) = 2 (1 - (—1)")

0 nm nim

= 2
nTm

Somit gilt

fa) =1 = % <Sin(i7r x) N sin(zﬂ x) N Sin(zw x) N sin(?r x) L >
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Die Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch
—4 <sin(17r x) sin(3rz) sin(brx)  sin(77wx) >

u(z) =

T 172 3372 53 72 73 72

oder mit formal korrekter Notation

4 i sin((2k — 1)7 z)
BEE (2k —1)3

k=1

Losung zu Aufgabe 1-58 :

(a) Die als Tipp gegebene Funktion ist in die Differentialgleichung einzusetzen.
At nm

u(t,z) = e " sin (T x)
ug (t,x) = —X,e "t sin (% x) = =M u(t, o)
—n272 2.2
Ugy (b)) = % e At sin(n% x) = 7227( u(t, )
2 2
A\, = K nL72r Differentialgleichung
k222
up (t,x) = exp(— Z;r t) sin(nf7r x)

(b) Eine Fourier—Sinus—Reihe der Funktion 1 auf dem Intervall [0, L] verwenden.

2 [F -2 L L
bn = L/; 1 Sin(TLIiT )d:c—f% COS(%QQ‘) 0
-2 2
- (1)) = (1 (—n
2 (- 1) = 2 (1= (1)

Somit ist b, = 0 falls n eine gerade Zahl ist und b,, = i fiir ungerade n und es gilt (n = 25 + 1)

4 o0 Sln 2]+1)7r )
— Z fir O<x<L
T = 23 + 1

Nun ist die Losung der partiellen leferentlalglelchung gegeben durch die Reihe

4 & ) t 4 . si @2j+Dr E2(27 + 1)272

u(t,x):—Zmﬁl(’x)zfzsm(.L ) exp (— (j+)7rt)

T 4 25+ 1 T 4 25+ 1 L?
J=0 J=0

Losung zu Aufgabe 1-59 :

(a) Ansatz
u(t,x) =T(t) - sinnmx

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

2
% u(t,x) = % u(t, x)
T(t)-sinnre = —(nm)2T(t)-sinnrz
Tt) = —(nm)?T(t)
T(t) = T(0)e ("
u(0,z) = sinnmx deshalb T(0) =
u(t,x) = e~ gin

Durch FEinsetzen kann diese Losung kontrolliert werden.
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(b) Die gegebene Fourierreihe ist auf dem Intervall [—7, 7] konstruiert, wir benédtigen Sie aber auf dem
Intervall [—1, 1]. Durch eine Umskalierung kann das gewiinschte Resultat erzeugt werden.

2sin(z) 2 sin(2z) n 2 sin(3z) 2 sin (4z) n 2 sin(5z)

! 1 2 3 1 5
Ersetze x durch w . Falls —7 < mx < mdannist -1 <z <1.
2 sin(mx) 2 sin (27x) N 2 sin (3rx) 2 sin(4wx) 2 sin (brx)
T~ — - _
1 2 3 4 5)
1 (2sin(mz) 2sin(2rz)  2sin(3rz) 2 sin(4drx) 2 sin (57x)
T o~ = - + - + -
s 1 2 3 4 )
_ 1 > (=) 2 sin (n7x)
7r n
n=1

Mit Hilfe von Superposition kann nun aus der vorangehenden Teilaufgabe die Losungsformel angegeben
werden.
o .
Z(_l)nH 2 sin (nmz) - (nm)?t
n

u(t,x) =

N[

n=1
Losung zu Aufgabe 1-60 :

(a) Die Funktion f(t) = % auf —7 < t < 7 ist ungerade und somit sind alle a,, = 0. Die b,, sind zu

bestimmen.
2 4 1 i g
b, = t sin(nt) dt = - sin(nt) t cos(nt)
27 J_. 7 w2 n? n t=—m
_ 1 2mcos(nm) _ (—1)"*+12
- q2 n N ™n
und somit
> 2 (sin(1t) sin(2t) sin(3t) sin(4t) = sin(5t)
)~ by =2 - - _—
1) ; sin(n?) 7r< 1 > T3 VI

(b) Der Graph von % sin(z) = 0.636 sin(¢). Nullstellen und Amplitude konnen leicht korrekt gezeichnet
werden. Mit der Graphik kann auch das Resultat der vorangehenden Rechnung iiberpriift werden

(c) Hier ist es einfacher, mit der komplexen Reihe zu rechnen. Da die reellen Koeffizient bereits bekannt
sind ist keine Integralberechnung notwendig.

1 ) iy (=1
c, = i(an iby) =1 p—
~ +int __ . (_1)n +int
f(t) Z Cp € = Z 1 77_(” e
nez\{0} n€Z\{0}

y(t) ~ Z i (_1)n e+int

49 —-n24i2n 7wn

neZ\{0}
Losung zu Aufgabe 1-61 :
(a)
ft)y = em
y(t) — Kneint
Gt +291) +49y(t) = Ky (—n?+i2n+49) ="

1
49 —n?2+i2n

i
I
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(b) Fourierreihe der Funktion f(t) = 1 t auf dem Intervall (-7, ).

1 ™1 .
Cp = — Ztetnt gt
2 J_, T
1 te—int T 1 /ﬂ ] >
= — | — - — le tnt gt
22 < —in t=—m  —in J__
Wefznﬂ e+in7r
L (e Cne )
—in
i(=n"
= —1” =
() - e =

Der Wert von ¢y = 0 ist separat zu berechnen.

f(t):%tfv Z Cneint: Z Z(;;)n eint

neZ\{0} neZ\{0}

Verwende die Linearitit, Superposition und die Losung der ersten Teilaufgabe um die Losung anzuschreiben.

: 1 (=)™
Z Kncneznt: Z 49_n2+7;2n ( ) eznt

m™n
nez\{0} neZ\{0}

(c) Der Term A cos(7t + ¢) ist enthalten in

K qc e T 4 K 77Tt oder 2Re(K7C7e”t)

Wegen

o .

y(t) = Koco + 2 ReZKn cp et

n=1

ist die Amplitude gegeben durch
1 i(—1)7 11 1 3
A=2|K =2 =2——=—=65-10
[ K er] ‘49—72+i2~7 n7 1477 497

Die Rechnung mit der komplexen Fourierreihe ist sicher die einfachste Losung der obigen Aufgabe. Falls
auf einer reellen Rechnung insistiert wird, so konnen aus c,, die Koeffizienten a,, und b,, bestimmt werden.

1 o0 o0
;t ~ Z cne'™ =co+2Re che’m—
n=-—oo n=1 =
2(—1 n+1
ap = 2Rec, =0 und b, =-2 Imcn:¥
™
1 2 o« (-t
—t ~ = sin(n t)
s T

n=1
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1.13 Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie
» wissen was Korrelation von zwei Funktionen bedeutet und auch berechnen konnen.
* die Idee der Fourierreihen (Approximation durch trigonometrische Funktionen) erkldren konnen.
¢ die grundlegenden Eigenschaften der Fourierreihen kennen.

¢ Fourier—, Fourier—Cosinus und Fourier—Sinus—Reihen von einfachen Funktionen bestimmen
konnen.

komplexe Fourierreihen bestimmen konnen.

mit Fourier—Reihen rechnen konnen.

mit den Begriffen Amplitudenspektrum, FFT und Faltung vertraut sein.

Anwendungen der Fourier—Reihen und Faltung als solche erkennen und die Rechnungen (mit
Hilfe von geeigneten Werkzeugen) ausfiihren konnen.
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Chapter 2

Fouriertransformation

Im vorangehenden Kapitel haben wir Fourier—Reihen von periodischen Funktionen untersucht. Die Resul-
tat lassen sich nicht iibertragen auf nichtperiodische Funktionen. In realen Anwendungen werden aber die
meisten Funktion nicht periodisch sein. Deshalb ist es erstrebenswert moglichst viele Ideen und Resultate
zu iibertragen.

2.1 Von Fourier-Reihen zu Fourier-Integralen

In diesem Abschnitt wird ein heuristischer Ubergang von Fourier—Reihen zu Fourierintegralen vorgestellt.
Es soll als Motivation fiir die Transformationsformeln dienen.

Fiir eine 27 —periodische Funktion f(¢) auf dem Intervall [—T", T'] sind die komplexen Fourier—Koeffizienten
gegeben durch

17 ;
tn = 5 /_T f(r)e "™ dr

und die urspriingliche Funktion kann mit w = 7 dargestellt werden durch die Reihe

f(t) ~ i Cn emwt

n=—oo

Nun untersuchen wir das Verhalten der obigen Darstellungen fiir 77 — oo . Dazu sei die Funktion f
urspriinglich nicht periodisch, aber wir schrinken sie auf das Intervall [—7', 7] ein und erweitern dann
periodisch. Das Vorgehen wird durch Abbildung 2.1 illustriert.

Wir setzen

1
Ao , (I:nAU:i und nw =270 =21nAc

T aT 27
Nun konnen die beiden obigen Formeln auch kompakter geschrieben werden als

f(t) ~ Z </_Tf(T) 6—2271'07- dT) 6127TnAcrtAO_

Die Reihe berechnet eine numerische Approximation eines uneigentlichen Integrales mit Hilfe der Stiitzpunkte
nAo. Fir T' — oo riicken diese immer niher zusammen und wir erhalten fiir ,,schone” Funktionen f

F(t) ~ /(:O_OO (/_O;f(T) p—i2moT d7'> Qi2mot g

Diese heuristischen Uberlegungen fiihren auf die Definition der Fouriertransformation. Es sollte keine
Uberraschung sein, dass sich viele Eigenschaften der Fourier—Reihen auf die Fourier—Transformation iibertra-
gen.
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Figure 2.1: Eine lokalisierte Funktion und ihre periodischen Fortsetzungen mit Perioden 5, 10 und 15

2.2 Definition und Eigenschaften der Fouriertransformation

2.2.1 Definition

2—1 Definition : Sei f : R — R eine Funktion. Dann heisst die neue Funktion
o0 .
FUN0) = Fw) = [ pw) et ar
—o0

die Fouriertransformation von f. Viele Funktion konnen dargestellt werden mit Hilfe der Fouri-
ertransformation durch -
f(t)rv/ F(v) ™t dy

—0o0
Das ist die Fourierriicktransformation. Die beiden Transformationen unterscheiden sich
lediglich durch das Vorzeichen in der komplexen Exponentialfunktion.
Die ,.beliebige* Funktion f(¢) kann als uneigentliches Integral von periodischen Funktion e?2 7™
mit Frequenz v und Amplitude F'(v) geschrieben werden.

Es gibt auch andere Definitionen der Fouriertransformation. Insbesondere kann der Faktor 27, der hier
im Exponenten auftaucht auch an anderen Stellen erscheinen. Das Minus—Zeichen in der Exponentialfunk-
tion kann auch von der Transformation auf die inverse Transformation verschoben werden.

Man spricht auch von einer Fourier-Korrespondenz und schreibt kurz

f(t) oe F(v).

Die inverse Fourier-Transformation einer Funktion F' () ist gegeben durch

FHF@W)(t) = /OO F(v)e?™ dv.

—0o0
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2-2 Beispiel : Wir untersuchen die Rechtecksfunktion der Breite 2b

f(t):{ 1 falls |t <b

0 falls [t >b

Die Fouriertransformation ist gegeben durch

Fv) = /_Oof(t)e_i%r”tdt
b

— / e—i27rl/t dt
—-b

1 ; b ’ b
= me*ﬂ’”’t = ;V(cos(27ryt)—isin(27rut)) L
1
= — sin(27wvd).
— sin(2mw v b)

sin av

Die Fouriertransformation F'(v) ist also eine Funktion vom Typ *22¥ wobei die beiden ersten Nullstellen
beiv = :l:ﬁ liegen. Das Produkt der Breite 2b des Fensters und der ,,Breite” der Transformation sind also
konstant: je breiter das Fenster f(t), desto schmaler die Transformation F'(v).

Die Rekonstruktion der urspriinglichen Funktion kann durch die folgenden Zeilen von Octave—Code
verifiziert werden. Die Fouriertransformierte F'() und das rekonstruierte Signal (numerische Integration)
sehen Sie in Abbildung 2.2. Deutlich zu erkennen ist auch hier das Phinomen von Gibbs. Die Rechnungen
wurden fiir den Fall b = 2 ausgefiihrt.

| FourierRect.m |
function y = fsinc(nu)

b = 2;
y = sin(b*2*pi*nu) ./ (nu*pi);
endfunction

nu = linspace(-1,pi, 500);

figure (1)

plot (nu, fsinc(nu)) % plot the Fourier transform
xlabel (! frequency \nu’)

axis([-1 pi, -1 4.5])

t = linspace(-4,6.0034,200); ft = t;

for ii = 1l:length(t) % compute the inverse of the Fourier transform

% ft(ii) = real(quad(@(nu)exp (i*2*pixnu*t (ii))*fsinc(nu),-5,5,1e-5,0));
ft (ii) = quad(@(nu)cos(2+pi*nuxt (ii)) .*fsinc(nu),-5,5,1e-5,0);

endfor

figure(2)

plot (t, ft) % plot of the reconstructed function

xlabel ("time t’)

| axis([-4,6,-0.2,1.2])

2.2.2 Konvergenz

Bei Fourierreihen stellte sich das Problem der Konvergenz, da beim Auswerten der Reihe mehr und mehr
Terme beriicksichtigt werden. Die selbe Frage stellt sich auch bei Fouriertransformationen, da das un-
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Figure 2.2: Fouriertransformation eines Rechtecksignals und Rekonstruktion des Signals

eigentliches Integral als Grenzwert definiert ist. Existiert das uneigentliche Integral, so ist

00 M
/ ... dv= lim ... dv.
M —o00 -M

—0o0

2-3 Satz :  Sind eine Funktion f (t) und ihre Ableitung f’(t) stiickweise stetig auf jedem
beschriinkten Intervall und existiert das uneigentliche Integral

JIRECIEEE

—0o0

so existiert auch das uneigentliche Integral
0 .
f(t)w/ F(v) et dy
—00
fiir alle Werte von t € R. Ist die Funktion f (t) stetig, so gilt das Gleichheitszeichen. An den

Sprungstellen der Funktion f (t) konvergiert das Fourierintegral gegen den Mittelwert der rechts-
und linksseitigen Grenzwertes. Das Phinomen von Gibbs tritt auch hier auf.

2-4 Beispiel : Fiir das obige Beispiel eines Rechtecksignals haben wir die Transformation

1
F(v) = — sin(27vb)
Y
erhalten. Nun versuchen wir die urspriingliche Rechtecksfunktion zu rekonstruieren.
Als Hilfsresultate verwenden wir

L sin(27vb) sin(27vt) ist ungerade beziiglich des Argumentes v und die scheinbare Polstelle

bei v = 0 ist problemlos integrierbar, deshalb ergibt das Integral dieser Funktion iiber die reelle Achse
den Wert 0.

* In guten Formelsammlungen finden Sie

0

x
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Nun berechnen wir

00 . © q .

/ F(v)e?™tdy = / — sin(2mwvb) 27V dy

oo o TV
oo

1
= / — sin(27wwvb) cos(2mvt) dv

o TV

> 1
+1 / — sin(27vb) sin(2wvt) dv

oo TV

1
= 2/ — sin(27wvb) cos(2mvt)dv+0
0

TV
_ /OO sin(2mwv (b —t)) v+ /OO sin(2mv (b+1)) v
0 iwZ 0 w4
_ /°° sin(2mv (t + b)) dy — /°° sin(27v (t — b)) d
0 TV 0 TV
_ sign(t+b) sign(t —b)
B 2 2
0 falls [t| > b
= 1 falls [t =0b
1 falls [t| <b
Somit wurde die urspriingliche Funktion f(t) rekonstruiert. &

2-5 Satz : Parseval’sche Gleichung
Fiir F(v) = F[f(t)] (v) gilt

o0

| word= [ Fwr.

Man kann zeigen, dass die Fouriertransformation fiir Funktionen in Ly definiertist, d.h. falls [*_|f(¢)[*dt <
oo. Die transformierte Funktion F ist auch in Ly, d.h. [ |F(v)[*dv < occ.

2-6 Beispiel : Fiir das bereits untersuchte Beispiel eines Rechtecksignals gilt

/o;f(t)]zdt:/bbldt:%

und )
e * sin“(2mvb
/ |F(z/)|2dy:/ SIC2TV) gy,
PSS o TEV
Den Wert des uneigentlichen Integrales kann man einer Integraltafel entnehmen. &

2.2.3 Cosinus und Sinus-Transformation

Ist eine Funktion f : Ry — R nur fiir positive Argumente definiert, so kann sie auf die ganze reelle Achse
fortgesetzt werden, durch eine gerade oder ungerade Erweiterung.

fg(t) = {
fu(t) = {

(t) fir t>0
(=) fir t<0
(

t) fir t>0

f
f
f
—f(=t) fir t<0

SHA 5-7-21



CHAPTER 2. FOURIERTRANSFORMATION 180

Von diesen Funktionen kann nun die Fouriertransformation bestimmt werden. Das fiihrt auf Cosinus- und
Sinus-Transformation. Es ist zu beachten, dass die Definitionen noch um Faktoren modifiziert werden,
damit die entstehenden Formeln etwas einfacher sind. Fiir Anwendungen ist die Fourier—Transformation
klar wichtiger als die beiden trigonometrischen Transformationen. Deshalb werden wir uns fast auss-
chliesslich mit der Fourier—Transformation beschiftigen. Es ist aber offensichtlich, das sich viele Resultate
und Eigenschaften problemlos iibertragen lassen.

Cosinus-Transformation

Die Fourier-Transformation der geraden Erweiterung heisst Cosinus—Transformation und es ergibt sich
die folgende Integralformel.

]:[fg] (l/) = /OO fg (t) e—i2mvt 1y

— / f 7127r1/t dt—i—/ f 71271’1/1‘, dt
_ / f z27r1/s d8+/ f —z27r1/t dt

— / f 127rzzt +e 227r1/t) dt
= 2/0 f(t) cos(2muvt)dt.

Es ist offensichtlich, dass F'(v) eine gerade Funktion ergibt. Die urspriingliche Funktion kann wieder rekon-
struiert werden mit Hilfe der Riicktransformation

f) ~ / F(v)e?™t dy
70 . S .
= / F(v) et2mvt dl/—{—/ F(v)e?™ dy
—0o0 0
0 . S .
= —/ F(—s) e’QW‘Stds—i—/ F(v) ™ dy
00 0
— / F(I/) (€i2wut+e—i27rut) dv
0

= 2/0 F (v) cos(2mvt)dv.

2-7 Definition : Ist eine Funktion f : R, — R gegeben, so berechnet sich die Cosinus—Transformation
mit Hilfe der Formel

Folfl(v)=Fc(v)=2 /wa(t) cos (2mvt) dt

Daraus kann die Funktion wieder rekonstruiert werden durch
oo
ft)~2 / Fo (v) cos(2mvt) dv
0

Fiir eine gerade Funktion f : R — R gilt F[f] = Fo[f]-
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Sinus-Transformation

Die Fourier-Transformation der ungeraden Erweiterung heisst Sinus-Transformation und es ergibt sich
die folgende Integralformel.

AR = [ nmea
0 ) 00 ‘
= / —f (=) e‘””tdt+/ Ft)e 2t
oo 0
0 ) 00 ‘
= f(_s) ez?ﬂ'us dS—l—/ f(t) 67127r1/t dt
00 0
— / f(t) (e—z’27rut . ei?ﬂut) dt
0
= -2 in(2 d
i /0 f(t) sin(2mvt) dt

Es ist offensichtlich, dass F'(v) eine ungerade Funktion ergibt. Die urspriingliche Funktion kann wieder
rekonstruiert werden mit Hilfe der Riicktransformation

f) ~ / F(v)e?™t dy
— / F(l/) 6127rut dl/—l—/ F(l/) 6227rut dv
—o0 0
= —/ F(—s) e””tds—i—/ F(v) 2™t dy
00 0
— / F(V) (ei27r1/t . 671’27Tl/t) dv
0
= 21’/ F(v) sin(2mvt) dv.
0

Da der Faktor ¢ sowohl in der Transformation, als auch in der Riicktransformation auftaucht, kann er durch
eine geeignete Definition eliminiert werden.

2-8 Definition : Ist eine Funktion f : R, — R gegeben, so berechnet sich die Sinus—-Transformation mit
Hilfe der Formel

o0
Fs|f](v)=Fs(v) =2 / f(t) sin(2wvt)dt.
0
Daraus kann die Funktion wieder rekonstruiert werden durch
o
f(t)~2 / Fs (v) sin(27vt) dv.
0

Fiir eine ungerade Funktion f : R — R gilt iF[f] = Fg[f], oder auch F[f] = —iFgs[f].

Mit Hilfe der Identitit

Fo=LOHIED 0T g

kann eine beliebige Funktion f : R — R als Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion geschrieben
werden. Die Funktion f ist genau dann gerade, wenn f,, = 0, d.h. der ungerade Anteil verschwindet. Die
Funktion f ist genau dann ungerade, wenn f, = 0, d.h. der gerade Anteil verschwindet. Es gilt

f[f] :]:[fg]+}—[fu]:fc[fg]_ifs[fu]-
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Fiir eine gerade Funktion f gilt somit
F 1= Flfgl + F[0] = Felf]
und fiir eine ungerade Funktion
FlUfl=FOl+ Flful = —i Fs [f].

Es gibt also viele Verbindungen zwischen Fourier—Transformation und Cosinus— und Sinus—Transformation.
Deshalb werden wir uns nur mit der Fourier—Transformation beschéftigen.

2.2.4 Elementare Eigenschaften

Aus der Definition der Fouriertransformation als Integral kann man sofort ablesen, dass

Flf+9] = Flf1+Flgl
FINT = AFIS]

Somit ist das Bestimmen der Fouriertransformation eine lineare Operation.
Die Tabelle 2.1 zeigt einige weitere elementare Eigenschaften der Fouriertransformation. Die Verifika-
tion mit Hilfe von Integralen ist einfach. Drei Beispiele sind hier vorgerechnet.

FUED)0) = / Flet) 270 gt Substittion s — ct
= —z27rus/c L
- C| / f dS— F( )
‘F[f(t_a:>](l/) — / f t_a —127”/?5 dt = / f —227r1/ (s+a) ds
— 7127r1/a / f 77,2771/3 ds = e —i2mra F( )

FIff®)v) = / f'(t) e7"2™t dt  partielle Integration

o0 [e.9]
= f(t) e 2TV tzoo—i—z'?wz// f(t) e 2™Vt qt
—0o0

= 0+i2nvFlf(O)](v)

2-9 Beispiel : Ist f, eine gerade, reelle Funktion, so gilt
S .
Pl = [ nwmetta
= / fq(t) (cos(2mvt) —isin(2mvt)) dt
= / fq(t) cos(2mvt)dt+0eR.
— 0o
Ist f,, eine ungerade, reelle Funktion, so gilt analog
o0 .
}—[fu] — / fu(t) 6—127rut dt
= / fu(t) (cos(2mvt) —isin(2wvt)) dt

= —i/ fu(t) sin(2wvt)dt+0e€iR.
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0 oo F(v)
Linearitit af(t)+pPg(t) oe aF(v)+BG(v)
Streckung, Ahnlichkeit f(ct) o—e ﬁ F(%)
Verschiebung im Zeitbereich f(t—a) oe e t2ma p(y)
Verschiebung im Frequenzbereich el 2T £(¢) o—e Flv—-Q)
Symmetrie, gerade Funktionen f(=t)=f(t) <= F(-v)=F(v)
Symmetrie, ungerade Funktionen | f(—t) = —f(t) <= F(-v)=—-F(v)
Konjugation @ o—e F(—v)
Differentiation im Zeitbereich 1) o—e i2nvF(v)
Differentiation im Frequenzbereich | —i2m t f(t) o—e d% F(v)

Table 2.1: Eigenschaften der Fouriertransformation

Jede reelle Funktion f kann als Summe der Geraden und ungeraden Anteils geschrieben werden

fo@) = 5 (f(O)+ [ (=)

(f (&) = f(=1))
F@) = fo®)+ fult)

Somit gilt fiir die Fouriertransformation

N — DN =

FIfl = Flfo+ful=F[fs] +Flfu] =ReF +iImF.

Mit Ideen und Rechnungen dieser Art konnen mehrere reelle Funktionen parallel Fourier transformiert wer-
den. Details wurden im Kapitel iiber Fourier—Reihen genauer erldutert. &

2.2.5 Faltung
Fiir zwei gegebene Funktion f(¢) und ¢(t) setzen wir

h) = (fra) = [ FE-mg(r)ar
und erhalten

H{y) = Flf*gl)

_ /_Ze—ﬂm (/_Zf(t—7)g(7’)d7’> dt

o o0 i
_ / / =27V (4 1) g (1) dr dt
—0o0 —00
Substitutionu =t — 7

= / / e~ 12TV W) £ () g (1) dr du

= /_Ooe_i””“ f(u) du/:: e P 2TVT g (1) dr
= Fw)-G(v).
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Fiir die obigen Rechnungen sind die Rechenregeln und Resultate iiber uneigentliche Integrale zu verwenden.
Somit haben wir auch hier den Faltungssatz bewiesen. Vergleichen Sie dieses Resultat mit dem Faltungssatz
fiir periodische Funktionen und Vektoren, siehe Seite 59.

2-10 Satz : Faltungssatz
Sind f und g stiickweise stetige, integrierbare Funktionen und existieren alle Fouriertransfrmatio-
nen, so gilt

Flfgl(v) = Flflv)- Flglv)
(FUT+Flgh) (v) = FIf-gl(v)

oder mit der kompakteren Notation F' = F|f]| und G = F|g] auch
Fifxgl|=F-G und FxG=F|[f-g]

d.h. die Fouriertransformation (oder Riicktransformation) macht aus einer punktweisen Multiplika-
tion eine Faltung.

Verwendet man in der Definition der Fouriertransformation andere Faktoren oder Exponenten, so kdnnen
beim Faltungssatz Vorfaktoren auftauchen.

2-11 Lemma : Fiir zwei Funktionen f und g gilt

| r0s@a= [ FoH d

—0o0

Beweis : Aufgrund des Faltungssatzes gilt (untersuche v = 0)
(FxG)(0) = F[f-g](0)
| rweo-wan = [ g

—0o0

—00

[ rweena = [T o

Verwenden wir in der obigen Gleichung die Eigenschaft g(¢) o—e G(—v), so erhalten wir

[ r0s®a= [ FEEH .

—0o0

|

Mit dem obigen Lemma kann man nun zeigen in welchem Sinne das Fourierintegral die best mogliche
Approximation einer Funktion ist. Sei dazu f eine Funktion deren Fouriertransformation existiert. Nun ver-
suchen wir f zu approximieren durch ein Integral von komplexen Exponentialfunktionen (d.h. trigonometrischen
Funktionen) deren Frequenz kleiner als eine gegebene Schranke €2 ist. Zugelassen zur Konkurrenz sind also
Funktionen der Form

Q
g(t)= /QG(V) 2TVt dy

Somit ist bereits klar, dass ¢g(t) o—e G(v). Die Funktion G(v) ist nun so zu wihlen, dass der Ausdruck

=gl = [ 1w -g P a

—00
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minimal wird. Mit Hilfe des obigen Lemmas sieht man, dass

I1f = gll3

/ W —g) TO—gm) dt

—00

_ /OO (F(v) =G W) (F) -G @) dv

—00

_ /QF(V)F(V)dI/—i—/OOF(I/)F(V)dI/

—00 Q
Q
2
—|—/_Q\F(1/)—G(U)\ dv .

Die ersten beiden Integrale sind unabhingig von GG. Das dritte Integral ist genau dann minimal, wenn es
Null ist, d.h. F'(v) = G (v) fir —Q < v < 2. Somit ist die Fouriertransformation die optimale Losung.

2-12 Satz : Die Fouriertransformation liefert die best mégliche Approximation im oben spezi-
fizierten Lo—Sinn.

2.3 Delta—Funktionen und Fourierreihen

Fiir eine periodische Funktion f (¢ ) kann eine Fourierreihe angegeben werden, aber periodische Funktio-
nen erfiillen die Bedingung f (t)|> dt < oo sicher nicht, da sie nicht gegen Null konvergierten
fiir [t| — oo. Die Theorie der Fourlertransformation kann aber erweitert werden mit Hilfe von Delta—
Funktionen. Im mathematischen Sinne sind Delta—Funktionen keine Funktionen, sondern Distributionen.
Eine prizise Einfiihrung in diese Theorie sprengt den Rahmen dieser Notizen bei weitem, deshalb werden
einige Eigenschaften und Rechenregeln fiir Delta—Funktionen vorgestellt.

2-13 Definition : Die Deltafunktion 6(¢ — tp) an der Stelle ¢ = ¢ ist definiert durch die Eigenschaft

/ f () o(t—to)dt = f(to).
Diese Identitit muss fiir beliebige, stetige Funktionen f gelten.

Aufgrund der obigen Definition kann man leicht einsehen, dass

ei27rzzot :/ 6(1/7”0) 61‘27th dl/:.F_l[(S(V*VO)]-

—00

Aufgrund dieser Rechnung ist

Fle?™ W) = 6§ -1

ei27ﬂ/0t oo 5(1/_1/0).

Die Deltafunktion kann auch durch die obige Fouriertransformation charakterisiert werden.
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Eine ,,beliebige T—periodische Funktion kann durch eine Fourierreihe dargestellt werden durch

o

f (t) ~ Z Cn e'mwt

n=—oo

wobel w = 27” und

17T :
cn:T/O f(r)e ™™ dr.

Versuchen wir nun die Fouriertransformation dieser Funktion zu bestimmen mit Hilfe der Linearitit und
ignorieren wir Konvergenzprobleme, so erhalten wir

F(v) = FIFOI ) = Y ead (v =)

n=—oo

In diesem unprézisen Sinne kann man die Folge der Koeffizienten c,, der Fourierreihe mit der Reihe der
Deltafunktion (die Fouriertransformation) identifizieren. Bei einer genaueren mathematischen Analyse
dieser Problemstellung wird man auf einige interessante Fragestellungen stossen.

2-14 Beispiel : Fensterfunktion

Die periodische Funktion f(t) = e?2™0! hat als Spektrum die Delta—Funktion 6(v — 1) . Nun unter-
suchen wir das Spektrum der selben Funktion, aber eingeschrinkt auf das Interval —b < ¢ < b, d.h. wir
multipliziernen die Funktion mit der Fensterfunktion w(t).

w(t) =

1 falls |¢<b
0 falls |t|>b

et2mot  falls  |t| < b
0 falls [t| > b

Gv) = Flw(®) - f(O](v) = W(v) x F(v)

und somit benotigen wir die Fouriertransformation der Fensterfunktion w(t).

w . b .
W) = / w(t)e_ﬂ””tdt:/ e 2Tt gt

—00 —b

_ 1 efi27r1/t ’ _ 1 <67i27r1/b_€+i27r1/b)
—i2Tv t==b 21V

_ —i2sin(27vb) _sin(27rl/b)_2bsin(27rub)

B —i27Tv B TV B 27vbd

Durch einen Vergleich mit der Funktion smxﬂ sieht man, dass diese Funktion ein Hauptmaximum der Hohe
2 b hat mit einer Breite von % Das Spektrum (v — 1g) der urspriinglichen Funktion ist nun mit dieser

Funktion zu falten, d.h.

oo sin(27 (v — s
G(y):(W*F)(V):/ 2b Z(fr(zf—s)l))b) 0(s —wy) ds=2b

— 00

sin(27 (v — ) b)
27 (v —19)b

Somit erhalten wir die Fouriertransformation W (v), verschoben um v, d.h. W (v — 1) . Das Beispiel
sollte mit den Uberlegungen in Abschnitt 1.8.4 (Seite 60) verglichen werden. Auch Aufgabe 1-48 widmet
sich dem selben Themenkreis. &
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2.4 Applications of the Fourier Transformation

2.4.1 1D Dynamic Heat Equation on a Long Beam

In section 1.11.3 we examined a beam of length L with a given initial temperature «(0, x) = f(x). Now we
want to examine the temperature as a function of time ¢ on a beam of infinite length. The partial differential
equation to be solved is

d2
u(t,x) = a@u(x) for z€R and ¢t>0
u(0,z) = f(x) for xe€R.

Since the beam has infinite length we have no boundary conditions. We examine even initial conditions
f(x) only.

1. case: f(z) = cos(2m v x)

Since
d?
) cos2rvz) = —(2nv)? cos2mrx)
x
4 exp(—a (27v)*t) = —a27v)? exp((—a(27v)?t)

dt

find the solution
u, (t, ) = exp(—a (27 )% t) cos(2mr ).
2. case: f(z) = fin b(v) cos(2mv ) dv
Using the previous result and superposition we find the solution
M
u(t,z) = / b(v) exp(—a (27 v)*t) cos(2mvz) dv.
-M

Thus the solution consist of an integral of exponentially decaying components.

3. case: f(x) = 1 on even interval
Let f be the characteristic function on the interval

f($):{1 for |z|<b

0 for |z[>b

The Fouriertransform is given by
1
F(v)=— sin(27wvb)

TV
and the inversion formula implies

flz) = / F(v)e'?™% dy
* 1 .
= / — sin(27wvb) (cos(2mvx) +isin(2mvx) dv
I %

<1
= 2/ — sin(27vb) cos(2mvz)dv.
0 TV
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Combining the above results we obtain a solution formula

2
u(t, x) —/0 P sin(2mvb) exp(—a (27v)?t) cos(2mv ) dv.

For ¢t > 0 the function exp(—a (27 )% t) /v will converge rapidly to 0 as v — oo and thus we may replace'
the exact improper integral with an approximate, definite integral

Q
2
u(t, x) %/0 P sin(27vb) exp(—a (27 v)%t) cos(2mvz) dv.

As an example we choose « = b = 1 and 2 = 10. Below find some code in Octave and the resulting
Figure 2.3 showing the temperature profile at different times.

| HeatBeam.m
1; % assure script file
function y = fff(nu, t,x)
y = 2./ (pi*nu) .*sin(2xpi+nu) . xexp (— (2+pi+nu) . "2+t) . xcos (2*xpi*nu*x) ;
endfunction

Nx = 51;

Nt = 6;

xx = linspace (0, 5,Nx) ;
tt linspace(0,5,Nt);
u = zeros (Nx,Nt);

for kx = 1:Nx
for kt = 1:Nt
u(kx,kt) = quad(@(nu)fff (nu,tt (kt),xx(kx)),0,10);
endfor
endfor

figure(l);

plot (xx,u)

title("Temperature at times t =0, 1, 2, 3, 4 and 5");
xlabel ("Position");

grid on

For x = 0 we obtain
> 2
u(t,0) = / — sin(27wvb) exp(—a (27v)?*t) dv
0 ™V
substitution z =27 Vatv
/002-271'\/0415 in 2m1h ) ( 2) 1 d
sin z) exp(—z°) —— dz
0 Tz 2mvat P 2mvat

2 [*1 b
= / — sin( 2) exp(—2?) dz.
0

Since

> sin(k k
/0 s1n(z ?) e dz = g erf(g)

'With Mathematica this integral can be computed exactly, leading to

u(t,r) = % (erf(;\;o%) + erf(ﬁ\j%))

but to compute the values of the error function erf(x) we need numerical algorithms!
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Temperature attimest=0,1, 2,3,4and 5

0.8]

0.67

0.4 —

027~

Position

Figure 2.3: Temperature at different times

find .
u(t,0) = erf(——) .
(1,0) = erf( =)
If ¢ is large then % =3 \?E is small and we use the approximation e~®* ~ 1 and thus find
b 2 [avai o 2 b b
erf( )= — e dr = — =
2vVat NZn VT 2Vat  Jrat

and thus we conclude that the temperature at the midpoint z = 0 of the bar converges rather slowly to 0, i.e.
like 1/+/t. Taking the logarithm find
b b

1
In(u(t,0)) ~ In Tral =In Jra 2 In(t)

and consequently we should find a straight line with slope —% in a double logarithmic scale.

2.4.2 Heat Waves in Solids, Caused by Surface Temperature

We examine a solid with a planar surface at x = 0 and penetration depth x > 0. The surface is kept at a
known temperature f(¢). The aim is to know the temperature within the solid. Examples of this type are the
temperature profile in the earth surface, heated by annual or daily variations or thermal treatment of metal
surfaces. The boundary value to be solved is

62

u(t,x) = aﬁu(t,m) for x>0 and teR
x

u(t,0) = f(t) forallteR

We have to find bounded solutions.

Surface Temperature given by cos(w t)
We examine complex solution of the form

u(t,x) — eiwt e)\x
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for a A € C to be determined. We are aware that only the real part of the complex solution is physically
relevant. Using the differential equation we find the condition

iwu(t,r) = aXu(tz)
iw = a\
A2 = 2
o

Lo
Mo = /i =t Y
« V2 «

The solution \; has a positive real part and we find

’U,(t,ZL‘) — olwt gt \/w/(2a):e e\/w/(Qa):c - (wt++/w/(2a) z) 6\/0.;/(204)1' ]

This solution is not bounded as x increases and thus is not a physically relevant solution. The second value
A2 has negative real part and we find

u(t,m) — plwt =i \/w/(Q(x)xef\/w/(Qa)x = ¢t (wt—y/w/(2a) ) ef\/w/(Qa):(; )

This leads to the real valued solution
w w
t,x) = t— )= —/—x).
u(t,x) = cos(w o x) exp( 5 x)

* At each depth z the temperature is a cos function with the same frequency as the surface temperature.
The amplitude of the oscillations decays exponentially with exponent /5% .

For this solution observe:

* There is a phase shift of /5% x at depth z. Examine the argument of the cos function. Since

wt—\/ga::\/g (Mt—a:)

we see that the local extremas are moving with a speed of V2 aw.

In[ ] we find numerical data for the yearly temperature variations at different depths in soil.

depth m | 0 1 2 13| 4
amplitude C° |19.5|11.5|6.8 |4.2|2.6

Based on the analytical solution these points should be on an exponential curve and we can use linear

regression to determine the exponent k = —,/5% ~ —0.5. At a depth of z = 4 we find an amplitude
of e¥* ~ 0.13 of the surface amplitude. Since 3% ~ 1 there is a time lag of 4 months for the extremal
temperatures.

To examine daily variations only the value of w has to be adapted. Since v/365 ~ 19 we realize that
the penetration depth of the daily temperature variations is smaller by a factor of 19 compared to the annual
variations.

Surface Temperature Given by a Step Function

If the surface temperature is raised during a fixed time interval —b < ¢ < b we may describe the surface

temperature by
Uy for |t|<b
f)=
0 for [t| >b
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The Fourier transform is given by

and the inversion formula implies

f(t):/ F(V)€i27”/tdl/:2/ Y sin(2mvb) cos(2mvt) dv.
0

oo TV

Since we can solve the above boundary value problem for cos function we now use superposition to give a
solution formula

®sin(27rvb
u(t,x):QUo/ sin(27 vb) cos(27r1/t—1/%yx) exp(— Qw) dv .
0

w4 «

This improper integral can again be computed approximately and we find the temperature profiles (with
respect to time) at different depths in Figure 2.4. The Octave code is shown below. The figure shows that
the maximal temperature will be reached at later times the deeper we are into the solid.

Temperature atlevels x=0, 1, 2,3,4and 5
14 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

o8| S A
06 [
04 |/

0.2 |

o

-0.2 ‘ : : : : ‘
-2 -1 0 1 2 3 4 5
Time

Figure 2.4: Temperature at different depth levels

| SurfTemp.m

1; %% assure script file

function y = fff (nu,t,x)
y = 2%sin(2*pixnu) ./ (pi*nu) . *exp (-sqrt (pi*nu) *x) . *cos (2+pixnurt—sqrt (pixnu) *x) ;
endfunction

Nx = 6;

Nt = 51;

XX linspace (0, 5,Nx) ;

tt = linspace(-1.5,5,Nt);

u = zeros(Nx,Nt);
for kx = 1:
for kt = 1
u(kx, kt) quad(@(nu)fff(nu,tt(kt),xx(kx)),O,ZO);
endfor
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endfor

figure(l);

plot (tt,u)

title("Temperature at levels x = 0, 1, 2, 3, 4 and 5");
xlabel ("Time") ;

grid on

2.4.3 Heat Waves in Solids Caused by an Energy Flow

We reexamine the solid from the previous section. Instead of a known surface temperature u(t,0) = f(t)
for all times ¢ > 0 we assume that the energy flux is prescribed, i.e. a known amount of thermal energy is
pumped into the solid. The boundary value problem to be solved is

2
0x?
0
—%u(t,O) = f(t) forallteR

u(t,r) = « u(t,z) for >0 and teR

We have to find bounded solutions.

Surface Flux given by cos(w t)
We examine complex solution of the form
u(t,z) = ce'?t er®

for a A € C to be determined. We are aware that only the real part of the complex solution is physically
relevant. The boundary condition at x = 0 leads to

—AcelWt = f(t) = ! == c=——.

Using the differential equation we find the condition

iwut,r) = aru(t )
iw = al
a2 o= Y
a

L
Mo = /il =+ H,/w:iﬂ\/a.
’ o' V2 Va !

The solution \; has a positive real part and we find

U(t,l‘) _ Ceiwtei \/w/(Qa)xe\/w/(Qa)a: _ _% ei(wt—l—\/w/(Zoz)ac) e\/w/(2a):r: )
1

This solution is not bounded as z increases and thus is not a physically relevant solution. The second value
Ao has negative real part and

i: —V2a :\/Ee+i37r/4:_\/ae—i7r/4
Ao (1+41i)yw w w '
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Thus we find
u(t,x) = CelwteAg;t _ _)\72 e’lwte>\2([
s L
2

_ \/Eeiﬂ/4 plwt o—i \/w/(2a)xef\/w/(2a):13
w

_ \/aei(wt—\/w/(2a)$—7r/4) e—\/w/(Qa)z )
w

This leads to the real valued solution

u(t,z) = \/g cos(wt — \/gz: - %) eXp(—\/Z:E).

For this solution observe:

* At each depth x the temperature is a cos-function with the same frequency as the surface temperature.
The amplitude of the oscillations decays exponentially with exponent /5% .

* There is a phase shift of /5% x — 7 at depth .

Surface Flux Given by a Step Function

If energy is pumped into the system by a pulse of length 2 b we may use the step function

f(t) =

Uy for [t|<b
0 for |t| >b

The Fouriertransform is given by

U
F(v)= W—OV sin(2mw v b)

and the inversion formula implies

f(t):/ F(V)eu’”’tdl/:Z/ Y sin(2mvb) cos(2mvt) dv.
0

o TV

Since we can solve the above boundary value problem for cos-function we now use superposition to give a
solution formula

*° sin(2 1
u(t,:c)zQUo\/E/ sin(2m vb) cos(27wt—“ﬂx—g) exp(— B3:) dv .
0 v a

TV 27 «

This function has an integrable singularity at » = 0 . The result in Figure 2.5 has to be compared with
Figure 2.4.

| SurfFlow.m
1; %% assure script file
function y = fff (nu, t,x)
y = sqrt(2) *sin(2+pi*nu) ./ (pi+nu) .” (3/2) .*exp (-sqrt (pi*nu) *x) . ..
. *COos (2xpisnuxt-sgrt (pi*nu) *x-pi/4);
endfunction
Nx = 6;

Nt = 51;
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Temperature at levels x=0,1, 2,3,4and 5

Time
Figure 2.5: Temperature at different depth levels
xx = linspace (0, 5,Nx);

tt linspace(-1.5,5,Nt);
u = zeros(Nx,Nt);

for kx = 1:Nx
for kt = 1:Nt
u(kx,kt) = quad(@(nu) fff (nu, tt (kt),xx(kx)),0,20);
endfor
endfor

figure(l);

plot (tt,u)

title("Temperature at levels x =0, 1, 2, 3, 4 and 5");
xlabel ("Time") ;

grid on

2.4.4 Solving a Wave Equation

The evolution of one dimensional waves with wave speed c is governed by the wave equation
i(t,z) = u"(t, x). (2.1)
For given initial value and initial speed
u(0,2) = f(z) and 4(0,2) = v(x)

the equation has a unique solution. To solve equation (2.1) we apply a Fourier transform with respect to the
space variable z, i.e. .
Ul(t,v) = / u(t,z) e 2™V dx .
— 00
Using the computational rules for Fourier transforms the wave equation (2.1) is transformed into an ordinary
differential equation

Ut,v) = —2nve) Ut,v). (2.2)
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For each value of v this is a differential equations with solution
U(t, V) — A(l/) eiZﬂuct + B(I/) 67i27r1/ct )

Using the initial values we obtain

Uo,v) = F(l/):/oo f(z)e 2™V dg

U(O,IJ) = V(y):/ U(x)e—iQWux dx .
At time £t = 0 we observe
U(,v) = A(v)+ B(v)
d . ,
aU(t,I/) = z'27r1/cA(V)e’2””Ct—iZWVcB(y)e*”T”’Ct
d

aU(O,V) = i2nvcA(v)—i2nveB(v).

This leads to a system of equations

with the solution

+i271ycv(y)>
(F(”)_w;ucv(y)) '

Thus find an explicit expression for the Fourier transform of the solution

s
—
N
N—
I
N~ N
N
!
—
N
SN—

1 1 . 1 1 )
Ul(t — - |F v 12mvcet - |F _ v —i27vect
(tv) 2 < (V)+i27rz/c Oj)) ¢ ~~_2 ( (v) 127ve (l/)> c
1 i2mvcet —127m t 1 1 L 2T t —127 t
— §F(V) (6 ve +e VC)+§Z-27TUCV(V) (ez ve —e 1 l/C) .

Now determine the inverse Fourier transform of this expression. Table 2.1 leads to”

2Tt pyy = Flf(z + ct)]
() = Ff(e - et)
2Tt V() = Flu(z + ct))
*ZQ“VCtV(V) Flv(z — ct)]

For the remaining contribution we need another computational rule for Fourier transforms. Examine the
function

2One may also use

) ) +oo ) too )
6127r1/ct F(U) — ez27-ruct/ f($)€7227”jx dx :/ f(x)67127ru(;vfct) dx

—o0

- /+°° fls+ct)e 2™ ds = Flf(x+ ct](v)
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and use the condition limy_,oc h(t) = 0,i.e. [~ v(7) dr = 0 to conclude’

+o0 .
H(v) = / h(t)e "2Vt dt integration by parts

1 —i27mvt oo 1 oo —i27vt
= , h(t)e - — h(t)e dt
—i127TY t=—c0 27y J_
— 04" /+OO (t)e 2™ dt = ! V(v)
N i27v J_o vk e = i2av
Thus we find
AU s —etjdsl) = i Pl - el) = e e 2T V)
7001/5 ct)ds|(v) = o Flolx—ct)]v) = e v
¢ _ 1 _ 1 i2mvcet
f[/_oov(s+ct) dsl(v) = Z,27”/]:[v(:n—l—ct)](u)— 5 C V(v)
1 i27vet _ —i2wvct _ \/9C _/I —
5 V(v) (e e ) = Fl _Oov(s—i—ct) ds _oov(s ct) ds](v)
z+ct
= ]:[/ v(s) ds](v).
r—ct

Now we can put the pieces of the puzzle together and find an explicit formula for the solution of the
wave equation 2.1.

u(t,z) = (f(x—ct)+f(x+ct))+21c/ o(s) ds

N =

This representation allows to identify right traveling waves, left traveling waves and the cone of dependence.

2.4.5 Fraunhofer Diffraction

As source for this section use [ , Appendix C].

1D Fraunhofer diffraction

In section 1.1.6 (page 16) we examined a plane wave hitting on a wall with opening. The Fraunhofer
diffraction pattern was determined with the help of the phase difference d = x sina ~ x « and a linear
superposition of the waves, see Figure 2.6.

I(a):/ e_i?xadx:/f(x)'e_i%ﬁm‘ dx
opening R

where
1 if wall open at height =
fz) =

0 if wall closed at height x

Thus the diffraction pattern is the Fourier transform of the opening function f(x).

*One may also apply the rule F[f'(¢)](v) = i 27 v F(v) to the function h(t).
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b

N

Figure 2.6: Fraunhofer diffraction

2D Fraunhofer diffraction

For a real, 2D wall we have to adapt Figure 2.6. The vertical position on the wall is given by = and the
horizontal position by y. There are two angles to consider: «, the vertical deviation from the optical axis
and [ the horizontal deviation from the optical axis. Then we obtain a phase difference of

d=zsinat+ysinb~za+yp

The opening in the wall is decribed by the function f(z,y).

1 if wall open at position (z, y)

flz,y) = . -

0  if wall closed at position (x, y)

For the diffraction pattern of the opening we find the amplitude
I(a, ) = / / —i 5 (atyB) d:vdy—/ f(z,y) _i - (zaty ) drdy.
opening

This is the 2D Fourier transform. The light intensity is given by |1|?(c, 3).
With the above it is not too difficult to determine the diffraction pattern for a rectangular opening —a <
rz < +aand —b <y < +a.

2D radial diffraction

Assume the amplitude f(z,y) = f(\/2?+y?) = f(r) depends on the radius only. Then the resulting
intensity will also depend on y/«? + (32 only. Thus we compute (c, 0)

1(0.0) //f o) pasdp= [~ psio- ([ E 0o ds) ap

Thus we examine the integral (set z = 27” p Q)

—+7

2m ™
M(z) = /0 e8P (i — ’ cos(zcos @) do — 1 / sin(zcos ¢) dp = 2w Jo(z) .

To find the above Bessel function as the result of the integral use tables of integrals, Mathematica or Maple.
For the resulting amplitude obtain

I(a)zzwjompf<p>Jo<2;Tpa> dp.
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This expression is called the Hankel transform of the function f(r) and thus corresponds to the Fourier
transform in a radially symmetric situation®. Instead of the orthonormal trigonometric functions (Fourier)

one can use other sets of orthonormal function, e.g. Bessel functions.

2.5 Aufgaben

o Aufgabe 2-1:
Die Funktion f(t) sei gegeben durch

7 ) ={ L

Berechnen Sie F'(v).

o Aufgabe 2-2:

Die Gauss’sche Glockenkurve mit Standardabwe-
ichung o ist gegeben durch

1

e
ovV2m

f(t)=

(a) Berechnen Sie F'(v).

(b) Verifizieren Sie, dass F'(v) fast eine Glock-
enkurve ist, bis auf eine fehlende Normierung.
Zeigen Sie, dass das Produkt der Breiten von f(t)
und F'(v) unabhéngig ist von o.

o Aufgabe 2-3:

Untersuchen Sie die rechtsstehende Funktion. Der
Wert ist f(z) = x auf [—1, 1] und Null ausserhalb
dieses Intervalls.

Examiner la fonction montrée a droite. Calculer
avec f(x) = x sur Uintervalle [—1, 1] et zéro hors
de I'intervalle.

(a) Examiner la fonction comme fonction pério-
dique avec période 6 . Trouver la série de Fourier.

(b) Mettez les valeurs de la fonction a zéro pour tout
x hors de I'intervalle [—1, 1]. Puis on peut écrire la
fonction comme intégral dans la forme montrée ci—
dessous. Trouver la fonction b(v).

Examiner la function donnée par

falls/pour ¢t <0
falls/pour ¢ >0
Calculer F'(v).

La courbe de Gauss avec équart type o est donnée
par

2
XP(—ﬁ)

(a) Calculer F'(v).

(b) Vérifiez que F'(v) est une courbe de Gauss, sauf
pour un facteur de normalisation. Vérifier que le
produit des écart types de f(¢) et F'(v) ne dépend
pas de o.

'8

(a) Untersuchen Sie die Funktion als periodische
Funktion mit Periode 6. Bestimmen Sie die Fouri-
erreihe.

(b) Setzen Sie die Funktionswerte zu Null fiir alle x
ausserhalb von [—1, 1]. Dann kann die Funktion als
Integral geschrieben werden, in der untenstehenden
Form. Bestimmen Sie die Funktion b(v).

flz) = /000 b(v) sin(2mvx) dv

“Make a plot of the function /7 Jo(7) to realize that there must be a connection to Fourier transforms.
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Tip: Utiliser

sin(ax) — ax cos(ax)

Tipp: Verwende

+C

/ 2 sin(az) dz =

o Aufgabe 2-4:

a

Verifizieren Sie die Rechenregel fiir Verschiebungen im Frequenzbereich

ei 2mQt f (t)
mit Hilfe von Integralen.

o Aufgabe 2-5:

o—e F(v—-Q)

Ist f eine stetige, differenzierbare Funktion und die Ableitung f’ Fourier-transformierbar, so gilt

fle) o

o Aufgabe 2-6:
(@)

Bestimmen Sie die Fouriertransformation der

(b)
Verifizieren Sie mit Hilfe von uneigentlichen Inte-
gralen die Beziehung

—i27t f(t)

©
Bestimmen Sie mit Hilfe von uneigentlichen Inte-
gralen die Fouriertransformation der untenstehen-
den Funktion. Hierbei ist 5 € R eine Konstante.
Das Resultat wird die Fouriertransformation F' der
urspriinglichen Funktion f enthalten.

i2mv F(v)

Touver la transfomation de Fourier de la function
triangle

falls/pour |t| < b

falls/pour |t| > b

Vérifier a I’aide des intégrales impropres la regle

d

o—e — F(v)

dv

Utiliser des intégrales impropres pour calculer la
transformati de Fourier de la fonction ci—dessous.
B € R est une constante et le résultat contien la
transformation de Fourier (/) de la fonction f(¢).

e'Ptf(t)

o Aufgabe 2-7:

Sei f eine stiickweise stetige Funktion die auf den Teilstiicken stetig differenzierbar ist, mit Sprungstellen

bei 1, fiir k = 1,2, ... n. Dann gilt

f't) e

n

i2nv F(v)— Z (f (i4) = f (11—)) o127 T

k=1

Tip: partielle Integration auf den Teilintervallen |7y, T 1].

o Aufgabe 2-8:
Fiir ,,schone’ Funktionen f gilt

idiiF(V):Qﬂ}'[tf(t)](y)
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e Aufgabe 2-9:
Bestimmen Sie die Fouriertransformation der Funktionen sin (w ¢) und cos (w ¢) mit Hilfe von Delta—Funktionen.

o Aufgabe 2-10:

Fiir eine reelle Funktion f gilt Pour une fonction réelle f on a
oo
/ | f(t)|dt <oo wundlet lim f(t)=0
0 t—o0

Die trigonometrischen Fouriertransformationen Les transformation trigonométrique de Fourier sont
sind gegeben durch die beiden Formeln données par les formules

Fslfllv) = 2/()Oof(t) sin(2 7wt) dt
Felflv) = 2 /0 Y () cos(2mut) dt

(a) Zeigen Sie dass / Montrer que
Fslflv) = =2mv Felfl(v)

(b) Finden (und beweisen) Sie eine dhnliche Formel fiir F¢[f'].
Trouver (et prouver) une formule similaire pour F¢[f'].

o Aufgabe 2-11:

In der untenstehenden Figur finden Sie das ,,exakte” Amplitudenspektrum der Funktion f (¢) = cos (30w t)+
0.5 sin (22w t). Hierbei ist w = 2.

Die Zeichnungen in dieser Aufgabe sind sehr sorgfiltig zu erstellen.

(a) Dieses Signal wird gemessen fiir Zeiten 0 < ¢ < 1. Finden Sie die Fouriertransformation der entsprechen-
den Fensterfunktion w ().

(b) Zeichnen Sie das Amplitudenspektrum der Fensterfunktion in einer separaten Graphik. Die Skalen sind
sorgfiltig zu wéhlen.

(c) Zeichnen Sie das Amplitudenspektrum der gemessenen Funktion in der untenstehenden Graphik.

(d) Wie viele Messpunkte miissen in 0 < ¢ < 1 mindestens aufgenommen werden, damit das Signal rekon-
struiert werden kann?

(e) Variieren Sie nun die Breite der Fensterfunktion. Wie lange muss mindestens gemessen werden, damit
die beiden Frequenzen deutlich unterscheidbar sind? Die Antwort ist sorgfaltig zu begriinden.

Hinweis: Die Fouriertransformation der Rechtecksfunktion der Breite 2b

1 falls [t <b
9(t) =
0 falls [t/ >b

ist gegeben durch

G(v)= % sin(2w v b)
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(o] 10 20 30 40 50

o Aufgabe 2-12:
Die Funktion ,
uy (t,z) = e ! sin(\z)

lost die Wirmeleitungsgleichung (eine partielle Differentialgleichung)

%u(t,az) = aa—;u(t,:c) fir t>0 und x>0
u(t,0) = 0 fir t>0
u(0,z) = sin(Ax) fir >0

Zu finden ist die Losung der selben Differentialgleichung, aber mit der neuen Anfangsbedingung

1 fir 0<x<3
u(0,2) = f () = )
0 fir >3
statt der Funktion sin (\ x).
(a) Finden Sie die Fourier—Sinus—Transformation Fs der Funktion f (x), beziiglich der Raumvariablen x.
(b) Schreiben Sie die Funktion f (x) als Integral von sin—Funktionen.
(c) Finden Sie eine Integraldarstellung der Losung u (¢, x). Die Uberlegungen sind anzugeben.

(d) Bestimmen Sie den numerischen Wert der Losung zur Zeit ¢ = 0.5 bei x = 1.5.

o Aufgabe 2-13:
Die Funktion La fonction

uy (t,x) = e Nt sin(A x)

lost die Wirmeleitungsgleichung (eine partielle est la solution de I’équation de conduction de

Differentialgleichung) chaleur ci—dessous.
% u(t,x) = 86722 u(t, ) fir/pour ¢ >0 undlet z >0
u(t,0) = 0 fiir/pour ¢ >0
u(0,z) = sin(Az) fiir/pour x >0
Zu finden ist die Losung der selben Differential- Trouver la solution de cette équation différentielle
gleichung, aber mit der neuen Anfangsbedingung avec la condition initiale

1 fir/pour 0 <z <4
u(0,z) = f (z) = {

0 fiir/pour x >4
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statt der Funktion sin(\ z).

(a) Finden Sie die Fourier—Sin-Transformation Fg
der Funktion f(x).

(b) Schreiben Sie die Funktion f(x) als Integral von
sin—Funktionen.

(c) Finden Sie eine Integraldarstellung der Losung
u(t, r). Die Uberlegungen sind anzugeben.

(d) Bestimmen Sie den numerischen Wert der
Losung zur Zeit t = 0.5 bei x = 4.

e Aufgabe 2-14:
Die Funktion

au lieu de la fonction sin(\ ).

(a) Trouver la transformation de Fourier Sinus Flg
de la fonction f(z).

(b) Donner la fonction f(x) comme intégrale des
fonctions sin.

(c) Trouver une intégrale pour la solution u(¢,x).
Expliquer la méthode.

(d) Déterminer la valeur numérique de la solution
u(t,z) pourt =0.5etx = 4.

La fonction

uy (t,x) = e Nt sin(A x)

lost die Wirmeleitungsgleichung (eine partielle
Differentialgleichung)

Gulte) = Lrulta)
u(t,0) = 0
u(0,2) = sin(Ax)

Zu finden ist die Losung der selben Differential-
gleichung, aber mit der neuen Anfangsbedingung

statt der Funktion sin(\ z).

(a) Finden Sie die Fourier—Sin—-Transformation Fg
der Funktion f(x).

(b) Schreiben Sie die Funktion f(x) als Integral von
sin—Funktionen.

(c) Finden Sie eine Integraldarstellung der Losung
u(t, r). Die Uberlegungen sind anzugeben.

(d) Bestimmen Sie den numerischen Wert der
Losung zur Zeit t = 0.5 bei z = 4. (1 Punkt)

e Aufgabe 2-15:
Die Funktion

10 fiir/pour
0 fiir/pour

est la solution de I’équation de conduction de
chaleur ci—dessous.

fiit/pour ¢ >0 wund/et = >0
fiir/pour ¢ >0
fiir/pour x >0

Trouver la solution de cette équation différentielle
avec la condition initiale

2<x<5h

Tz <2 undlet z>5

au lieu de la fonction sin(\ ).

(a) Trouver la transformation de Fourier Sinus Flg
de la fonction f(z).

(b) Donner la fonction f(x) comme intégrale des
fonctions sin.

(c) Trouver une intégrale pour la solution u(t,x).
Expliquer la méthode.

(d) Déterminer la valeur numérique de la solution
u(t, ) pour t = 0.5 et x = 4. (1 point)

La fonction

uy (t,z) = et cos (\x)
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lost die Wirmeleitungsgleichung (eine partielle
Differentialgleichung)
2
%u(t,x) = %u(t,m)
u(0,2) = cos(Az)

Zu finden ist die Losung der selben Differential-
gleichung, aber mit der neuen Anfangsbedingung

L

u(0,2) = f (x) =

statt der Funktion cos(A z).

(a) Finden Sie die Fourier—Cos—Transformation Fo
der Funktion f(z).

(b) Schreiben Sie die Funktion f(z) als Integral von
cos—Funktionen.

(c) Finden Sie eine Integraldarstellung der Losung
u(t, z). Die Uberlegungen sind anzugeben.

(d) Bestimmen Sie den numerischen Wert der
Losung zur Zeit t = 0.5 bei z = 4.

e Aufgabe 2-16:

fiir/pour

fiir/pour

est la solution de I’équation de conduction de
chaleur ci—dessous.

t>0 undlet z€R

zeR

Trouver la solution de cette équation différentielle
avec la condition initialle

—5<x<5H
|z| > 5

fiir/pour

fiir/pour

au lieu de la fonction cos(\ x).

(a) Trouver la transformation de Fourier Cosinus
F¢ de la fonction f(x).

(b) Donner la fonction f(x) comme intégrale des
fonctions cos.

(c) Trouver une intégrale pour la solution wu(t,x).
Expliquer la méthode.

(d) Déterminer la valeur numérique de la solution
u(t,z) pourt =0.5etx = 4.

In einem Tonsignal miissen Frequenzen bis zu 5’000 Hz erfasst werden. Zudem miissen Signale mit Fre-
quenzen, die nur um 1 Hz voneinander abweichen zuverlédssig erfasst werden (d.h. Unterscheidung ist

moglich).

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe von Integralen die Fouriertransformation der Rechtecks—Funktion

g(t)=

L

falls
falls

Ll <
|t > b

(b) Wie lange muss mindestens gemessen werden und wieviele Messpunkte sind zu wéhlen, damit die in der
Aufgaben geforderten Anforderungen erfiillt werden konnen? Die Antwort ist zu begriinden.

(c) Thr FFT-Programm kann (auf einem alten PC) in einer 1 Sekunde einen Vektor der Linge 2!° = 1024
transformieren. Wie lange benétigt die Transformation eines Resultatvektors aus der vorangehenden Teilauf-

gabe?
2.5.1 Losungen zu einigen Aufgaben
Losung zu Aufgabe 2—-1 :

Fv) =

—(l—iQWV)t‘
1+:i27v

Losung zu Aufgabe 2-2 :

0 =

0o 0o oo
/ f(t) e—i27rut dt :/ et e—i27rut dt :/ e—(1+i27ru)t dt
—00 0 0
—1 00

1
1+1:27v
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(a) Durch Integration

2
Fv) = e 12Tt g — exp(—i2nwvt)dt
o) / e —— | _exwl—g) exn(=iznr)
= exp(———= t2+210 2wvt)) dt
p( ( )

0\/271'

t2 +2i0” 2 Tvt = (t +i0?27v)? — (i0?27v)*  quadratisch erginzen

1
= a\/ﬂ/ exp(— 552 (t-i—za 27 v)?) dt exp(—ﬁ (02 27)%)

Substltutlon s=t + io?2nv

. (- 353 5%) ds exp(—3 (2m)?)

O'\/27T 202

(027r)
7 V)

= exp(—

(b) Die Fouriertransformation F(v) ist eine (nicht normalisierte) Glockenkurve beziiglich v mit der Breite
b = 5——. Somit gilt fiir das Produkt der Breiten

27ro'
270 27

Losung zu Aufgabe 2-3 :

(a) Diese erste Teilfrage sucht eine Fourierreihe und kann mit Hilfe der entsprechenden Techniken gelost

werden. Die Periode ist gegeben durch 7' = 6 und somit w = 2% = 3. Die Funktion ist ungerade und

somit a,, = 0.

2 I
b, = 6/ f(z Slnnfc)dx:?)/_lxsin(ngx)daj
1sin(nfz)—nfzcos(nfx)|! 2-3 . ™
= 3 a5 — . (sin(n g) —ny cos( g))
_ 6sin(ng) —n2m cos(ng)
N w2 n?
und somit

> ., T . 6sin(nZ)—n2mcos(nl) .«
x) ~ Z by, sin(n 3 x) = Z 3 " 372 sin(n 3 x)
n=1

Falls eine komplexe Fourierreihe gesucht wird, so berechnet man ¢y = 0 und fiir n # 0

1 +3 Cn 1 +1 . ox
cn = = f(:v)e_m3$d:1::/ N
6 J 3 6 J1
1/ 1 i L [T ing
_ < : ﬂ-xe—znfx B _ . ﬂ_/ 1e—zn3xd$>
6 \—injg ==l —ing J,4
= 1 L re inET ! eTing T -
6 \—inj (_an)Q =
1/ i 1 Cinza |t
N 3
6 (wg“ <n§>2> ‘ o=l
L 1 T o
= & (ape o) - Tl
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9 . ,
= = (:i cos(ng) B sin(ngm))
s

- cos( 7T) 31 sin( 4 ) = -nmcos(ny)—3sin(ng)
= n oz sin(nga) =i i

und es ergibt sich die komplexe Fouriereihe, mit anschliessenden Umformungen.

o] o0 T\ _ 3 us .
fz) ~ Z o etinge _ Z ST cos(nsg 23 sin(n %) HinZa
n=-—o00 n=-—o0o nem

nm cos(n ) — 3 sin(n )

= i g (z cos(n g x) — sin(n g az))

n#0,n=—00
_ i nm cos(nf) — 3 sin(n %)
B n? 72

n=1 n=1

i 6 sin(n 5) —2nm cos(n )

sin(n g x) = sin(n % x)

n? m2

(b) Zu verwenden ist eine Fouriertransformation, oder Fourier—Sinus—Transformation. Zuerst wird die
Rechnung mit Hilfe der Fouriertransformation gezeigt.

+o0 A +1
Fv) = / f(z) e t2mve daf::/_1 x (cos(2mvx) —isin(2nvx) dr

—0o0
+1 - +1
_ —i/ v sin@rva)de = —i sin(2m v x) —27TV2$ COS(QWVJJ)!
—1 (271'1/) z=-1
_sin(2mv) — 27w cos(2mv)
= —21
(27 v)?
Fiir die Riicktransformation gilt
+oo .
flz) = / F(v) et2™ve qy
— 0o

(cos(2mva)+isin(2mve) dv

iy /+Oosin(27rV)—27rVCOS(27TV)
(27v)?
_ 9.9 /*C’Osin(Zwy)—Zwycos@TrV)
0 (27 v)?
B /+°°4sin(27rz/)—27rz/cos(27ry)
0 (27v)?
T sin(27v) — 27w cos(2mv)
/0 (rv)?

—0o0

(+i sin(2mvx) dv

sin(2mvz) dv

sin(2mv ) dv

Somit ist die gesuchte Funktion

bv) — sin(2mv) —(j:);/ cos(2mv)

Verwendet man die Fourier—Sinus—Transformation, so erhilt man die identische Antwort durch

! sin(2rv) —2mv cos(2mv
Fs(v) = Fslf®]w) = 2 /0 v sin@rvt) dt = 2 S0 )(;w)z 2mv)
flt) ~ 2 /000 Fs(v) sin(2mvt) dv = /000 sin(27 v) _(73:)21/ cos(2mv) sin(2mvt) dv

Losung zu Aufgabe 2—4 :

f[eiZWQtf(t)] (I/) _ /—oo eiZWQtf(t) ei2mvt gy /OO f(t) e—iQW(V—Q)t dt = F(V— Q)

—00
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Losung zu Aufgabe 2-5 : Da die Fouriertransformation der Funktion und der Ableitung existiert miissen
die folgenden Grenzwerte richtig sein

lim f(t)= lim f'(t)=0

t—+oo t—+o0

Mit Hilfe einer partiellen Integration erhélt man
oo o0
Flf )] = / frt)ye 2™t dt =i271v / f@)e 2™t dt =i2nv F (v)
—0 —00

Losung zu Aufgabe 2—6 :

(a) Mit der Definition der Fouriertransformation als Integral gilt

Fv) = /_Oof(t)e-%mdt

b
= /bf(t) (cos(2mtv) —isin(2wtv)) dt

b
= 2/ (1—t> cos(2mtv) dt
0 b

_ <sin(27rt1/) cos(2mtv) tsin(27rtv)>b

2Ty b(2mv)? b2mv =0
_ 5 sin(2mbv)  cos(2wbr)  bsin(27bv) 5 1
B 2wy b(2mv)? b2mv b(2mv)?
_ cos(2mbv) 1
T 2bn2.? b2m2 2
(b)
i _ i > —2imtv /OO i — %ty
SEO = o [Crmerma= [T e a
= /Oo f(t) (=2imt) e dt = —2iT /OO tf(t) e > dt
= =2im F[tf(t)](v)
(©
Feo @)= [ et pwer v a= [ pa et a—rw- o)

Losung zu Aufgabe 2-7 : Da die Fouriertransformation der Funktion und der Ableitung existiert miissen
die folgenden Grenzwerte richtig sein

lim f(¢) = lim f'(¢t)=0

t—+oo t—+o0

Wir setzen (kiinstlich) 79 = —oo und 7,41 = co. Mit Hilfe von partiellen Integrationen erhilt man

FIF )] 0) = /°° P () 2Tl gy

_ Z/Tk+1 f/ (t) e—i27r1/t dt

k=0"Tk

- Z <f (t) e7t2mvi Zﬂ +i2my /Tk+1 Ft) eizmvt dt)
k=0 Tk -

= i27nv F(v)— (f (To4) = f (Tp—)) e 2277

k=1
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Losung zu Aufgabe 2-8 : Durch Differenzieren des uneigentlichen Parameterintegrals erhilt man

d d > —i27Tv _ > d —i27Tv
d—yF(u) = dy/_oof(t)e 2 tdt_/_oof(t)dye Zmvt gt
= —i27 /Ootf(t) e 2TVl gt = —i271 F[t f(t)] (v)

Losung zu Aufgabe 2-9 : Es gilt

(et +e ™) und sin(wt) = !

t pu—
cos (wt) 5

(eiwt o efiwt)

N

Damit kénnen die gewlinschten Funktionen bestimmt werden, ohne Integrale zu berechnen.

61’2771/()15 o—e (5(V—V0)
¢t 0w §(v— o)
2n
1 w w
cos (wt) o—e 5(5(u—ﬂ)+5(y+%))
. —1 w w
sin (wt) o—e 5 (6(u—ﬂ)—6(u+ﬁ))

Losung zu Aufgabe 2-10 : Partielle Integration

(@)
Flf)v) = 2 /0 T (@) sin@ ) dt
= 24 (1) sm@mt)|,_ — 2702 /O T (1) cos(2mut) dt
00 2mu Felf] () = 270 Felf] ()
(b)

Felflv) = 2 /000 1/ (t) cos(2mvt) dt

= 2f(t) cos(2mut),_ +27mv2 /000 f(t) sin(2mvt) dt
= —2f(0)+27v Fs[f] (v)

Losung zu Aufgabe 2-11 : In diesem Beispiel ist die Breite der Fensterfunktion 1, d.h. b = 0.5. Deshalb

1st 1
G (v) = — sin(mv)

TV

(a) Das effektive Fenster ist um 0.5 Einheiten nach rechts verschoben, d.h. w () = ¢ (¢ — 0.5). Mit Hilfe
der Verschiebungsformel f(t — a) o— e~ 2™ F (1) gilt

W(v)=e ™Gv) =e ™ % sin (mv) = 77—1]/ (cos (mv) — i sin (7)) sin (7w v)

Das Resultat kann auch direkt mittels Integration bestimmt werden

W) = /OO w(t) e 2 dt

—0o0
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1
_ / 1 e—2i7rtl/ dt
0

1

6—227rt1/

2TV |,
6—2171'1/ 1

—2irv  —2inv
- 2;y(cos(27r1/)—isin(27ru)—1)

Obwohl die beiden Resultate verschieden aussehen, sind sie gleich. Mittels trigonometrischen Iden-
titten kann man die Ausdriicke umformen.

(b) Der Betrag der komplexen Zahl e~ ist 1. Zu zeichnen ist also der Graph von

(W)l =[G W)=

sin (7 v)
TV

Die Hohe des Hauptmaximums ist 1. Die ersten Nullstellen liegen bei v = +1.

(c) Die gegebene Funktion F'(v) ist mit der Funktion |G(v)| zu falten. Dadurch werden die klar ausge-
bildeten Spitzen ,,ausgeschmiert. Die Spitzen sind nicht mehr so klar ausgebildet. Die neue Breite der
Spitzen sollte etwa 2 Hz betragen, da mit der Fouriertransformation der Fensterfunktion der vorange-
henden Teilaufgabe zu falten ist.

(d) Da Frequenzen mit 30 Hz erfasst werden, muss mindestens mit 60 Hz abgetastet werden. Da nur
Werte 2" gut zu verarbeiten sind, sollten 128 oder mehr Punkte aufgenommen werden.

(e) Die Fouriertransformation der wahren Funktion ist mit der Transformation der Fensterfunktion zu fal-
ten. Dadurch werden die Frequenzen ausgeschmiert. Da die beiden zu trennenden Frequenzen einen
Abstand von 8 Hz haben, darf jede der beiden Spitzen um hochstens 4 Hz ausgeschmiert werden. Somit
sollte die ,,Breite’ der Fouriertransformation der Fensterfunktion kleiner als 4 Hz sein. Die ersten bei-
den Nullstellen der Fensterfunktion des Fensters mit Breite 2 b liegen bei v = jzgib. Nehmen wir diese
Grosse als Mass fiir die ,,Breite” (etwas willkiirlich), so muss also die Bedingung 4 > ﬁ erfiillt sein.
Das fiihrt auf ein Messintervall der Lénge 2b > i.

Losung zu Aufgabe 2-12 :

(a) Verwende die Definition auf Seite 181.

3
Fs(v) = / f(t) sin2rvzx) dx 2/0 sin(2mvx) dx

cos(2mv x) 3 —
50 w0 = 7y (cos (67 v) )
(b)
flz)y=2 / Fs(v) sin2nvz)dv = — M sin(2rvt) dv
0 7T 0 14

(c) Stichworte: Linearitit und Superposition
Die folgende Tabelle zeigt die Losung fiir zunehmend kompliziertere Anfangsbedingungen.

Anfangswert w« (0,x)  gelostdurch w(t,z)

sin(Az) gelost durch  uy(t, ) = et sin (A )
sin(2m v x) gelostdurch  w (t,2) = e~ @™t gin(2 7 v 2)
Sop_qck sin(2mypx)  gelost durch (t ac) =11 Ck e_@’”’k)% sin(2 7 vy )
JoS G (v) sin(2mvx) dv  geldst durch =[G @t Gin(2r v ) dv
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Fiir die gegebene Rechtecksfunktion f (x) erhalten wir somit die Losungsformel

-2 /°° cos (6mv)—1 _, 2,2,
— — ¢
0

t.r) =
ult,z) = — ;

sin(2mvx) dv

(d) Der Term eV wird fiir grosse Werte von v sehr schnell klein. Deshalb kann das uneigentliche
Integral ersetzt werden durch ein approximatives, eigentliches Integral.

-2 [ -1
u(0.5,1.5) = — / cos (6rv) — 1 e 2™ gin (3rv) dv
0

™ v
—2 [%cos(6rv) -1
™ 0 v

Q

e 2™ sin (37 v) dv ~ 0.80

In der untenstehenden Abbildung sehen Sie die Losung u (0.5, z). Zur Zeit ¢ = 0 war die Temperatur fiir
0 <z < 3auf 1 gesetzt, fiir z > 3 gilt u (0, 2) = 0. Fiir Zeiten ¢t > 0 wird sich die Temperatur ausgleichen.
Das Verhalten der Lésung ist qualitativ richtig.

1
0.8
g
% 0.6
g
'G_E) 0.4r
0.2
0 : : : :
0 1 2 3 4 5
position x
Losung zu Aufgabe 2-13 :
(a)
0 4
Fs(v) = 2 f(t) sinrvz)de =2 / sin(2wvx) dx
0 0
B 2cos(27r1/x) t 1—cos(87v)
B 27wy z=0 TV
(b)
& 2 [*1- 8
flz)=2 / Fs(v) sin(2nvz) dv = — / 1= cos(87v) sin(2mvx) dv
0 T Jo v

(c) Stichworte: Linearitit und Superposition
Die folgende Tabelle zeigt die Losung fiir zunehmend kompliziertere Anfangsbedingungen.

Anfangswert w (0,z)  gelostdurch (¢, x)

sin(Az) gelost durch  uy(t, ) = et sin(Az)

sin(2mvx) gelost durch  w (t, —@mr)*t

x) = sin(2mvx)
Py 1Ck sin(2mvpx)  gelostdurch  w(t,x) = Zk 1 Ck € —@m)*t gin (27 vy )
) =

JoSGv) sin2rva) dv  gelostdurch u(t,z) = [[FG(v) e ~Q@T’t Gin(2 ) dv
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Fiir die gegebene Rechtecksfunktion f(x) erhalten wir somit die Losungsformel

w(t,z) = 2 /°° 1 —cos(8mv) —dn? 2t
™ Jo 1%

sin(2mvx) dv
(d) Der Term e~V wird fiir grosse Werte von v sehr schnell klein. Deshalb kann das uneigentliche
Integral ersetzt werden durch ein approximatives, eigentliches Integral.

/ Flocos(8Ty) _ax2i205 sin(2mv4) dv
0 1%

u(0.5,4) =

Q

2
m
2
T

1%

10 T
1 8
/ 1—cos(87v) em2m v’ sin(8mv) dv ~ 0.4999
0

In der untenstehenden Abbildung sehen Sie die Losung u (0.5, z). Zur Zeit ¢ = 0 war die Temperatur fiir
0 <z < 4auf 1 gesetzt, fiirx > 4 galt u (0, z) = 0. Fiir Zeiten ¢ > 0 wird sich die Temperatur ausgleichen.
Das Verhalten der Lésung ist qualitativ richtig.

Temperature at time t=0.5

1
0.8[
0.6f
0.41
0.2}
% 2 4 6 8
Position
| Octave

Nx = 51; xx = linspace(0,8,Nx); u = zeros(Nx,1);

function y = fff (t, x,nu)
y = 2./ (pi*nu) .* (1-cos (8*pixnu)) .*exp (— (2+«pixnu) . “2+t) . *sin (2xpi+nux*x) ;
endfunction

for kx = 1:Nx

t =0.5;

x = xx(kx);

u(kx) = quad(@(nu) (ff£f(t,x,nu)),0,10);
endfor

plot (xx,u)
title("Temperature at time t=0.5");
xlabel ("Position");

t = 0.5 x = 14;

| U = quad(@(nu) (f£ff(t,x,nu)),0,10)

Losung zu Aufgabe 2-14 :
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(a)
0 5
Fs(v) = 2/ f(t) sin(2rva) dz::2/ 10 sin(27vx) de
0 2
5 p—
_ _9 cos(2mv ) _ 10 cos(4dmv) —cos(10mv)
2wy =2 TV
(b)
f(z)=2 / Fs(v) sin(2mva) dv = 2 cos(4mv) ;COS(lOWV) sin(2mw v x) dv
0 T Jo

(c) Stichworte: Linearitit und Superposition
Die folgende Tabelle zeigt die Losung fiir zunehmend kompliziertere Anfangsbedingungen.

Anfangswert w (0,z)  gelostdurch wu (t,x)
sin(Ax) gelost durch  wy(t,2) = e’ sin(\ )
sin(27vx) gelostdurch  w (t,2) = e~ ™)t gin(2 7 v 2)
S cp sin@mpx)  gelostdurch  w(t,x) = S0 e e” QT sin(2 w1y )

IS Gv) sin(2rva) dv  geldstdurch u(t,z) = [;° G(v) e~ Tt gin(2 v ) du

Fiir die gegebene Rechtecksfunktion f(z) erhalten wir somit die Losungsformel

20 /OO cos(dmv) —cos(10mv) _, 2,2,
— e
s 0 1%

u(t,x) = sin(2mvx) dv

(d) Der Term e~ 4V wird fiir grosse Werte von v sehr schnell klein. Deshalb kann das uneigentliche
Integral ersetzt werden durch ein approximatives, eigentliches Integral.

u(0.5,4) =

/OO cos(4mv) — cos(10mv) o~ ATt V205 sin(2mv4) dv
0 v

%

2
T
9 15 4 — 1
2 / cos(4dmv) — cos(10mv) o272 v sin(87 v) dv ~ 8.1859
™ Jo v

In der untenstehenden Abbildung sehen Sie die Losung u (0.5, z). Zur Zeit ¢ = 0 war die Temperatur fiir
2 < x < 5 auf 10 gesetzt. Fiir Zeiten ¢ > 0 wird sich die Temperatur ausgleichen. Das Verhalten der
Losung ist qualitativ richtig.

Temperature at time t=0.5

10

TN

Position
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| Octave
Nx = 51; xx = linspace(0,8,Nx); u = zeros(Nx,1);

function y = fff (t, x,nu)
y = 20./ (pi*nu) .* (cos (d*pixnu) —cos (10+pi*nu)) .*...
exp (— (2xpi*nu) . "2+t) . *sin (2+pixnu*x) ;
endfunction

for kx = 1:Nx
t =0.5;

x = xx(kx);

u(kx) = quad(@(nu) (fff(t,x,nu)),0,15);

endfor

plot (xx,u)
title("Temperature at time t=0.5");
xlabel ("Position");

t = 0.5 x = 14;

| U quad (@ (nu) (£f£ff(t,x,nu)),0,15)

Losung zu Aufgabe 2-15 :

(a)
o0 5
Fo(v) = 2/ f(t) cos(2mvx) dm—2/ cos(2mvx) dx
0 0
sin2rvz) | 1
+2 W =0 ﬁ Sln(lOﬂ'V)
(b)

f(m)zZ/OOOFC(l/) cos(2mvx) dV:2 /OOOSin(lOTry) cos(2mvt) dv

71' v

(c) Stichworte: Linearitit und Superposition
Die folgende Tabelle zeigt die Losung fiir zunehmend kompliziertere Anfangsbedingungen.

Anfangswert w« (0,2)  gelostdurch w (t,x)
cos(Ax) gelost durch  uy(t,2) = et cos(A )

cos(2m v x) gelost durch  w (t,2) = e—(2mv)?t

cos(2mvx)
S cp cos(2mug ) geldstdurch  w(t,x) = S0 cp e QT cos(2 1)

JoS G(v) cos(2mva)dv  gelostdurch u(t,z) = [;° G(v) e~ Tt cos(2m v ) du
Fiir die gegebene Rechtecksfunktion f(x) erhalten wir somit die Losungsformel

2 /OO sin(10mv) 42,2,
= —e
0

t.r) =
ult,z) == -

cos(2mvx) dv

(d) Der Term e 47V wird fiir grosse Werte von v sehr schnell klein. Deshalb kann das uneigentliche
Integral ersetzt werden durch ein approximatives, eigentliches Integral.

[o ol 1
u(0.5,4) = / M6_4”2V20'5 cos(2mv4) dv
0 1%

/10 sin(10 7 v)
0

14

[\

em2m cos(8mv) dv =~ 0.84

%

SEFCE
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In der untenstehenden Abbildung sehen sie die Losung u (0.5, z). Zur Zeit t = 0 war die Temperatur fiir
0 <z < 5auf 1 gesetzt, fiirx > 5 galtu (0, z) = 0. Fiir Zeiten ¢ > 0 wird sich die Temperatur ausgleichen.
Das Verhalten der Losung ist qualitativ richtig.

Temperature at time t=0.5

0.8
0.6
0.4
0.2
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Position
| Octave

Nx = 51; xx = linspace(0,8,Nx); u = zeros(Nx,1);

function y = fff (t, x,nu)
y = 2./ (pi*nu) .*sin(10xpi*nu) .+exp (= (2+pi*nu) . 2+t) .*xCos (2*pi*nu*x) ;
endfunction

tic;
for kx = 1:Nx

t =0.5;

x = xx(kx);

u(kx) = quad(@(nu) (fff(t,x,nu)),0,10);
endfor

figure(l);

plot (xx,u)

title("Temperature at time t=0.5");
xlabel ("Position");

t =0.5 x = 4;

| U = quad(@(nu) (f£f(t,x,nu)),0,10)

Losung zu Aufgabe 2-16 :

(a) Die Fouriertransformation der Rechtecksfunktion der Breite 2b ist gegeben durch

I
G(v)= P sin (27 v b)

(b) Die Fouriertransformation der wahren Funktion ist mit der Transformation der Fensterfunktion zu fal-
ten. Dadurch werden die Frequenzen ausgeschmiert. Da die beiden zu trennenden Frequenzen einen
Abstand von 1 Hz haben, darf jede der beiden Spitzen um hochstens 0.5 Hz ausgeschmiert werden.
Somit sollte die ,,Breite™ der Fouriertransformation der Fensterfunktion kleiner als 0.5 Hz sein. Die er-
sten beiden Nebenmaxima der Fensterfunktion des Fensters mit Breite 2 b liegen bei v = :l:%. Nehmen

wir diese Grosse als Mass fiir die ,,Breite” (etwas willkiirlich), so muss also die Bedingung % > %

erfiillt sein. Das fiihrt auf ein Messintervall mit b > % Somit muss mindestens 3 Sekunden lang

gemessen werden. Die Abtastfrequenz muss grosser als 10 KHz sein. Somit sind mindestens 30’000
Messpunkte erforderlich. Mégliche Wahlen sind 2'° = 32/768 oder 2'6 = 65’536 Messpunkte.
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(c) Der Rechenaufwand ist proportional zu n log, n, d.h.
A(n)~cnlogyn

Mit Hilfe von A(1024) = 1 kann ¢ bestimmt werden und man erhélt

1 15
ARP) = —— 95 15=92%""—4
(%) 1024 - 10 g 10 8
1 16 512
ARY)y = ——  916.96=926 — = "= — 1024
27 1024 - 10 0 10 5 0

Somit ist die notwendige Rechenzeit ca. 48 (resp. 102) Sekunden.

2.6 Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie

* den Zusammenhang von Fourierreihen und Fouriertransformation verstehen.

¢ Fouriertransformationen von einfachen Funktionen bestimmen konnen.

* den Faltungssatz verstehen.
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