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Chapitre 1

Nombres et cemonstration

Le but de ce chapitre est d’introduire quelques concepthénadtiques et une bonne idée d’'un preuve.
Vous ne devez pas trouver des nouveaux résultats et plut@entrer sur les nouveaux notions et structures.
Dans ce chapitre on doit savoir les mots de clés élemestemble, ensemble vide, union, intersection et
complément. On travaille avec des diagrammes de Venn.

1.1 définition, assomption, esultat, preuve

Dans cette section quelques notions sont fixées et #estavec des exemples. Les explications viens des
livres [Solo9(] et [Schw71.

1-1 Definition : En mathématique urdefinition est un accord sur la signification d’un terme. Les définition
ne sont pas fait par hasard. Habituellement ils sont mesiy@r des expressions ou structures qu’on retrouve
souvent. Une définition peut aussi servir comme abr@rigtiour une expression compliqué.

Voila quelques examples simples.
1-2 Exemple :

1. Un nombre entien est ditdiviseur du nombre entiern, si il existe un nombre entiek tel que
m=mn-k.

2. Un nombrep > 1 entier, positive est dihnombre premier si 1 etp sont les seuls diviseur.
3. Un triangle est ditriangle isocele si deux cotés sont de la méme longueur.

4. Un nombre entier est ditombre pair si 2 est un diviseur du nombre.

5. Un nombreg est ditnombre rationnel si il peut &tre écrit dans la formg = %, avec des nombres
entiersa eta.

6. On dit que une propositiod implique la propositionB (A = B), si B est vrai sous condition que
A estvrai. lls n'est pas possible arriveiBafaux etA vrai.

7. On dit que les propositiond et B sont équivalentes sil implique B et B implique A. Veut dire
A= BetB = A.

8. La propositionA et B (A A B) est vrai si, et seulement di est vrai etB est vrai.

9. La propositiond ou B (A V B) et vrai si, et seulement si une (ou les deux) propositiod é¢B sont
vrai.

¢
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1-3 Deéfinition : Un résultat mathématique est une proposition vrai. Souvent on daifi®e que un
résultat est juste, veut dire on yaouver le résultat. Un résultat important est diteoreme Des fois
une démonstration d’'un théoreme est longe et comptigdénc on la divise en plusieurs parties simples.
Un tel résultat partielle est démme. Il existe aussi des résultat fondamentale qui sont vnadpénition.

On ne peut pas les prouver. Un tel résultat estuxdibm.

1-4 Exemple : Le résultat suivant est un axiom.
Pour chague nombre natureil existe un prochain nombre, dit+ 1. O

On dit que Euclid a trouvé uachema de cemonstration tres utile. Des fois les enseignants insiste
trop sur ce schéma et donc il n'est pas tres populaire. Maist une bonne aide pour organiser une
démonstration. Nous allons baser nos démonstrationte ®ghéma de Euclid, sans toujours insister sur
tout les détails.

Euclid utilisait sa structure suivante:

(a) prémisse
(b) affirmation
(c) demonstration

Le fin d’'une démonstration est indiqué par le symbiold_a seule partie qui nous demande, tiravailler
est la troisieme. Donc les deux premier ne sont pas tellemgortant. Mais I'expérience montre qu'il est
préferable de formuler la prémisse et I'affirmation polarifier le travail a faire dans la démonstration.

Voila quelques exemples comme illustration.
1-5 Résultat : Pour chaque nombre pairle nombren? est aussi pair.

Démonstration :
(a) prémissen est un nombre pair.
(b) affirmation : n? est un nombre pair.

(c) demonstration: A cause de la prémisseest de la forme: = 2 - m pour un nombre entier. Donc
ona
n>=n-n=(2-m)-(2-m)=4-m?

Le nombre2 - m? = M est entier et dong? est de la forme& - M est done:? est pair. 0

1-6 Theoreme : (théoreme de Pythagoras )
Dans un triangle droit avec longueurs des cétgb et ¢ on sait quea® + b> = ¢%. La longueur de la
hypoténuse est

Démonstration :
(a) prémisse géométrie élementaire et un triangle drdiBC', dont la cote: est opposée de I'angle droit.
(b) affirmation: a® + b? = ¢?

(c) demonstration: regardons la figuré.1 On peut boucher les quatre triangle du carré a gaucheleans
carré a droit, sans changer l'aire. Donc les aires supgitaires dans les deux carrés sont les mémes.
C’est le résultat a vérifier.
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b a
b2 b
2
a? a
c c
a b a b

Figure 1.1: demonstration géométrique du théoremeydieagore

Il'y a des techniques difféerentes de démonstration setisouvent.

e démonstration directe ou demonstration constructive
Avec les prémisses on construit (calcule) I'affirmatiove@des arguments correctes. Cette fagcon de
preuve peut étre représenter par la graphique

prémisse — A — B — ( — ... =— P — R = affirmation

Des fois il est avantageux de travailler des deux cotéml&ment on est obliger de vérifier la chaine
des implications. Les deux exemples dessus sont des déatmrsdirectes. La preuve du théoreme
de Euclid (voir pag€’: Il y a un nombre infinie de nombre premier) peut étre dorp@eaine construc-
tion.

e démonstration indirecte ou démonstration par contradiction
Avec la prémissed on doit vérifer le résultai3, donc on regarde I'implication

A— B

Au lieu de ¢a on veérifie
nonB = non A

Cette implication est équivalent Yimplication origiealLa méthode est illustrée par I'exemple simple
ci—dessous.

1. prémisse: il pleut.

2. affirmationB: la route est mouillée

3. Limplication
A= B

correspond a la phrase
Si il pleut, la route est mouillée

La deuxieéme implication
nonB —> non A

corresponde a la phrase
Si la route n’est pas mouillée, il ne pleut pas.

Il est,évident' que ces deux phrases sont équivalent. Les démadions par contradiction se
base sur cette idée.

SHA 18-12-07



CHAPITRE 1. NOMBRES ET EMONSTRATION 4

Le théoreme de Euclid (pag® est vérifier par une demonstration par contradiction s@upose que
le contraire de I'affirmation est vrai. Puis avec des argungerrectes est des calculation on arrive a
un résultat qui est faux, une contradiction. Donc la supjoosdit &tre faux est le résultat originale
est vrai. La demonstration qug2 n’est pas un nombre rationnel est donnée par contradiction

e démonstration par récurrence
Cette méthode de démonstration est présentée dandtilensk4. La méthode est ni plus importante
que plus difficile que les autres, mail habituellement lesli@nts doivent travailler un peu plus dur
pour la maitriser.

e démonstration d’unicité
ce n'est pas une méthode de preuve mail plutdt un résyfijue. Souvent on cherche des solutions
d’un probléme et on trouve une solution. Puis on se demditgie@sies autres solutions. On essaye de
prouver qu'’il n’y a pas d’autres solutions. Comme exemplelier I'algorithme de Euclid ci—dessous.

1-7 Resultat : (algorithme de Euclid )
Soita etb deux nombres entiers, positive. Puis l'algorithme suigashdnne le diviseur commun le plus
grand possible de ces deux nombres. Ce diviseur est unique. Examiner éarethbi—dessous.

a=q b+mr avecry #0etr; <b
b=gqyri+ry avecrs #0etry<nr
ry=gqsre+1r3 avecrs#0etrs <o
ro =qur3+1r4 avecryF£0etry<rs

Tn—9 = QnTn_1+rnavecr, Z0etr, <r,_i

Tn-1= Gnt17Tn+0

Puist = r,, est le diviseur commun le plus grand possibleadetb. Dans cette schéma tous les nombres
sont positive.

Dans les calculations ci—dessus on a utilisé un résultdaglivision de deux nombres positive. Ici nous
donnons pas la démonstration de ce résultat.

1-8 Lemme : Soita etb deux nombres entiers, strictement positive. Puis il exdsteéx nombres unique
entier, tel que
a=b-g+r avec 0<r<b

Démonstration : (de I'algorithme de Euclid )
A cause de l'inégalite; > ro > r3 > ... > r, > 0 I'algorithme termine aprés moins que pas. Diviser
la démonstration en multiples étapes.

1. Vérifier quet est un diviseur de etb.
Commencons dans la derniéere ligne. Il est évidentigest un diviseur de,,_;. A cause de l'avant-
derniére ligne diviser,,_»s aussi. En travaillent de bas en haut on arrive finalementcanalusion
quet divisea etb.

2. Veérifier qu’il n'y a pas de diviseur plus grand.
Soits > t un autre diviseur de etb. Donc (premiere ligne} diviser;. A cause de la deuxime ligne
s est un diviseur de,. Répéter le schéma de haut en bas pour arfaveonclusion, gue est un
diviseur der,, = t. Donc on as = t.
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3. démonstration unicité
Soit » un autre diviseur commun le plus grand possible. Puis orvérome des trois situations sui-
vantes:
(a) u < t, puisu n’est pas le diviseur commua plus grand possible
(b) u > t, puisu n’est pas un diviseurommundea etb (voir pas 2 de la demonstration).
(c) u =t estdonc le seul cas possible.

Donct est leplus grandcommundiviseur, bref lepgcd.

O

1-9 Exemple : Chercher le pgdc de 693 et 147.

147 =0 - 693 + 147

693 =4 - 147 + 105

147 =1-105 4 42

105=2- 42421

42=2- 21+0

Le pgcd de 693 et 147 est 21. &

1.2 sysémes des nombres

En mathématique on travaille souvent avec des nombrey et des types differentes. Tous le types (sauf
C) peuvent étre illustré sur uaxe de coordonrees

1-10 Definition :

e N={1,2,3,4,...} nombres naturelles

No = {0,1,2,3,4,...}

7 ={0,4+1,+2, 43,44, ...} nombres entiers

Q = {z|r = ¢ avec a € Z, b € N} nobres rationnels

R nombres réels

R\Q nombres irrationnels

C nombres complexes

1-11 Resultat: OnaN c Z c Q c R c C et tous ces sous-ensembles sont des sous-ensembles,stricte
veut dire il y a des nombres rationnels qui ne sont pas des resméels.

Il est facile de trouver des exemples pour ce résultat.

1-12 CEfinition : Un ensembled de nombres est dfermé sous une opération, si I'application de cette
opération produit toujours des résultats dans I'ensembl

SHA 18-12-07
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1-13 Exemple :

Les nombres naturellé$ sont fermés sous |'opération addition.

Les nombres naturellé$ ne sont pas fermés sous |'opération soustraction.

Les nombres naturellé$ sont fermés sous I'opération multiplication.

Les nombres naturellé$ ne sont pas fermés sous |'opération division.

Les nombres entief& sont fermés sous les opération addition, soustractiomuditplication.
Les nombres entief& ne sont pas fermés sous I'opération division.

Les nombres rationnel® sont fermés sous les opération addition, soustractiantiptication et
division.
Les nombres rationnel® ne sont pas fermés sous 'opération de calculer des iqrae exemple

V22Q.

Les nombres réel® sont fermés sous les opération addition, soustractiartjptication, division et
calculer des racines des nombres positive.

Les nombres réel® ne sont pas fermé sous l'opératigresoudre des équation polyndmials®. Par
exemple il existe pas de nombre réefel quez? + 1 = 0. Cette restriction est le raison d'étre des
nombres complexes.

Les nombres complexéssont fermés sous les opération addition, soustractiaiftjptication et divi-
sion. Chaque équation polyndmiale @ une solution ef® (theéoreme fondamentale de I'algbre).

%

Quelques-uns de ces résultat sont vérifies en classe.

1.2.1 nombres rationnels et repésenation écimales

1-14 Theoreme : Tout nombre rationnel s’écrit sous la forme d’une fractittrrimale finie ou périodique.
Réciproquement toute fraction décimale finie ou pértadise transforme en fraction de deux nombre en-

tiers.

Déemonstration : Utiliser deux idées simples pour vérifier cette caras#tion des nombres rationnels.
division élementaire

214 : 7 = 30.571428571428571428571428571428571428. ..
40
50
10
30
20
60
40
50

Apreés chaque pas de cette division il reste un nombre pltis guee 7, donc seulement les restes
0,1,2,3,4,5,6 sont possibles. Aprés moins que 6 pas orearun reste de 0 (fraction décimale finie) ou
on retrouve un reste et donc la fraction devient périodique
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Un argument similaire montre que pour chaque nombre rationfb on arrive & une représentation
décimale finie (reste 0) ou périodique avec période paii queb — 1.

Il nous reste a vérifier que chaque fraction décimale finigpériodique peut &tre écrit comme fraction
de deux nombres entiers. Comme illustration regard#onné par7.12123

1000 x 27121.23123123123123123. .. |
X = 27.12123123123123123123. .. | -

999 x = 27094.11

Donc on sait que = 2709411,/99900 etz est dans la forme d’une fraction. La méme idée peut étiieae
pour des fraction décimales périodiques. O

1-15 Exemple :Avec la caractérisation des nombres rationnels ci—-desspeut aussi donné la représentation
d’'un nombre irrationnel.

0.10110111011110111110111111011111110. ..

1-16 Theoreme :
(a) Entre deux nombres rationnels il y a toujours un nomipegiénnel.

(b) Entre deux nombres irrationnels il y a toujours un nontat@nnel.

Démonstration : Avec la caractérisation ci—-dessus on peut construirestieadmbres, voir problemés-16
et1-17 O

1.2.2 nombres premiers

1-17 Cefinition : Un nombrep > 1 entier, positive est ditombre premier si 1 etp sont les seuls diviseur.

1-18 Exemple : Voila quelques nombres premierd, 3,5,7,11,13,17,23,29,31, ... &
1-19 Lemme : Chaque nombre naturel peut étre écrit comme produit dexores premiers, Cette factori-
sation est unique.

1-20 Exemple :99 = 3% 3 x 11 ou 99999 = 3 x 3 x 41 % 271 O

1-21 Theoreme : (Euclid )

Il'y a un nombre infini de nombres premiers.
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CHAPITRE 1. NOMBRES ET EMONSTRATION 8

Démonstration : par contradiction.
Supposition: le résultat est faux, donc il y a un nombre/fidie nombre premiers.
Donc on peut numérotéous les nombres premiels, po, . . . p, €t puis calculer le nouveau nombre

n
P=]]o»
k=1
Calculer la factorisation en nombres premigrslu nombrel) = P + 1

Q:P+1:HQj

J=1

et puis regardet; . La division deQ parp; donne un reste de 1, dogg¢ ne se trouve pas dans lggeux"
nombres premiers et on en a trouver un nouveau. Donc il y a @smot 1 nombres premiers. C’est une
contradiction avec la supposition.

Donc il y a un nombre infini de nombres premiers. O

La démonstration ci—dessus contiens un algorithme pastagre des nombres premiers. Cette algo-
rithme est tregnefficace Pour trouver des nombres premiers il vaut mieux d'utiliserible d’Eratosthénes
Voila quand méme une illustration.

p1=2 a1=2 +1=3

po=3 as=2-3 +1=7

p3=T a3=2-3-7 +1 =43

pg=43 ay=2-3-7-43 +1 = 1807 =13-139
p5=13 as=2-3-7-43-13 +1 = 23479 =53 443
P6=H3 a=2-3-7-43-13-53 +1=1244335 =5 - 248861

p7:5 ...................................................

1-22 Exemple : Il ne suffit pas de vérifier une affirmation pour quelques gxes La formule
n?+n+41

donne des nombres premiers paue 1,2,...,39, mais il y a aussi des valeurs depour lesquelles on
arrive a des nombres non premiers. &

1-23 Theoréme : /2 est un nombre irrationnel.

Démonstration : Démonstration par contradiction.
Suppositionz = a/b, aveca,b € N etz - = 2
Chercher la factorisation deetb

a = p1p2p3 - .- Dn b= q19293 - .- qm

A cause de: - x = 2 on sait que

P1P1D2P2P3P3 - - - PnPn = 2414192424343 - - - Gmdm

A gauche de cette signe d’égalité on trouve un nombre plifacteurs 2, mais a droite un nombre impaire
de facteurs 2. Donc on a deux factorisation differentes @meinombre. C’est une contradiction avec le
lemme ci—dessus. Donc la supposition doit &tre faux et bgsa /2 ne peut pas étre écrit comme fraction
de deux nombres entiers. O

SHA 18-12-07



CHAPITRE 1. NOMBRES ET EMONSTRATION 9

L'idée de la demonstration ci—dessus est utile pour examiles autre nombres et décider si ils sont
rationnels ou irrationnels. Voir les problemesg 1-11, 1-9, 1-12 1-13et1-14

1.2.3 nombres Eels

1-24 Cefinition :
e Un ensembled de nombres est dihajoré s'il y a un nombrez tel quex < z pour toutr € A.
e Le nombrez s’appellemajorant de A.

e Un majorantz, de A est appeléorne superieur de A ou suprémum si tout autre majorant est
supérieur ou égal &,.

e Un ensembled de nombres est dihinoré s’il y a un nombrey tel quey < x pour toutx € A.
e Le nombrey s’appelleminorant de A.

e Un minoranty, de A est appel®dorne inférieur de A ouinfimum si tout autre minorant est inféerieur
ou égal ay.

e L'ensembleA est ditborné s’il y a un majorant et un minorant.
e A = [a,b] est appelleéntervalle ferméet on ax € [a, b] Si et seulement si < x < b.

e A = (a,b) est appelléntervalle ouvert et on ax € (a, b) si et seulement si < = < b.

1-25 Resultat : Soita, b, ¢, d € R. Puis on a les régles de calcul

b=b
ot ta loi de commutativité
a-b=b-a
a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c

a-(b+c)=a-b+a-c loi de distributivité

loi d’assoziativité

Il est difficile d'illustrer la difference entre les nomisreationnel (fractions des nombres entiers) et
des nombres réels sur I'axe des nombres. Mais il y a desréif€es qui sont fondamental pour I'analyse
mathématique.

1-26 Theoreme : (Axiom de borne supérieur )
Tout ensembled C R (non vide) majoré posséde un suprémuniRerMout ensembled C R (non vide)
minoré posséde un infimum &n

Démonstration : Il n’est paspossiblede prouver cette propriété, cet un axiom. Cet axiom esivatent
au principe des emboitements des intervalles (Postul@ader—Dedekind). O

1-27 Exemple : L'axiom de borne supérieur est faux pour les nombres ragts Comme exemples regar-
der 'ensemblel de tous les nombres rationnelsel queq - ¢ < 2. Cet ensemble est borné. Le candidat
pour le suprémum est2, qui n’est pas un nombre rationnel. Doht n’as pas de suprémum éh &
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1-28 Efinition : La norme (ou lavaleur absolu, le modulu$ d’'un nombre réel donne la distance de 0 de
ce nombre sur I'axe des nombres.
a : a>0
la| =
—a : a<0

1-29 Resultat : On peut vérifier quéin égalité triangulaire est vrai.

|a+b] < a] + 0]

1-30 Resultat : (régles de calcul pour les inégalités )

a<b — at+c<b+c
a<b,c>0 — ac < be
a<b,c<0 == ac > be
0<a<b — 1>1>0
a<b<0 — 0>1>4

ab=0 — a=00ub=0

1.3 symbole de sommation et produit

La somme des nombres réels as, as . . . a,, peut tre écrit comme

n
Zak:a1+a2+a3+...+an
k=1

En général on écrit poun < n

n
Zak:am+am+1+am+2+-~+an71+an

k=m

Sim > n on met

n

Zak:()

k=m

Aveca;, = 1/k on arrive a la notation

= =1 111
Sn—zak—ZE—I+§+§+---+—
k=1 k=1

3

Verifier que
s5 = 137/60 Ss10 = 2.928968.. ..

Les calculatrices HP—48 calcudg, par la commande

"y (K =1,10,1/K) '
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Donc la calculatrice peut vérifier queygy = 7.485447 .. .. Il est avantageux de ne pas faire cette calculation
a la main
Dans I'exemple ci—dessus le non de la variable tempota@es,, = > ,_, aj n'est pas important. On

a en effet
n n n—1
DS SR S
k=1 j=1 k=0

Ce résultat peut étre vérifié avec la calculatrice apeti{a;, = 1/k etn = 7)
Sth=171/k) =Y (=17,1/j) = > (k=0,6,1/(k + 1))
Il est facile de voir que les regles suivantes sont justes

1-31 Resultat : Considérer pour tout € N des nombres réels, etb,, une constante et des nombres
entiersn,m,l,,j tel quem < n <1

@
Zak—i- Zbk: Z(ak+bk)
k=m k=m k=m
(b)
Z (cag) =c¢ Z ag
k=m k=m
(c)
n l l
Z ar + Z ap = Z ag
k=m k=n+1 k=m
(d)
n n+j
Z ak = Z Ak—j
k=m k=m+j
(e)

Pour des sommes on a (en général)

n

doar- Y b A Y (arby)
k=m k=m

k=m
Veérifier ce résultat par 'exemple

1 1 1 1 1 1
l+-+)04+=+2)#0+=+=
(1+5+3) A+5+3)#0+7+)
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Figure 1.2: lllustration de la multiplication de deux sormame

1-32 Resultat : Pour la multiplication de deux sommes on a

O a)- O b= (ax > b)=> (e Y a)=>_ > (arb;)
k=m k=m k=m j=m k=m Jj=m k=m j=m

Démonstration : Ce résultat estlustr € par la figurel.2. Le point dans la—ieme colonne et-ieme ligne
correspond au termg - b; dans les sommes.

La somme o
a; Z bj
7j=1

est calculé dans la colonnet

dans la lignej. L'expression

2.

=17

(aibj)

8
=1

correspond a la somme de tous les termes dans cette gelie €bmme se calcule colonne aprés colons ou
ligne apres ligne. Donc on obtiens le formules dans detation. O

Pour la division de deux sommes il exigtasde formule simple.

n

Z ar/ Z b, =7
k=m

k=m

SHA 18-12-07



CHAPITRE 1. NOMBRES ET EMONSTRATION 13

1-33 Exemple : Comme exercice vérifier les sommes suivantes:

5
> n?=55 k= k?
n=1 n=1

5 n
> 2=10 n = n?
n=1 k=1
¢
1-34 Exemple : Utiliser
Zn: po (n+1)
2
k=1
pour vérifier les résultats
(a)
n—1
i=0 2
(b)
n—1
k=0 2
(€)
+2
nZ(k‘—2) _ n(n+1)
k=3 2
¢
1-35 Resultat : Pour lasomme gométrique on a
n 1— qn+1
Yol =gt =
k=0 —4
sous condition quey # 1.
Démonstration : Multiplication de la somme aved — ¢) donne
n n n+1
1=q) > "= "> "=1-¢""
k=0 k=0 k=1

et donc le résultat. O
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1-36 Exemple : Pour un loto I'organisateur promet un prix de $1'000'000,ag¢r en 20 tranches de
$50’000 au fin des 20 années a venir.

(&) Quelle somme doit I'organisateur mettre a coté aafbwi pour payer le prix? Calculer avec un taux
d’intérét der 5% .

(b) Quelle somme est a disposition du vainqueur au fin des2@ @alculer aussi avec un taux d'intérét
de 5%

%
Solution : Mettrea = $50'000 etq = 1.05.

(@) Dans une année la somme de l'organisateur gagne der&tret est donc a multiplier avec le facteur
Donc on met nettement moins que $1'000’000 a coté.
e Pour le premier payement aprés une année I’organisatfhuméttreg a coté.
e Pour le deuxieme payement apres deux année I'organisabé mettrecji2 a coté.
e Pour le troisieme payement apres trois année I'orgeaisaloit mettre;—3 a coté.
e Pour le payement aprésannée I'organisateur doit mettge a coté.

Avec une sommation on arrive a une somme totale

20 19
N 1 _al-(/9® _ a(=/a*) _ e0n1050
"oq 1-1/q q—1 '

(b) Avec des observations similaires on obtien

19 1— 20
Y aqt=a - ~ 51653298
n=0 1__q

Si I'organisateur paye immédiatement la somme totale eailequeur et seul a profiter de I'intérét il aurait
une somme tres grande a disposition aprés 20 années.

20 - a ¢*° ~ $2/653/298

O
1-37 Exemple : Considérer le nombre irrationnel
xr=0.10110111011110111110111111011111110. ..
Avec la définition .
an=—1+> (1+k)
k=1

2 peut étre approximé par

m n )

T~ Z 1074 Z 0

n=1 j=1

pourm assez grand. &

Démonstration : Avec Mathematicace résultat est illustré par les commandes
| Mathematica
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a[n_] := Sum[1l+k {k,1,n}]-1 ;

b[n_.] := Sum[107(j—1) ,{j,1,n}];

x[m.] := Sum[(10°(—a[n])) b[n] ,{n,1,m];
N[x[5],80]

0.1011011101111011111

Soitay, as, a3 . .. a, des nombres réels. Puis on écrit leur produit comme

n
Hak:al-ag-ag-...-an
k=1
En général on met poun < n
n
Hak:am'aerl'am+2'---'an71'an

k=m

Sim > n on définie
n
[T o=
k=m
Comme exemple regarder l&toriels, donnés par

n
n!:Hk:1-2-3-4-...-n
k=1

1-38 Exemple : Pour des nombres entigis< k£ < n on définie lexoefficients binomialpar les formules

n n! n-n—1)-(n—2)...(n—k+1) prn+l—j
( ) Kl (n— k)] 1-.2-3.. .k 11—

k j=1 J

Pour que les regles de calcul sont plus simples on définie

(2)-(2) 0 e ()0 v o

Comme exemple calculer

2 .
7 7! 7-6 7T+1-—
:_:_:”gzgl
9 25l " T2

Ces coefficients sont important pour les problemes conttiigeet le triangle de Pascal (formule du bindm).

o

1.4 demonstration par récurrence

Examiner pour chaque € N une affirmation4,,. Comme exemple nous considérons

' " _n(n—i—l)
A ;k_ 5
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Il est facile de vérifier qued;, A, et mémeA;p sont vrai. Mais il existe un nombre infinie de hombre
naturels et donc on arrive pas a les examiner tout a la maim. prouver qued,, est vrai pour n'importe
queln € N on utilise leprincipe d’induction math ématique ou aussi diraisonnement par réecurrence

1-39 Theoreme : Soit A,, une affirmation pour chaquec N et
1. Ay estvrai
2. SiA,, estvrai pour um € N puis A, 11 doit aussi étre vrai.

Le premier point est dibase de I'induction le deuxiéme est djias d’induction. Si les deux points
sont vrai on sait qué,, est vrai pou tout. € N.

Cette méthode de démonstration est visualisée par desds.

1-40 Exemple : Pour I'exemple dessus la base de I'induction est I'affirorati

1
1(1+1
Ay Zkzlzw

k=1 2
et donc vrai.
Pour vérifier le pas de I'induction utiliser la prémisse
- n(n+1)
A Y=t
k=1
et vérifier la formule similaire poud,, ;.
n+1
m+1)(n+1+1)
An+1 . Z k=
k=1 2

Utiliser les regles de calculs avec des sommes pour

n+1 n
Yok = m+1)+> k
k=1 k=1

nin+1)  2mn+1) L)

= 1 =
n+1+ 5 5 5
n+2)(n+1) (+1)((n+1)+1)
B 2 N 2
C’est affirmationA,, 1, qui est donc vrai.
Le principe d’induction impliqgue maintenant qug, est vrai pour tout, € N. &

1-41 Exemple : Pour vérifier que
n<2" pourtout neN
utiliser la base d’'induction < 2! = 2. Puis Utilisern < 2" pour vérifier
n+l<2m4+1<2m4n =t

Donc le principe d'induction mathématique dit que I'iadite est vrai pour tout € N. O
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Il n'est pas nécessaire de toujours commencer avecl. Utiliser une modification.
1-42 Theoreme : Soit A,, une affirmation pour chaquec N etj € N fixe avec

1. A; estvrai

2. Sil'affirmation A,, est vrai pour um € N avecn > j puis A, doit aussi étre vrai.

Si les deux points sont vrai on sait gig est vrai pour tout, > j.

1-43 Exemple : Laffirmation 2" > n? est faux poum = 1,...,9. Elle est vrai pout, = 10, parce que
210 = 1024 > 1000 = 103. Examiner le pas d’induction pour > 10. Utiliser

n? < on

et calculer
n+1P2=n*+3n>+3n+1<2"+3n> +3n+1

Une calculation a c6té montre que pau 10
3n+3n+1<3n2+3n°+n’<tn?<nd<o”
Combiner les deux inégalités pour arriver a
(n+1)% <2m 42" =2nt!
Donc le principe d’'induction implique I'affirmation. O

1-44 Exemple : Il'y a des affirmation qui sont correctes pour beaucoup desixgpossible de, mais ne
pas pour tous les valeurs deComme exemple examiner les nombres pseudo—premier:

A : Si2"~! = 1 mod n, puisn est un nombre premier

D’abord examiner cette affirmation pour quelques valeutisspaden

n | 27t | 2»'modn | n premier| A,
2 0 oui correct
3 1 oui correct
4 8 0 non correct
5 16 1 oui correct
7 64 1 oui correct
9 256 4 non correct
340 | grand 8 non correct

Mais pourn = 341 = 11 - 31 on trouve2340 = 1 mod 341. Donc l'affirmation As4; est faux. Il n’est pas
possible de prouved,, par une démonstration par récurrence. O

1-45 Resultat : (formule du binbm)
Pourr ¢ R etn € Non a
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Démonstration : Pourn = 1 le résultat est évident et la base de l'induction est éenn”
L [ n 1 1
(l—i—x):z z* = 1+ r=1+x
o \ K 0 1

(1+ ac)"+1 = (1+2) 1+4+2)"

(14 i)(i)xk
5

pas d’'induction:

)

k
" xk + " xk“
k =0 k

Jj=1 Jj=1
n n n
j=1 J Jj—1

En problemel—26veérifier (par récurrence) que
n+1 n n
= +

n 1 n+1 1
(1+x)n+1:1+z<n"]: )xk_{_anrl:Z(n‘]: >£Ek

k=1 k=0

et donc

\Voila une autre version de récurrence.

1-46 Theoreme : Examiner pour chaque € N une affirmationA,,
1. A, estvrai.
2. SiAy estvrai pour touk < n, puisA,., est vrai.

Si les deux points ci-dessus sont satisfait I'affirmatignest vrai pour tout, € N.

Entre les problemes et exercices vous trouver beaucougxdesples de démonstration par récurrence.

SHA 18-12-07



CHAPITRE 1. NOMBRES ET EMONSTRATION

19

1.5 problemes

1.5.1 problemes avec des nombres

e Probleme 1-1:
Enlever les parentheses

@ (a+2)(7—0) €) (a+b)(c+d—e)
(b) (a+b) ® (a+0b)(a—0b)
(€) 20x — ((4z + 2y) + (6z — y)) (@) (a® + ab+ b?) (a —b)

(
(d) 45a — (50a — (10a — (3b + 4c) + (6b — 5¢)))  (h) (z* + b1)3
e Probleme 1-2:
Simplifier les fractions.

@ §+3 3,5

. (€)

(b) -3 373
(€) a+ 3 11
. M —=——"

(d)ETa E+§
@ (G+y -2

atl

(h) ]

a—1

e Probleme 1-3:

Trouver le représentation comme fractions décimale desbnes?/13 et1212/19.

e Probleme 1-4:

Prouver quer = 321.012012 est un nombre rationnel et trouver la représentation spaiedante.

e Probleme 1-5:

Examiner les nombres ci—dessous et décider si ils soonragl ou irrationnel.

13.13 27.12123 1.12112111211112111112. ..

e Probleme 1-6:
Veérifier que six € Q ets € Q puis on sait quex - s € Q.

e Probleme 1-7:
Veérifier que siz € R\Q ets € Q puis on sait quez - s € R\Q.

e Probleme 1-8:
Montrer quer n’est pas rationnel, si - z = 3.

e Probleme 1-9:

Beweisen Sie, das§13 ¢Q Prouver quey/13 ¢Q
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e Probleme 1-10:
Prouver quey/7 ¢ Q.

e Probleme 1-11:
Montrer quezr n’est pas rationnel, si -z - z = 2.

e Probleme 1-12:
Prouver que pour tout nombre premjeie nombre, /p est irrationnel.

e Probleme 1-13:
Considérer deux nombres premigretp,. Prouver que le nombrgp; p; est rationnel si et seulement si il
est entier.

e Probleme 1-14:
Examiner I'affirmation suivant.
Pour tout,/n € Nou/n ¢ Q. Soit vous prover I'affirmation ou vous trouver un contresreple.

e Probleme 1-15:
Re écrire comme fraction des nombres entiers.

(@) 0.3737
(b) 0.143456456456
(c) 1.5379

e Probleme 1-16:
La fraction decimal de/2 commence avec les chiffres

V2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696 7187537694807 . . .

(a) Trouver un nombre rationnel simples; ), plus petit quev/2, tel que la difference de/2 est plus petit
quel0~8.

(b) Trouver un nombre rationnel simples, ], plus grand que/2, tel que la difference dg/2 est plus petit
quel0~8.

e Probleme 1-17:
Considérer les deux nombres rationnejs= 10.12345432 et zo = 10.12345433.

(a) Trouver deux nombreg etys, irrationnels et simples, qui sont entre et z-.

(b) Trouver un nombre rationnel entye etys.

e Probléme 1-18:
La représentation d’'un nombeeest donné par = 1.ajasasay . .. veut dire

o0
=1+ Zak 107F
k=1

On sait que
1

O0.ara0azay ... = ——m—
l.ajasazay . ..

(a) Trouver la valeur exacte de

(b) Prouver que ¢ Q.
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e Probleme 1-19:

(a) Die Zahlz = 2.116161616 kann als Bruch zweier ganzer Zahlen geschrieben werdedefiSie diesen

Bruch.
Le nombrer = 2.116161616 peut étre écrit comme fraction de deux nombres entieuviéocette fraction.

(b) Berechen Sie undb / Calculera etb

n

Z(1+k:x):a+b:c
k=—-2

(c) Berechnen Sie exakt / Calculer d'une fagon exacte
[Tiy (2F)
?zl(j +2)
e Probleme 1-20:
(a) Trouver la longueur de la période de la représentat@rimale du nombn%.

(b) Ecrire le nombre: ci-dessous comme fraction de deux nombres entiers.

(c) Indiquer (avecx) les nombres qui sont éléement des domaines des nombres données.

r = 43.12468246824682468 z N|Z | Q| R|C

_5/2

—_
w
[y
=l
[y

o) | | R
EIRE

|
[
(=]

1.5.2 problemes avec des sommes et produits

e Probleme 1-21:
Utiliser le symbole) " pour la somme des carré des premiers 17 nombres. Calctierscenme avec une

calculatrice programmabile.

e Probleme 1-22:
Calculer
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k=1 j=1
e Probleme 1-23:
Ecrire la produit des nombres pairs entre 1 et 48 avec le sinjio
e Probleme 1-24:
Ecrire la produit des nombres impairs entre 1 et 48 avec |dsief |.
e Probleme 1-25:
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke Calculer les egjmes suivantes

a= §:2k3 sz(ﬂk)

k=-19 j=1
3 /3 n
c=Y_ ( 2j> d=> 2k
j=1 \k=1 k=0

e Probléme 1-26:
Zeigen Sie mit Hilfe der Definition der Binomialkoeffizientelas furl < k < n die Beziehung

n—1 n—1 n
+ g
e Probleme 1-27:

Ecrire les expressions et b a 'aide des symbole des sommation et produit. Calculevadsurs de- et d
d’une facon exacte, sans utiliser la calculatrice.

richtig ist.

1 1 1 1 1
T T T T ST b = 12.15-18-21-...-45
a ottty 21
9 .
d = E
c = E:(m—k).m’“—l ,}_Ilj_k|j|
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e Probleme 1-28:
Ecrire les expressions suivantes & l'aide d’un seul syrdeaomme ou produif( , []).

a = 3+6+9+12+15+...+33

1
b o= SH1+2+4+48+... 464
17!
c = —
6!
24
d = 3319

e = 1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)+...+(1+2+...+37)
double somme

1.5.3 Emonstration par récurrence

e Probleme 1-29:
Utiliser une deémonstration par récurrence pour prougeoinme gometrique

n

k 1—q"t!
St =ltgr =
k=0 1-¢

siq # 1.

Pour les problemes ci—dessous reécrire les formuleslev@anbole de sommation et puis prouver les
affirmations (sourcewok97).

e Probleme 1-30:
Utiliser récurrence pour prouver que

24+4+6+...+2n=n(n+1)

e Probleme 1-31:
Utiliser récurrence pour prouver que

n(3n —1)

LH4+T+10+ ...+ (3n-2) = ——

e Probleme 1-32:
Utiliser récurrence pour prouver que

14+34+5+...+2n—1)=n?

e Probleme 1-33:
Utiliser récurrence pour prouver que Beweisen Sie dietltin

1-2°42.284+3.2244.22 4. 4p-2" =14 (n—-1)2"

e Probleme 1-34:
Utiliser récurrence pour prouver que

nn+1)(2n+1)
6

12422432442+ ... +n%=
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e Probleme 1-35:
Utiliser récurrence pour prouver que

1 2
P+22+3+483+.. . +n2= (%)
e Probleme 1-36:
Utiliser récurrence pour prouver que
1 1 1 1 n(n+ 3)
+ + +... =
1-2-3 2-3-4 3-4-5 n-n+1)-(n+2) 4-(n+1) - (n+2)
e Probleme 1-37:
Pour toutn € Nonal + 2n < 3",
e Probleme 1-38:
Pour toutn € N 3 est un diviseur de> — n + 3.
e Probleme 1-39:
Pour toutn € N 3 est un diviseur de2 + n.
e Probleme 1-40:
Pour toutn € N 3 est un diviseur dé&" — 1.
e Probleme 1-41:
Pour toutn € N 9 est un diviseur d&0™*! + 3 - 10™ + 5.
e Probleme 1-42:
L'expressiona™ — b™ peut étre diviser pafa — b).
Tip: a* 1 — bEF1 = ¥ (a — b) + (a¥ — bF)b.
e Probleme 1-43:
L'expressiona®*~! + v?"~1 peut &tre diviser pafa + b).
e Probleme 1-44:
Reécrire avec le symbole’ et puis prouver
(@
1 n 1 n 1
Ip=———+——%+...——————
1.2 2-3 n-(n+1)
(b)
1 1 1

yn:a-(a+b)+(a+b)-(a+2b)+“'+(a+n-b—b)-(a—|—n-b)

e Probleme 1-45:
Une suite est donnée par
ap =1 pi1 =4-a, +4"

Prouver que a,, = n - 4771,

e Probleme 1-46:
Chercher et prouver une formule pour la sommerdpsemier nombres impairs.

Pour les problemes ci—dessous il faut d’abord trouver fabwe la plus petit, tel que I'inégalité est juste.
Puis prouver par récurrence l'affirmation.

SHA 18-12-07



CHAPITRE 1. NOMBRES ET EMONSTRATION 25

e Probleme 1-47:
Beweisen Sie die Ungleichung

n+12 < n?
mittels Induktion.
e Probleme 1-48:
Beweisen Sie die Ungleichung

n? +18 < n?

mittels Induktion.

e Probleme 1-49:
Beweisen Sie die Ungleichung
5+logan <n

mittels Induktion.

e Probleme 1-50:
Beweisen Sie die Ungleichung

10" <n"
mittels Induktion.
e Probleme 1-51:
Beweisen Sie die Ungleichung

2" < nl

mittels Induktion.

e Probleme 1-52:
Behauptung Alle Frauen der Welt haben dieselbe Augenfarbe.
Démonstration : Numeriere alle Frauen und benutze vollstandige Induktion

e Verankerung: Eine Frau hat dieselbe Augenfarbe. Klar!

e Induktionsschritin — n + 1 :
Nach Induktionsvoraussetzung haben die ersténauen dieselbe Augenfarbe, ebenso die zweite bis
(n+1)-ste Frau. Somit haben die erste und (n+1)—ste Fraelde Augenfarbe.

O
Das Resultat ist offensichtlich falsch. Was ist falsch anw&e?

e Probléeme 1-53:
Prouver l'inégalité de Bernoulli

(I1+z)">14nx pourtout z>-1 , neN
Expliquer pourquoi on a besoin de la conditiern> —1.

e Probleme 1-54:
Soit / Setzen Sie

(a) Reécriresy sans le symbolg .
Schreiben Sie, ohne das Symbadl .
(b) Prouver par récurrence / Beweisen Sie mittels Indukijp= 2 — ”2%

SHA 18-12-07



CHAPITRE 1. NOMBRES ET EMONSTRATION 26

1.5.4 solutions pour quelques prol#mes

Solution pour probleme 1-5 :Rational, rational, irrational.

Solution pour probleme 1-9 :Démonstration par contradiction.
Suppositionz = a/b, aveca,b € Netx -z -z = 13
Chercher la factorisation deetb
a=pipp3---Pn b=q1q2G3 .- qm

A cause de: - x - z = 13 on sait quez® = 133 et donc

D1P1P1 P2D2P2 P3P3D3 - - - PnPnPn = 13 q141G1 429292 439343 - - - GmGmdm

A gauche de cette signe d'égalité on trouve un multiple dke 3acteurs 13, mais a droite le nombre des
facteurs 13 est un multiple de 3 plus 1. Donc on a deux facitiois differentes du méme nombre. Donc la
supposition doit &tre faux et on sait qgé.3 ne peut pas &tre écrit comme fraction de deux nombregentie

Solution pour probleme 1-18:

€Y
1 2
z—1==- oder z2—2—-1=0
z
und somit )
2:5(11\/1+4)
Da offensichtlichl < z < 2 gilt
1+45
2
(b)
1 5
Vg0 =1+4+V5¢Q = +2f¢@

Solution pour probleme 1-19:

(@
100z = 211.6161616
x = 2.116161616
99 x = 209.5000
Somit gilt

. 209.5 2095 419
99 990 198

(b)

Zn:(l—kkx) = (n+3)+z Zn:k:

k=—2 k=—2

(n+3) (n—2)

= (n+3)+=x 5

= a+bx

(n+3) (n—2).

und somita = n + 3 undb = 5
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(©

Th_.(2k) _2:4:6-8-10
S (G +2) 3-4-5

Solution pour probleme 1-20:

(a) Wegen% = 0.538461 ist die Lange der Periode 6.

(b) Wegen
10000 - & — x = 431246.8246824682468 — 43.12468246824682468 = 431203.7 = 431120037
gilt
_ 12037
99990
(©

z N|Z|Q|R|C
—5/2 X | X | X
1.3131 XXX
V361 | x X X X X
T X | x
\/2—0 X X
—16 X

Solution pour probléme 1-21 1785
Solution pour probléme 1-22 @ = 49/36, b = 10, ¢ = 20,d = 18, e = 6, f = 28, g = 140, h = 84.

Solution pour probleme 1-23 :
24

24
[Tk =22 J] k=224

k=1 k=1

Solution pour probleme 1-24 :
24

T[k-1) - 48!

— 2ko4l
k=1

Solution pour probleme 1-25 :

(a) Alle Terme ausser dem Letzten heben sich weg.

20
a= Z 2k3 = 2.20° = 16000
k=-—19
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(b)

I

:)—‘

Nl

_|_
e

-

_l’_
?v/\
L=

Nl
N——

I
—~
—_
~—
+
—~
[\
~
+
—~
D
I
Ne

(©)
= (1)
= (1)« (11)+ (110)

= (2)+ (4%) + (6°) =2 + 16 + 216 = 234

(d) Arithmetische Summe
n n 1
d:ZQk:QZkzz@:n(nﬂ)
k=0 k=0
Solution pour probleme 1-26 :

n n n! n!
<k>+<k_1> - k!'(”_k)!+(k‘—1)!'(n—k¢+1)!

- (k—l)!T-L!(n—k:)! <%+n%k+l>

B n! n—k+1)+k
k=D (n—k)! \kE(n—k+1)
B (n+1)-n!
k=D (n—k+1)-(n—k)!
B (n+1)!
T W (n—k+ D)
B n+1
k
Solution pour probleme 1-27 :
15
1 1 1 1 1 1
= l4-dodotad...+—=
¢ LR T kz%%ﬂ

15
b = 12-15-18-21-...-45=[[(3k)
k=4

9
c = > (10—k)- 107" = 123456789
k=1
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3 k

d = I > il

k=1j=—k

i gl ] - i!j\

I
)

j=-—1 j=—2 j=-3
= 140+1)-24+1+04+1+2)-34+2+14+0+1+2+3)
= 2-6-12=144

Solution pour probleme 1-28 :

11
a = 3+6+9+12+15+...+33:Z3k
k=1

b = %+1+2+4+8+...+64: Zﬁzz’f
k=-—1
SRR VS
6! H?:J k=7
24! 1-2-3-4-...-24 1

d = = - =1-3-5-7-...-23 = 2k+1
212120 2.4-6-8-...-24 kl:[()( +1)

24 24

24! 1 k

d = 212‘12!:212 Hk:H§
k=13 k=13

37 J
e = 1+(1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+...+37) = (Zk)

Solution pour probleme 1-29 :

e Verankerung bei = 1

iqk:1+q: (1—|—q)(1—q) :1_(]2

prt 1—gq 1—g¢q
e Induktionsschritt vom zun + 1
— Verwende : .
& 1— qn+1
B
k=0
— Zu zeigen :
+1
n . 1— qn+2
St -1t
k=0
— Rechnung :
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_ 1— qn+1 qn+1 o qn+2
l—q l—q
1— qn+2
== Tq

Aufgrund der Prinzips der vollstandigen Induktion ist 8iehauptung somit verifiziert.

Solution pour probleme 1-42 :

¢ Induktionsverankerungy = 1:
a' — bl ist offensichtlich durci{a — b) teilbar.

e Induktionsschritt vom zun + 1:
Wir dirfen verwenden, dasg' — b™ durch(a — b) teilbar ist, d.h.

a—b" =K (a—0b)
Zu zeigen ist, dasg™ ™! — b"*! durch(a — b) teilbar ist.

a"tt Tl = " (a—b) 4 (a" = D")b
= a"(a—b)+K(a—b)b
(a—10) (a" + KD)

Aufgrund der Prinzips der vollstandigen Induktion ist 8iehauptung somit verifiziert.

Solution pour probleme 1-44 (a) -4 (b) m

Solution pour probleme 1-52 Der Induktionsschritt von n=1 zu 2u+ 1 = 2 ist falsch.

Solution pour probleme 1-53:
e Verankerung: fum = 1ist (1 +z)! > 1 + 1 - z richtig
e Induktionsschritth, — n + 1 :

— Verwende (1 +2)" > 1+nx
— Zuzeigen (1+ )" > 1+ (n+1)x
— Rechnung :

(1+ m)”“ = 14z (1+ax)"

> (14=x)(1+nx) verwende Induktionsannahme uhd- = > 0

= 1+ (n+)z+22>14+n+1)z

Aufgrund der Prinzips der vollstandigen Induktion ist 8iehauptung somit verifiziert.

Solution pour probleme 1-54 :

(@
1 n 2 n 3 n 4 13
Sq4p = — —_— — _ = —
1T 9Tz T3 T T g
(b) Verankerung bei =1:s; = 3 =2 — 12, OK.
Induktionsschritt
B n-+1 B n2 n+1 B n-+3
5n+1—5n+w— _Q—F—TL_FW_ —W

und mittles dem Prinzip der vollstandigen Induktion ist Beweis erbracht.
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1.6 récapitulation
Apres ce chapitre on doit
e connaitre les types difféerentes des nombres.
e maitriser la connection entre nombres rationnels etitractécimales.
e savoir pourquoi/13 n’est pas un nombre rationnel.
e savoir calculer avec les symbole de sommation et produit.
e savoir calculer des sommes arithmétique et géométrique

e connaitre les structures générales des méthodeswaendération.
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Chapitre 2

Nombres complexes

Il existe des problémes simples sans solutions réels. l@saudre I'eéquation
2 _
z2—z4+4=0

on utilise la formule pour les solutions d’'une équationdrasique

212 = = <—bi M) =

2a

1 VAl
5(1i¢1—1):—i———v

et donc cette équation n'a pas de solution réels. Donc ugfiaiel un nouveau type de nombieel que
1* = —1 et puis

V1 1 \/
le—ii—\/ _5 T +Zy aVGCl’yGR

2-1 Definition : Pourz,y € R le nombrez = 2 + iy € C est dit unnombre complexe z est dit lapartie
réelleety la partie imaginaire de z. Donc chagque nombre complexeest représenté par un pair, y) de
nombres réels. On écrit

Rez=Re(a+ib)=a et Imz=Im(a+1ib)=0>

iR
4t 144

3+

«—34+2i 2 3+21

1+ 441

-2it «2—-24

Figure 2.1: le plan des nombers complexe, representé parailts
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On définit dans le plan un systeme cartésienne d’axeangalaire et on note les réels sur I'axe des
et les imaginaire sur I'axe desen prenant comme unité. Le nombre complexe= z + i y peut étre ainsi

représenté par le poitf dont les coordonnées saft, y), ou par le vecteug joignant I'origine a ce point.
Examiner figure2.1et2.2

iR
4i + 1444
3+

—3+2i 2 3+ 21

15 4 | 4

Ol .+ R

“1ik

Figure 2.2: le plan des nombers complexe, representé pardteurs

2.1 definitions et opérations de base
2-2 Definition : Soitz; € C etz € C deux nombres complexes avec

z1=x1+iy1 etz =x2+iys

Puisl'addition est donnée par

214+ 2= (x1+iy1) + (2 +iy2) = (w1 +22) + 0 (y1 + y2)

En figure2.3 vérifier que I'addition des nombres complexes correspmiidddition des vecteurs avec
les partie réelles et imaginaires comme composantes desvs.

iR

4t

31 (4+14)+ (=34+219)
342i 2t

1 | 4+
210 1t 2 5 4 & °F

Figure 2.3: addition de deux nombres complexes
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2-3 Definition : Soitz; € C etzy € C deux nombres complexes avec
zn=x1+1y1 et zp=x9+ 1y
Puismultiplication est donnée par

21z = (w1 +iy1) - (T2 +iy2) = (122 — y1y2) +1 (T1y2 +2291)

2-4 Exemple :
(a)
(1—id)+(3+7i)=4+1i3
(b)
(1—44)-347i)=(34+28)+i(7—12) =31—1i5

(c) AvecOctaveon arrive a

| Octave

(I—i)+(3+7x1)
| ans = 4 + 6i |
| Octave |

(1—i)*(3+7«1)
| ans = 10 + A4i

(d) Pourz € R on arrive a
1 Vi5 1 V15
f(z) = ($—§—TZ)($—§+TU
2
1
= x2—2§+——12 @
2 4 2

1 15
= (w —x+ -+ >—|—0:x2—x+4

4 4
\oila la fonction utilisée dans I'introduction de ce clitag.
(e) Simplifier le calcul précédent{a + b) (a — b) = a? — b?
1 V15 1 V15
f@) = (z— 5—71)(9C—§+—1)

¢
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2-5 Resultat : Soitz; € C. Puis on a les régles de calcul

21+ 290 =20+ 2 . L,
! 2 2 ! loi de commutativité
Z1R9 = 29221
21+ (20 + 23) = (21 + 22) + 23
21 - (22 : 23) = (21 : 22) © 23

21 - (22 + 23) =212+ 2123 loi de distributivité

loi d’assoziativité

2—6 Exemple : Poura, b € R chercher un nombre complexe= = + iy tel que z - (a +ib) = 1.

Solution: Version 1:
Résoudre I'eéquation

1+i0 = z-(a+ib)=(z+iy)  (a+1ib)
= (za—yb)+i(zb+ya)

pourz € R ety € R. Comparer partie réelle et imaginaire pour arriver a

rxa —yb =1
xb 4+ya =0
avec les solutions
a ot —b
xr= ——- e
2+ b2 Y= 212
\ersion 2:
Siz-(a+1ib) =1 o0n sait que
1 1 (a—1ib) a—ib a —b

Z:w—i_zy:a—kib:(a%—ib)(a—ib) a2+b2:a2—i—b2+za2—|—b2

En effet on a trouvé le calcul pour la division des nombraamlexes. On a divider 1 par+ i b. &

2—7 Resultat: Pourz =a+ibe Cona
1 1 a—1b

z_a—|—ib:a2—i—b2

2-8 Definition : Soitz = a +ib € C. Puis le nombre complexe

Z=a+ib=a—1b

est dit lenombre (complexe) conjug et

|2| = Va2 + b2

est ditnorme (ou sonmodule).

2-9 Exemple :Pourz =1—i3onaz=1-1i3=1+i3et|z|> = 12 + 32 et donc|z| = \/10. %
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1R
3i+
3
2i 3412
1i + )

Figure 2.4: norme d’'un nombre complexe

2-10 Resultat : En figure2.4 vérifier que la norméz| d’'un nombre complexe correspond a la longueur du
vecteur. Utiliser le théoréme de Pythagore.

2-11 Resultat : Soitz; € C. Puis on a les résultat simples et importants

Z1+%Z2 = 21+ 2
Z1°Z2 = Z1°%22
1 1\
)
z+Z = 2Rez
z—2z = 12Imz
z-Z = |z
Démonstration : Calculations simples. O

2-12 Lemme : Pour tout nombres,y € R on a
2y < z? + y2

Démonstration : Regarder
0< (x—y)? =2 —2zy+y

et donc
20y < a? 4 y?

2-13 Resultat : Inégalité du triangle pour des nombres complexes.

|21 + 22| < |z1] + |22]

Démonstration : Version analytique:
Examiner le carré de chaque coté de I'inégalité. Spit ay + i by etzy = as + 1 by et donc

zal* = al+b

|22|* = a3+ b3
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et donc

(|1l 41221 )* = |21 + 2|21 |22] + |22/
= 103 +2a? + 8} \Jad+ b3+ ad + 13

Pour la somme; + z, on trouve

|21 4+ 202 = | (a1 +ag) +i (b1 + by) |2
= (a1 +a2)* + (by + b2)?
(CL% +2aia9 + CL%) + (b% + 2b1b2 + b%)

Donc on remplace I'inégalité originale
|21+ 20> < (21| + [22] )

par l'inégalité équivalent

2a1a9 + 2b1by <2 \/a%+b% \/a%+b%

ou

alaQ—i—bleS \/&%‘i‘b% \/a§+b§

Cette inégalité est vraie si

(a1a2 + blb2)2 < (a% + b%) (a% + b%)
Puis on applique des transformations suivantes
(af +0}) (a3 +b3)
a%a% + a%b% + b%a% + b%b%

2,2 | 1292
aib; + bjas

(arag + biby)?
a%a% + 2 aia2b1by + b%b%

2 a1a2b1b2

VARRVANNVAN

Puis utiliser le lemme précédant avee= a1b, ety = asby pour vérifier que cette inégalité est vraie. O
Démonstration : \Version géométrique:

Pour un triangle avec les longueurs de cat&set c on a toujours: + b > ¢ et donc figure2.5 montre que
|z1] + |22| > |21 + 22]. 0

1R

22
Z2 Z1 + 22

21

Figure 2.5: inégalitée du triangléz; + 22| < |z1| + |22
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2.2 coordonrees polaires

Un nombre complexe = z + iy peut aussi étre donné par son norfaeet sonargument ¢ = arg z,
caractérisé par
tan ¢ = tanarg z = tan(arg(z +iy)) = J
x
etz est donné par
z=x+1iy=|z| (cosp+isiny)

1R

T4y

Figure 2.6: norme et argument d’un nombre complexe

On aimerait bien utilisesirg 2 = arctan y/x pourz = = + iy € C, mais cette formule peut étre fausse.
Le probléme vient de I'equatiotan (¢ + km) = tan(p) pourk € Z. If faut d’abord choisir les angleg
a regarder et puis trouver la formule paui z dans chaque quadrant du plan complexe. Par définition la
fonction arctan = rend un résultat entre /2 et /2. Pour définir la fonctiorarg z deux possibilités sont
utiliser souvent0 < arctan z < 27 et —7 < arctan z < 7 (voir tableau2.1).

z=x+1y 0<argz <27 —nm<argz <7

x>0ety>0 |arg(z+iy)=arctan ¥ arg (z +iy) = arctan ¥

s
-2

r=0ety>0|arg(x+iy) =735 arg (x +1y

r<0ety>0|arg(z+iy)=arctan? + 7 |arg(z+iy) =arctan? +

= arctan % -7
iy

2

— Y

= arctan p

r=0ety <0 | arg :rH—z'y:?’T’T arg (z +1y

~— — ~— ~— ~— ~—

(

(
=arctan £ + 7 | arg(z +iy

(

(

~— — ~— ~— ~— ~—

(

(

(
r<O0ety<O0|arg(z+iy

(

(

r>0ety<0|arg(x+1iy :arctan%+27r arg (r +1y

Tableau 2.1: Deux définitions de la fonctiarg z

2-14 Remarque : Dans quelques langues de programmation il y a des commandeggculer I'angle
entre 'axe des et un vecteurgz, y). Cette commandatilise la fonctionarctan. Voir tableau2.2 pour les
modification enMathematicaet Octave Ces modifications demande deux arguments au lieu d’un agum

&
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Octave

octave:> help atan2
atan2 is a builtin function

atan2 (Y, X): atan (Y / X) in range-pi to pi

Mathematica |
?ArcTan

ArcTan[z] gives the inverse tangent of z. ArcTan[x, y] givdbe inverse
tangent of y/x where x and y are real, taking into account whic
gquadrant the point (x, y) is in.

Tableau 2.2: Modifications de la fonctioirctan

2.3 multiplication des nombres complexes

2-15 Resultat : Soit

z1 = x1+iy; = |z1] (cospr + i sinpg)
zo = xo+iys = |22] (cosps + i sinp9)
Puis
21+ 22 = |21] - [22] (cos (p1 + pa) + i sin (o1 + ¢2))

Donc la norme d’un produit de deux nombres est donné papliyitrdes normes des nombres et 'argument
est donnée comme somme des deux arguments.

Démonstration : Utiliser les théoremes d’additions des fonction trigov@riques.

2122 = |z1] (cospr 4@ sinpy) - |z2| (cos@y + i sin )
= |z1] - |22] (cosp1 + i sinpy) - (cos s + i sings)
= |z1] - |22] ((cos 1 cospa — sin g sin pg) + ¢ (cos 1 sin w2 + cos @a sin 1))

= |21 [22| (cos(p1+ p2) +isin(p1 + ¢2))
Le résultat ci—-dessus s’applique aussi au produits deptagtnombres et on obtient
n n
II=1 = 1]~
j=1 j=1
n n
arg H Zj = Z arg Zj
j=1 j=1

et on arrive a l'interprétation suivant de la multiplicat des nombres complexes.

2-16 Resultat : Considérer le nombre + ib € C comme vecteur et multiplier ce nombre avi
z=ux+1iy € C. L'effet sur le nombre, + i b est:
1. allonger le,vecteur(a,b) par le facteutz|.

2. rotation du résultat de I'opération précédant pandlearg z.
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2-17 Exemple : Considérer lgtriangle” avec les coin8 + 4, 5 + 47 et 1 + 3. Une multiplication de ce
triangle parz = (1 4 14)/2 donne le deuxieme triangle en figuter. On aarg z = 7 /4 et|z| = 1/4/2, donc
Vous trouver une rotation pas° et une compression par un facteur/2. &

5
4

3

-1

-2

Figure 2.7: rotation d’un triangle

2.4 formule de Euler et représentation exponentielle

La formule pour I'argument d’'un produit des nombres resderabune propriété de la fonction exponen-
tielle

exp (r1 +z2) = expxy-exprs
n n
exp Z T = H exp
Jj=1 Jj=1

et donc il y a des connections entre nombres complexes atdtido exponentielle.

2-18 efinition : (Formule de Euler)
Poura € R on met

(e

e =cos a+1 sin «

Le théoreme de Pythagore montre que

|em| = |cos o + i sin

= \/0052a+sin2a:1

2-19 Exemple : Vérifier que

%

e = cosm+1isinmT=—1
PRrE - COSE—{—iSiDE:i
2 2
¢ = cosl+isinl
ei(x+27r) — (i

La fonction f (x) = ¢'® est2r—périodique. O
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2-20 Resultat : Un nombrez € C peut étre écrit dans la forme

P |Z| eiargz

Démonstration : Veérifier que

iarg z

arg (|2| eiargz) =arge = argz

et

rargz

| [e] €82 | = || [e' ™8| = |z] - 1

Donc arguments et normes des deux nombretz| exp(i arg z) coincident et les nombres ont égauxl

2—-21 Remarque :Poura, b € R on metz = ¢*** et puis

€a+z b _ iargz

z =

ea‘eib:|

z|-e

Donc|z| = e* etarg z = b+ k2 x pour unk € Z. O

2-22 Exemple : Un nombrez € C peut &tre représenter dans des formes differentes
1l.z=a+1ib
2. comme pair de nombres rée(s, b)
3. avec norme et argument

4. dans la forme exponentielle = exp (In|z| + i arg 2)

zeC pair de R norme/argument forme exponentielle
z=1+1 (1,1) 2| =V2etargz =72 z=exp(Inv2+i%)

z=1 (1,0) |zl =1letargz=0 z=-exp(0+1i0) =expO0
z=—1i3 (0,-3) |z| =3etargz = —7F z=-exp(In3—i7)
z=3—i4| (3,—4) ||z|=5etargz=—arctan 5 | 2 =exp(In5 —i arctan 3)

%

Les résultats ci—-dessous montre que l'identit€” = e* - e¥ est aussi vrai pour la fonction exponentielle
complexe.

2-23 Resultat : Poura, 3 € Rona
ci(atp) _ gia if

Déemonstration : Les calculations sont trés similaires au calculationsdamniémonstration pour la multi-
plication de deux nombres complexes.
€. et? = (cos a+isina)-(cos +isin f)
= (cos acos f— sin asin ) + i (cos asin 3+ cos [sin «)
= cos(a+ f)+isin(a+ f)

_ ila+h)
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2-24 Resultat : Pour des nombres complexgse C on a
exp(z1 + 22) = expzi-expzs
n n
exp sz = Hexp 2j
j=1 j=1
Comme conséquence simple on arrive a
2-25 Resultat : Pour des nombres complexgse C on a
21" 29 — |Zl| . |22| ei(arg Zl"’_argZQ)
n n n
sz = H]zj] ~exp |1 Zarg Z;
j=1 j=1 j=1
2—26 Resultat : (formule de DeMoivré")
Pourn € N etz = |z| (cosa + i sina) on a
2" = |z]" (cos a+ i sin )" = |2|" (cos (na) + i sin (na))
Démonstration :
(cos a+i sin a)" = (em)n = €™ = cos (na) + i sin (na)
|
2—-27 Exemple : Utiliser la formule du bindme et de DeMoivre avec= 3 et obtenir
(cos a+isin a)> = cos®a+3i cos® asin a + 3 (i)% cos a sin® a + (i)3 sin® o
= cos®a+3i cos? asin a — 3 cos a sin? o — i sin® a
= cos’a—3cos asin® a+i (3 cos? a sin a — sin® a)
(cos a+i sin a)> = cos(3a) + i sin (3c)
Comparer partie réels et imaginaire pour conclure
cos(3a) = cos®a —3 cos asin? a = cos a (cos® o — 3sin? )
sin(3a) = 3 cos? asin a—sin® a =sin a (3 cos® a — sin? )
¢

2.5 racines des nombres complexes

1Abraham DeMoivre (1667—-1754), mathématicien frandhiscontribué au statistique, probabilité et trigonarigé
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2—-28 Exemple : Pourz = 1 + i chercher:!, 23 et 2" pourn € N.
Solution: Pour trouverz® = z - z - z il faut multiplier les normes et multiplier I'argument parBonc
. 3 . T
23 — ’2‘3 613 argz __ \/5 6221

On a aussi
o - ’Z‘n ein argz __ \/in ein%

2-29 Exemple : Résoudre I'équation
27 =32

Sioninsiste sue € R il y a une seule solution; = 2. Utiliser les nombres complexes et
‘25‘ = |2]° =32
arg 2> = bargz=0+k27 pour keZ

Donc on obtiens les conditions

2] = 2
argz € —Z
Donc on a cing solutions differentes
2 = 2¢0°
P
z9 = 2¢e''5
o 27
23 = 2627
o 27
2 = 2375
42T
25 = 2475

Les solutions sont sur un cercle de rayon 2 et les diffeiedes argument sont des muItipIes?géveut
dire de@. Mais il n'y a pas d’autres solutions, par exemples

2z = 2607 =

7 o= 2677% =

2-30 DEfinition : Soitz € C etz # 0. Puis poum € N on met
V2= A= W e’
ety > 0 est le plus petit angle tel que
nep=argz+ k27w pourun keZ

Pour beaucoup des exemples on a donc

arg z

arg {z = = —
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2-31 Resultat : SoitZ € C etZ # 0. Puis poum € N lesn solutions de I'équation
=7
sont données par
21, 27T
2= V|Z)F W pour k=0,1,2,3,...,n—1

Les solutions sont sur un cercle de ray@h7| et les difféerences des arguments sont des multiple%}de
veut dire de®®>".

2-32 Exemple : Résoudrez? = i.

Solution: On aargi = w/2 et donc
()3 =1¢7%

Puis
- 3 1
z1 = elE:cos%%—isin%:g%—ii
iT 2 5% .. om \/§ At
29 = e 6 e 3 =CcoS—+18n—=———-+1=
6 6 2 2
- - 47 97T ™
= ¢€6¢e 3 =cos —+17sin—=0—1
z3 e 6 e COS 6 + 1 Sin 6 7

2.6 impédance complexe

Considérer un courant alternafift) = I, sin (wt). Donc la frequence egt= 5. Puis examiner un circuit

g

avec résistances, condensateur et inductance. Pouléoasri on trouve la tensiovi (¢) comme

V() = RIpsin(wt) résistanceR
—1 o

V(i) = el Iy cos (wt) capaciteC'

V() = wlLIycos(wt) inductance L

Figure 2.8: courant et tension pour une résistange

Avec la fonction exponentielle complex& = cos a + i sin a on obtientsin o = Im e*®. On voit que

cosa = sin(a + 7/2) = Im ' ®*™2) et — cosa = sin(a — 7/2) = Im @ 7/?)
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: |
/>ﬂ v
| /

/ | |
-0.5

Q——

1
Figure 2.9: courant et tension pour une capacite

|

L W Y/

\%

Figure 2.10: courant et tension pour une inductante

et donc _
I(t) = Iy sin (wt) = Iy Ime'“*
On arrive a
V() = RIyIme*t résistanceR
1 : -y
V() = —5 I (wt=7/2) capacite C'
w
V(t) = wLlIy Ime @Hm/2) inductance L

Utiliser e=™/2 = —i = 1/i ete™? = i pour vérifier que

V() = RI(t) résistanceR
1 o

V() = o C I(t) capaciteC'

V() = iwLI(t) inductance L

Avec les formules ci—dessus la définition denhpédance complexest naturelle

7 = R résistanceR
1
7 = capaciteC
iwC P
7 = twl inductance L

Limpédance complexe joue la role de la résistanck dans la loi de Ohni/ = R pour un courant
alternatif et des résistance, capacitance et inductaries eourant et tension complexe

Ut)=21(t)

La vrai tension et courant sont données comme partiesréalimaginaire des expression complexes.
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2-33 Exemple :(élement LRC)
Mettre trois €léments en série (voir figuzel 1) et appliquer un courant

I(t) =1y sin(wt) = Iy Im e'“?

La tension (complexe) sur les trois éléments est donné pa

—A | (T —

1
R C L

Figure 2.11: éléemeni. RC

1 .
V(t) = (R+ m +’LwL) I(t) = ZI(t)
L' impédanceest

1 —1 2
Zl=|R+ —= +iwLl| =R+ — +wL

wl —1/(wC)
R

et laphaseq par
tan ¢ =
Puis on arrive a la tension réelle
V(t)=Im(ZI(t) =1y |Z| Ime @) = [y | Z| sin(wt + ¢)

Considérer

I(t) = =1 sin(wt)

V() = =1Iy|Z] sin(wt+¢)
Donc l'impédanceZ| est un facteur d’amplification et = arg Z est la phase. L'impédance dépend.de

1 2
= 2 —
|Z] \/R +<wc+wL>

et on obtient la valeur minimal si

L——=0
w wC
Veut dire pour
1
- VLC
Pour cette frequence I'amplitude de la tension est maxraala phase est zéro. &

2-34 Exemple : Examiner le circuit en figur@.12 On peut calculer avec des impédance comme avec des
résistance, mais avec des nombres complexes. LimpédamplexeZ est donnée par

1 1 1 1 1 1 .
E = Z—FZ:E—FW:E—FMUC
R R .
Z = {3 iwRC it @rop 1 TWEO
et donc
|Z|:L et argZ=tan¢p=—-wRC
1+ (wRC)?

o
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Figure 2.12: résistance et capacitance en parallel

2.7 problemes

e Probleme 2-1:

Poura =3+ i2etb=4—icalculer a+b,a—b,a-b,a/b,b/a,lal,|b|,|a-b| et |a+b|

e Probleme 2-2:
Résoudre pourz: € C

@ z4+(1—i)=3+2i
(b) =5z =5+10i
©) (i—2)+((2z—3i)=-2+7i

e Probleme 2-3:

Soitz; =24 34, 20 = —2 + 314, 23 = /8¢ /4. Calculer les expression suivansacteset simplifier.

@) |21+ 22|
(D) 21 - 22
(€) z1-23
() =

)

e Probleme 2—4:

Pour chaque souprobléme trouvgr: zy, 27 et z3

@ z1=3ietzn=1—1
() 21 =4+ Giet zp=2—3i

(€) 21 = 5 (2+41) et zp = 152

e Probleme 2-5:
Résoudre

et veérifier votre solution.

e Probleme 2-6:
Résoudre

et véerifier votre solution.

22 42242=0

2:2-92242=0
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e Probleme 2-7:
Calculer;23443 sanscalculatrice.

e Probléme 2-8:
Résoudre pout; € C etz € C.

iZl — iZQ = =2
221 + 2z = 1
e Probléme 2-9:
Résoudre pout; € Cetz, € C.
21 + 2z = 2
zZ1 — 22 = 12

e Probleme 2-10:
Dans le plan complexe dessiner tous les nombiesqueRe z > Im z .

e Probleme 2-11:
Dans le plan complexe dessiner tous les nombresque| Re z| > [Im z| .

e Probleme 2-12:
Trouver tous les solution d&' = 1 et dessiner ces solutions dans un plan complexe.

e Probleme 2-13:
Trouver tous les solution d&8 = —8 et dessiner ces solutions dans un plan complexe.

e Probleme 2-14:

(@) Soitz; = 2 + 3i etzy = €'37/2, Calculerz; + z; etz - 2, d’'une fagorexacte(sans calculatrice).

(b) SoitG c C le deuxieme quadrant dans le plan complexe, c.-a-d. ledbres: = z+iy € C avecx < 0
ety > 0. Calculer les racines de tous ces nombreé&/ezt dessiner cette nouveau domaine.

e Probleme 2-15:

Examiner la section de I'anneau ci-dessous avec les quadiets A, B, C et D dans le plan complexg.
Chaque point € C est transformé par une application complexe~ f(z). Esquisser les images de la
section de I'anneau. Indiquer les images des points A, B,[T et

(@) pourf(z) = 22, cet-a-direz s 22 1.

(b) pourf(z) = 1/22, cet-a-direz — 2%
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() (b)

e Probleme 2-16:
Mettre trois élements en série. Les valeurdj€ et L sont données.

W

(&) Trouver I'impédance complexgé comme fonction dev.

(b) Pour quel valeur de ce circuit rend une déphasage de 0?

(c) Pour quel valeur de 'impédance|Z| est minimale? Trouver cette valeur minimale.

e Probleme 2-17:
Examiner le circuit ci—-dessous et trouver I'impédatitentre les points A et B. Rendre le résultat dans la
formeZ = Ry + iw Leg. Tip: trouver d’abord’ .

A

e Probleme 2-18:

Examiner le circuit ci-dessous (a gauche) et trouver l&shgmnceZ. Pour un courrant alternativ avec frequence
J = 5= le circuit peut &tre remplacé par deux élements en :sénie résistancé?y(w) et une bobine avec
inductancelLy(w).
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(a) CalculerZ(w)
(b) CalculerRy(w)

(c) CalculerLy(w)

— Q

e Probleme 2-19:

Examiner le circuit ci-dessous (a gauche) et trouver l&shgmnceZ. Pour un courrant alternativ avec frequence
J = 5= le circuit peut étre remplacé par deux élements en:samierésistanc&,(w) et une capacité'y (w).

(a) CalculerZ(w)
(b) CalculerRy(w)
(c) CalculerCy(w)

Tip:Z=R Z=75Z=iwl

=

e Probleme 2—20:

Exprimercos (4 ) en terme deos « etsin «.. Trouver et prouver cette identité.
Tip: formule de Euler et
(z+y)* =z +422y+ 6222 +42y°+ 92

e Probleme 2-21:

(a) Utiliser deux fois I'équation
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avec des valeurs differentes Hepour réécrire la somme

n
Sn _ Zezka
k=0

comme fraction de deux termes simples. Le dénominatetiéttei réel.

(b) A l'aide du résultat (a) trouver la formule

in (2 ntl
sin a+sin (2a) +sin(3a) + ... +sin(na) = sin(3) sin (%5~ o)
sin (5)
2.7.1 solutions pour quelques prol@mes
Solution pour probleme 2-2 .z =2+ 34,2 = -1 —-2ietz= -2+ 91
Solution pour probléme 2-3 :
1
= VB 93T o iy =2t
V2 o
@)
|Zl+22| = |6’L| =6
(b)
21 20 = (24 34) (-2 4 3i) = —13
(©)
z1+23=...=—24+101¢
(d)
z (2+434)(=2-34)  5—124
z  (=2+3i)(-2-3i) 13
Solution pour probleme 2—4 :
(@) 21-220=3+3i,22=-9et 22 =-2i
(b) 21 - 29 =26, 27 = —20 + 487 et 23 = -5 — 12
(€) 21 20 =1L 22 =2 (-3 +4i)et 23 =—6—i3
Solution pour probleme 2-5 :—1 +iet—1 —i
Solution pour probléme 2—6 :5 +i Y3 et § — i ¥3
Solution pour probléme 2-7 42 = —1, i* = 1, et donci** = 1 pour k € N. Puis

,L-123443 _ ,L-123440 X Z~3 —1. ,L-3 1
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Solution pour probleme 2-8 iz = i et z9 = —1

Solution pour probleme 2-9 2y =1+iet 2o =1—1

Solution pour probleme 2—10 Demi—plan au dessous la droite& par I'origine, sans la droite.
Solution pour probleme 2-11 Une cbne ouvert vers la droite et la gauche.

Solution pour probleme 2-12 2y = 1,29 = 1,23 = —1 et z4 = —i.

Solution pour probleme 2-13:

21 = 2 (cosg + isin %)
zZ9 = —2
)
z3 = 2 (cos?7T —|—isin§) =2 (COS% —ising)
Solution pour probleme 2-14 :
(&) Wegen
; 3
29 = €137/2 = cos?7T 44 sin77T = —
gilt
21+ 20 =24 21
und

229 =—i (2+3i)=3—2i

(b) Der zweite Quadrant besteht aus allen komplexen Zatdieligen Betragen und Arumententen zwi-
schenr /2 und 7. Durch das Bestimmen der Wurzel werden diese Argumentéenalnd man erhalt
somit Argumente zwischen/4 und = /2. Als neuer Bereich entsteht somit der Teil der ersten Qua-
dranten oberhalb deib°—~Geraden.

Solution pour probleme 2-15:

(a) Die Abbildungz — 22 hat die folgenden Effekte:

e die Betrage werden quadriert, wgif| = |z|? . Somit liegen
die Bilder der Punkte auf dem inneren Kreis (Radius 1) auf
dem Kreis mit Radius 1. Somit liegen die Bilder der Punkte
auf dem ausseren Kreis (Radius 2) auf dem Kreis mit Ra-
dius 4.

e die Argumente werden verdoppelt, weilg 2> = 2 arg z.
Somit gehen die Winkel neu vanbis zur, statt von0 bis
zum/2. -4 -2 2 4

(b) Die Abbildungz — 1/z? hat die folgenden Effekte:
e die inversen Betrage werden quadriert, wejlz?| = |z| 72 .
Somit liegen die Bilder der Punkte auf dem inneren Kreis
(Radius 1) auf dem Kreis mit Radius 1. Somit liegen digy &2 4 A
Bilder der Punkte auf dem ausseren Kreis (Radius 2) au
dem Kreis mit Radius 1/4.

e die Argumente wechseln das Vorzeichen und werden ver-
doppelt, weilarg 1/2% = —2 arg z. Somit gehen die Winkel
neu von0 bis zu, statt von0 bis zu—n /2. -1.2

SHA 18-12-07



CHAPITRE 2. NOMBRES COMPLEXES

54

Solution pour probleme 2-16 :

(@)

1
wC

1
Z/=R+—+iwL=R+i <wL——>
twC

(b) Die Phasenverschiebung ist gegeben durch das Arguroari v

Somit istarg Z = 0 falls

(c) Der erste Term der Impedanz

ist unabhangig vow. Deshalb wird Z| ist minimal, falls der zweite Term Null ist, d.h. fur

ImZ wLl-Z5

t Z: — wC
anarg RoZ 7
1
L-— =0
w wC
1
2 — -
YT Ic
1
w = —
LC

2
|Z|> = R? + wD— L
wC

_
“=\VILc

Der minimale Wert ist offensichtlich gegeben durgh

Solution pour probleme 2-17 :

1
A

Somit ist

Solution pour probleme 2-18:

1

=+

1

R+

1

1 —l—i- twC
iwL+1/(iwC) R —w?CL+1
twC —wtib
l—wZCL_a !
a—1b

a+ib a4+ 02

=

+

1 1 iwC
w2 C? R 1—w2CL

(1—-w?2CL)?

—~
—_

R? (1 -w?CL)? (1 iwC

—w?CL)?+ R?w? C?

R 1-w?CL

R%? (1 —w?CL)? 1

(1-w?CL)??+R22C? R

R2(1—w?CL)? C
(1-w?CL)?2+ R?w?(C? 1—w?2CL

)
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(a) Der Widerstandk und die Kapazitat’ sind parallel geschaltet. Die Induktivitdt ist dann in Serie

geschaltet.
Z(w) = iwL+ ———— = iwL—|—L
B F+iwC 1+iwRC
= iwL+R(1_iWRC) = R +iw L_i
B 1+w?(RC)?2 1+ w?(RC)? 14+ w?(RC)?
= Ro(w) +iwLo(w)
(b)
R
Row) = 5 moy
(©
R%*C
L — 7 _
() 1+ w2 (RO)?

Solution pour probleme 2-19 :
(a) Der Widerstandk und die InduktivitatZ sind parallel geschaltet. Die Kapazit@tist dann in Serie

geschaltet.
Zw) = 1 n 1 1 n iwLR 1 iwLR(R—iwlL)
- iwC L+ iwC iwL+ R iwC  (iwL+R)(R—iwl)
B 1 +iwLR2+w2L2R_ Ww?L?R . 1 /1 w? L R?
iwC R? +w? 2 R4+ W22 iw\C R2+4+W2I2
1
= R _—
ow) + iwCh(w)
(b) Bestimmt durch den Realteil vori(w)
WL’ R
folo) =
(c) Bestimmt durch den Imaginarteil vaf(w)
Colw) = 1 O (R*+uW* LY  C(R*+w?L?
=T T LR T (R24w’L?) —w?LR2 R24w?L(L- R?)

C — R?>4w?L2

Fur extreme Werte vow kdnnen der Ersatzwiderstand und die Ersatzkapazitabajppiert werden.

w Ro(w) | ~1/Ch(w)
1

sehrklein| ~0 ol
sehrgross ~R | ~ & -2
Solution pour probleme 2—-20 :
cos (4a) +i sin(4a) = 4= (em)4 = (cos (a) +i sin (a))*

3 o sin a — 6 cos® a sin? a

—idcos a sin® a + sin? «

2

= cos* a+i4 cos

= cos* a — 6 cos® a sin? a—|—sin4 «

+1 (4 cos® o sin o — 4 cos a sin? a)
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Nun ist nur der Realteil zu berlicksichtigen und man erhalt
cos(4a) = cos? a —6 cos? a sin® o +sin? a
Aus dem Imaginarteil konnte man auch ablesen, dass
sin(4a) = 4cos® a sin a —4cos a sin® «
Solution pour probleme 2-21 :

(@) Es handelt sich um eine geometrische Summe

n f 1_qn+1
S e =
k=0 1 q
n i(n+1)a
S _ Zeina 1_6( )
n - — - 1 eia
. ;ntl
—27e' 2 @ sm(”TJrl a)
—2iéls sin (5)
i ot o n+1

(b) Der Imaginarteil der obigen Formel liefert das gewdinie Resultat.
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2.8 formulaire pour les nombres complexe

2.8.1 Efinitions de base

iR
z = x+iy = re' avec un nombre complexec C
et des nombres réelsy, r, ¢ € R.
x est la partie réelle de. z=xz+1y
y est la partie imaginaire de

r = |z| = /22 + y? est la norme de. y

p est 'argument de sitan ¢ = y/x.

i=+—1 et 2 =—1.

2.8.2 propriéetés et regles de calcul

z = |z = |z| (cos ¢ + isin ).

21+ 2= (21 +a2) +i(y +y2)

21— 2= (21— 22) +i(y1 — y2)

Az = Az + i\y avec un nombre réel\.

2120 = (2122 — Y1y2) + 4 (T1y2 + T2y1) = |21 |22]elP1He2)
1/z = |—i|e_w

21z = %ei(m—@z)

z = z* = x — 1y est le complexe conjugué de

|22 =22

e = cos p + isinp

e =cosp —isiny

o — ‘Z’neimp 7 2l — 1, ePit — _1

e* = "W = e%el = e¥(cosy + isiny)

e = (cosy + isiny)™ = cos (ny) + isin (ny)

Les solutions dez” = 1 sont données pagy, = ¢i21x k=0,1,...,n—1.

2.9 récapitulation

Apres ce chapitre on doit
e connaitre les connections entres les nombres réels gileres.

e malitriser les opérations élémentaire avec des nondoneplexes, d’une fagcon algebraique
et géométrique.

e connaitre les notations des impédances complexes esistahce, capacité et inductance.
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Chapitre 3

Vecteurs et matrices

3.1 introduction

Dans ce chapitre on introduit des vecteurs et des matriezsles opérations arithmeétiques. Les applications
des vecteurs et matrices vont suivre dans les chapitresrtas:

3.2 vecteurs

Un nombrea € R et aussi dit urscalaire Toutes opérations dans ce chapitre peut étre fait avesaigaire
complexesy € C. Ony renonce.

3-1 Definition : Un vecteur ¢ € R™ consiste de: scalairesy; € R. Représenter des vecteurs comme
colonne des nombres.
U1

U2

V3 cR"

<L
I

Un,

Les scalaires; sont aussi ditcomposantesdu vecteurs € R".

3-2 Exemple : Voila quelques vecteurs & ouR3.

0.2 0
— 2 2 7 3 — 3
a= . eR* , b= e eR” , ¢c=1| 0314 | €R
0 —47

¢

Dans ce cours on travaille presque exclusivement avec désure de colonne, mais il existe des situa-
tion pour lesquelles les vecteurs de lignes seront plusgpies.

3-3 Définition :  Si on transforme un vecteurs de colonne dans un vecteur e ¢ig parle dwecteur
transpose et on écrita’ ou a*.
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3—-4 Exemple :
T 0.2
! 2
2 | =@1,2,3) et (02,-2,3,07 = ;
3

3.2.1 addition et multiplications avec un scalaire
3-5 Definition :

e On fait I'addition de deux vecteurs en faisant I'addition composantes par asampe. On a donc

=a+beR" — ci=a;+b pour 1<i<n
Ou aussi
ay b1 ai + by c1
L L - ao by as + by Co
an bn an + by Cn

e Unvecteurd € R" estmultipli &€ par un scalairea € R en multipliant chagque composante patOn

a donc
b=adecR" — b;=aa; pour 1<i<n
Ou aussi
al o aq b1
a9 o a9 b2

an aay b,

Observer qu'on peut seulement appliquer I'addition posr\deeteurs de largeur identiques.

3-6 Résultat : Les regles de calcul pour de nombres rends directemenjugetegles de calcul pour des
vecteurs.

+ +a loi de commutativité
(@+b)+¢& = a+ (b+0) | loi d'assoziativité
@+ab | loide distributivité
6ad | loi de distributivité
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3—7 Exemple : Les exemples simple ci—dessous montres qu'il y a pas deisesppour I'addition des
vecteurs et la multiplication avec des scalaires.

(@
3 21
3 2 = 14
1 7
(b)
2 4 1 5
+ — +
(c)
1 0 7-1-3-0 7
7 2 -3 1 = 7-2—-3-1 = 11
3 -2 7-3-3-(=2) 27
(d)
2 e .
( . ) + 1 0 | = nepas définit

%

3-8 Exemple : La majorité des nouvelles calculatrice de poche saveoulal avec des vecteurs et ma-
trices. C’est votre tache d'utiliser les calculatrice duacon efficace et raisonnable. UtilisBctavepour
I'exemple précédente.

| Octave
3x[3; 2; 1]
[2; —1] + [4; 0] — [1; 1]
7x[1; 2; 3] — 3%[0; 1; —-2]
| [2; =11 + [ 1; 0; 2] |
Octaveva calculer et afficher les trois premiers résultats et puositrer un message d’erreur pour la qua-
trieme calculation. &

3.2.2 lanorme d'un vecteur et le produit scalaire de deux veeurs

La notion de longueur d’un vecteur dans le pRihou dans I'espacR? s’applique aussi aux vecteutse R.

3-9 Definition : Lanorme d'un vecteurd € R est donné par

n 1/2 n
jal = (Za?) ou il =3 e
i=1 =1
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3-10 Exemple : On obtien
1 2 2 2 1
| ) I“=1"+3"=10 ou | 5 || = V10

3-11 Cefinition : On peut multiplier deux vecteu b € R™. Le résultat est un scalaire @et cette
opération est diproduit scalaire des deux vecteurs. On utilise

(c_ig:c_i Zall

%

Si le contexte du probléme indique que seulement un pradaiaire est possible on ose simplifier la
notation et écrire
(@, E a b= Z a; b;

3-12 Theoreme : On a les régles de calcul suivantes

a-b=>b-a loi de commutativité
(A@)-b=a-(Ab)=X(@-b) pour AeR
(@+b)-é=a-¢+b-¢ loi de distributivité
G- b=0<=a a orthogonal ab orthogonalité

|

(@,ay=va-a

=

3-13 Resultat : Pour toutes vecteurs beR"ona linégalité deCauchy et Schwarz

(@, Byl < |l - [1B]

Démonstration :  Siun des deux vecteurs @spuis le résultat est évidant. Pour des vecteurs quel@nqu

@, b e R"\ {0} choisissons
b al  +1
N (TR [
]| [T

Le signe de3 est déterminé par le signe dda, 5>. Puis on utilise I'inégalité
0 < |led@+ 8| = (ad+pBb, ad+ Fb)
o?|al® +2a 6@, b) + 52(b|?
- . o, - . —
el @l 2 — (@ &) + [|a]* ]

-

2 ||offlall =2, b)]|

pour conclure

(@, By| <l - [1B]
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Pour des vecteurs & etR3 on sait que
(@, b) = ||| [|b]| cos Z(@b)

pour des vecteurd et dansk™ \ {0} on définit I'angle  entre les vecteurs par I'equation
a,b
cosy = <_6?’ 2
| [2]

Si 7 est un vecteur de longueur 1 puis on trouve
a-n=|al cos £(a,n)
La Figure3.1 montre pourquoii - 77 est dit lacomposante dei dans la direction dei . On parle de la

projection de @ dans la direction de&. Cette résultat est utile pour beaucoup des applicatibraminer
Probleme3—3 (page86).

Figure 3.1: composante dedans la direction d&

3.2.3 le produit vectorielle enR?

Le produit scalaire de deux vecteurs rend un scalaire comme résultatprbduit vectorielle de deux
vecteurs rend un vecteur comme résultat. Observer queasistruction est seulement possibléRén

3-14 Definition : Pour les coordonnées cartésienne on trouve

al bl as bg — as bg
ao X by = a3 by — ay b
as bs ai by —az by

3-15 Resultat :
Pour deux vecteur@, b € R3 le produit vectoriellgl x b est un vecteur caractérisé par

(1) @ x ol = lla] [|b]| sin £(a,b)
(2) adetb sontperpendiculaire &a x b
(3) lesvecteurs @, b, @xb forme unsyséme droit

L’angle doit étre entré et .
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3-16 Resultat : Pour deux vecteurs, b € R3 on arrive &

-,

|@ x b|| = ||@|| ||b]| sin£(d@,b) = aire du parallelogramme

1B]| sin o

SI

Figure 3.2: produit vectorielle et parallélogramme

Démonstration :  Figure 3.2 montre que la hauteur du parallelogramme est donné par||b|| sin a et
donc l'aire du parallelogramme est égal au produit deéwaugt largeur

@]l o]l sin o = [|a@ x b]]
|

3-17 Resultat : Les régles de calcul du produit vectorielle montre que mimg vecteurs, b,¢ € R3 et
A € R on trouve des régles suivantes.

b=0<=a=0oub=_0ou aestperpendiculaire &.
d) @ x (5 n 5) — @ x b+ x € (loi de distributivité)

3-18 Remarque : Utilisant la notation d’'unedéterminant il existe une aide mémoire pour le produit
vectorielle

ay by € ar b
a9 X by = det €y as by
asg b3 gz asg b3

as b a; b a; b

= &det| © - det| = ' |4&det|

az b3 az bz az by

= & (CLQ bs — az bg) + é}, (CL3 by —aq b3) + &, (a1 by — a9 bl)

Figure3.3 peut aider pour mémoriser. &
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Figure 3.3: aide mémaoire pour le produit vectorielle

3-19 Exemple : On trouve

2 0.5 (=3)-(=3)—4-1 5
3 x| 1 [=] 2 (-3)+4.05 | =] 3
4 -3 2.1-(=3)-05 3.5

On peut aussi calculer avéactave

| Octave
a=[2;-3;4]
b=[0.5;1;—3]
cross(a,b)

3.3 matrices
Dans cette section examinons des matrices et les opérattbmetiques de base.

3.3.1 cEfinition et opération de base

3-20 Cefinition :  Unematrice de largeum x m consiste de lignes etm colonnes des nombres. On écrit
A = (a;j)1<i<n,1<j<m OU

a1l a2 a1y ... Aim
az; a2 a23 ... Aa2m
A = (a;j) = (aij)i<i<ni<j<m = | @31 @32 a3z ... a3m
anl Aap2 Aap3 ... GQpm

Si la nombre des lignes est égal au nombe de colonne on panle Matrix carr ée

e On peut additionner des matrice de largeur identiques et Gaitléléement par élément.

C = A+B
Cij = ai7j+bi7j furalle 1<:<m , 1<5<m

Evidemment cette opération est commutative, veutdire B = B + A. On ne peupasadditionner
des matrices de largeur difféerentes.
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e On peut multiplier une matricA avec un scalaira € R en multipliant chaque élément avec

C = )A

cij = Aa;; pourtout 1<i<n , 1<j<m

3—-21 Remarque : Unvecteur de colonneavecn composantes peut étre regarder comme matrice de largeur
n x 1. Unvecteur de ligneavecm composantes peut étre regarder comme matrice de largeun. Puis
les définitions de addition des vecteurs et matrices abdnc &

3—-22 Exemple : Pour les2 x 3 matricesA etB

1 2 3 0 -3 4
™ 0 7 0o 3 -7
ona
1 2 3 0 -3 4 1 -1 7
A+B= + =
™ 0 7 0 3 -7 ™ 3 0
et

1 2 3 3 6 9
3A=3 =
™ 0 7 3m 0 21

O
3-23 Exemple : Examiner les matrices
2 1 0 3 -4 3 5 1 -
A=| -1 0 2 4 , B=| 2 2 0 -1 etC:22]
4 -2 70 3 2 -4 5
Puis on trouve
-2 4 5 4
A+B= 1 2 2 3
7 0 35
Les operations\ + C etB + C ne sont pas @finit. &

3.3.2 multiplication des matrices

3-24 Cefinition :  La multiplication des matrices n’est pas autant simple que I'addition. Leytatiune
matricen x m A avec une matricer x k£ B rend une matric€ = A - B de largeum x k. La nombrek des
colonnes dé\ doit étre égal au nombriedes lignes dd. Les composantes du résultat sont données par

n
Cij =y aig-b
=1

Il'y a des facon differentes de mémoriser cette formule.

e Pour obtenirc; ; (ligne i et colonnej-te) du produitC = A - B calculer le produit de laieme ligne
de A (comme vecteurs) avec jaieme colonne d3.
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e Utiliser le schéma d&alk montrer en Figur&.4. Suivant les fleches multiplier les nombres &ret
B et puis additionner. Pour les nombres des lignes et coloomésuve

A : B = A-B

nxm - mxk — nxk

e Le schéma de Falk met en évidance g’on peut calculer ungasantec; ; de C sans calculer tous
les nombres du produ® = A - B.

k
B
m
j-te Spalte
m
A C=A'B
n
i-te Zeile

Figure 3.4: multiplication de deux matrices, schéma d& Fal

3-25 Exemple : Multiplier la matrice A de largeur3 x 2 avec la matricéB de largeur2 x 3 rend une
matriceC = A - B de largeur3 x 3—Matrix.

2 =3

1 2 3
A-B = 10 |-
4 5 6
-2 -1

2.1-3-4 2.2-3.5 2.3-3-6
= 1-140-4 1-240-5 1-3+0-6
~2.1-1-4 -2.2-1-5 -2.3-1-6

-10 —-11 -—12
= 1 2 3
-6 -9 12

Avec Octaveon calcul directement avec des matrices. Le programme é&stsimilaire aMatlab, dont le
nom se base siMatrix Laboratory.

| Octave
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A=[2,-3;1, 0; —2;-1]; B=[1,2,3; 4,5,6];

AxB
—>
ans =
-10 -11 -12
1 2 3

| -6 -9 -12 |

Pour cette exemple on peut aussi calculer le prd@uiA et le résultat est une matrice de largeuwr 2.

- 2 =3
1 2 3

B-A = : 1 0
4 5 6
-2 -1

1-242-143-(=2) 1-(=3)+2-0+3(—1)
4:245-146-(=2) 4-(=3)+5-0+6-(—1)

[ 2 —6
1 -18
ou avecOctave
| Octave
BxA
—>
ans =
-2 -6
| 1 -18 |
Cette exemple simple met en évidance que la multiplicademmatrices’es pas commutative &

3-26 Definition : A partir d’'une matricex x m A on construit latransposee de la matriceA” en utilisant
les lignes deA comme colonnes eA” et les colonnes dA comme lignes eA”. La premiére ligne dé
devient la premiére colonne de’. DoncA est de largeum x n. On utilise les notationd” = A" = A’,

3—-27 Exemple : Pour la matrice

a1 012 013 a14

A= a1 azp azz azy

as1 az2 a33 a34

la transposée de la matrice est donnée par

a1l a1 a3z

)

AT _ Afr — A/ — a2 Q22 a32

aps3 az3s ass

al4 Q24 a34
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3-28 Exemple : La transposé d’'un vecteur de colonne est un vecteur de. lignepeut donc écrire le
produit scalaire comme produit des matrices dans la forme

Y1
Y2
#,9) =3" - §=(v1,20, 23, .., 20) - | Y3 | =z1v1+ 200 tasys+. A+ rayn

Yn

Les notations ne sont pas toujours utilisées d’'une fa@@¥d.correcte. Il faut aussi tenir compte du context
du probleme pour reconnaitre les calculations correctes
Comme conséquence simple on arrive aussi a

IZ|? = 2121 + 2202 + @323+ ... Tp 1y =TT = (T, T)

Cette exemple montre aussi que la multiplication des nestnicest pas commutative.

'l Yyiry Yirz2 Yi1rs ... YiTp

Y2 Y21  Y2x2 Y23 ... YaTp
G-l = y3s | -(x1,20,23,...,2,) = | Ys®1 YsTo Y3T3 ... Y3Tn

Yn | YnZ1 YnX2 Ynx3 ... YnTn ]

%

3-29 Exemple : Multiplier unen x m matrice A avec un vecteurg € R en regardons le vecteur comme
matrice de largeum x 1. Examiner I'exemple ci—dessous.

2
1 2 3 L= 1-2+4+2-1+43-0 ) 4
0o -2 7 0 0-2—-2-14+7-0 —2
¢

3-30 Exemple : On peut réécrire un systeme des équations linéaledeld’'une matrice et une multipli-
cation d’'une matrice avec un vecteur. Examiner I'exemple

lz +1ly +2z = 9
22 +4y -3z =1
3z +6y -5z = 0

pour les trois unconnues y und z. Réécrire dans la forme

1 1 2 T 9
24 3 |-lyl=]1
3 6 =5 z 0
avec les notations
1 2 T 9
A=|24 3| , i=|y et b=
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on arrive a
A-Z=0b

Il s’agit d’'une application tres importante des matridesnombre des lignes eA corresponds a la nombres
des équations a résoudre et la nombre des colonnesegpeda nombre des inconnues. &

Un systeme des équations linéaire, inhomogene

a11 1+ aig 2 + a13 r3+ ... “Fapr, = b
a1 r1 + age r2 + a3 x3+ ... +a,r, = by
a3l 1 + ass o + asz r3+ ... “+azpr, = bs
Am1 T1 + A2 T2 + A3 23+ ... FampTn = by

pour lesn inconnues peut étre réécrit comme

a1 a2 a3 ... Qip 1 b1
a1 @22 @23 ... Q2 T2 bo
a1 azx azz ... az, |-| w3 [ =] b3
Aml Am2 Am3 ... Gmn Im bm

3.3.3 matrice inverse et sygtmes degquations linéaires

3-31 Cefinition :  Une matrice de largeur x n avec des nombres 1 dans la diagonal et des hors de
la diagonale est dimatrice d’unit & On utilise les notation$, = E,,. Pour tout vecteurg € R" on a
I, -7=7.

3-32 Exemple : ) .
1 0 00
10 0100
I, = et I,=
0 1 0010
0 0 01

3-33 Efinition :  Examiner une matricA de largeum x n. une matriceB de largeum x n avec
A-B=1I1, et B-A=1I,

La matrice A est ditinversible et la matriceB et lamatrice inverse On écritB = A~!. On a donc les
deux conditions
A-A'=1, e¢ A1 A=1,

SHA 18-12-07



CHAPITRE 3. VECTEURS ET MATRICES 71

3-34 Remarque : La définition ci—dessus implique directement que

(A7) = a

3-35 Exemple : Verifier que

sont des matrices inverse. &

3-36 Lemme : Pour une matric@. inversible il existe une, et une seule, matrice inverse.

Démonstration :  SoitB et C deux matrices inverse de la matride Puis on utilise I'eéquatiofi, = B- A
et on peut multiplier de la gauche p@rpour arriver a

C=C-1,=C-(A-B)=(C-A)-B=1,-B=B

3-37 Resultat : Pour une matricA inversible on peut résoudre le systéme des équatiogaifes
A-Z=b

Multiplier I'equation parA~! de la gauche pour arriver a

=1, T=A"1(A-Z)=A"'-b

La valeur du résultat ci—-dessus est plutdt théorique pratique. Pour les problemes appliqués il est
rarement nécessaire de trouver la matrice inverse. Onrpsatidre les systemes linéaire d’'une fagon plus
efficace, veut dire avec moins de calculations. La difféeeimporte pour des systemes grands. On va exa-
miner ces algorithmes en chapifse

3-38 Resultat:  Si A etB sont des matrices inversibles de largeur identiques, AuiB est une matrice
inversible et on trouve
(A-By'=B ! . A!

Pour calculer l'inverse d’un produit des matrices on peultiplier les inverses des matrices individuelles,
mais dans l'ordre inverse.

Déemonstration :  Utiliser la définition de matrice inverse. Les calculaari-dessous vérifie le résultat.

(A-B)-B1-A) = ABBHY A=A, A H)=A-AH=1,
B! AH.A-B) = B'.(A!1.A).B=B !, B=B!.B=1,

3-39 Resultat : Pour une matricA carrée et inversible on touve
(AT) ' = (a )"

Déemonstration : Avec la définition de matrice inverse on arrive a
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AT (AN =(Aa A =15 =1, und (A7)

T

AT=(A-A) =15 =1,

3-40 Resultat : (régles de calcul )
Pour des matriceA, B etC on trouve les régles de calcul suivantes:

A+B = B+A commutativité de I'addition
A+ (B+C) (A+B)+C assoziativité de I'addition
A-(B-C) (A-B)-C assoziativité de la multiplication
A - (B+C) A-B+A-C [oide distributivité
(A-B)! B'.A!
(A+B)7T = AT+ BT
(A-B)Y = BT.AT
(A7) = (A"

Les régles ci—dessus sont correct, sous condition qug&rations sont bien définit.

3-41 Exemple : Le systeme des equations linéaires

lzy +3x9 +4a3= 7
227 40z9 —lz3=-1
—2x1 4+lxy +2x3= 2
peut étre réécrit dans la forme
1 3 4 T 7
AZ=b wobei A=| 2 0 -1 = a und b= | —1
-2 1 2 T3 2
Puis la solution est donnée par
1
T=A"1b=| -2
3

[ xy w2 x3 [~ |3 0
vut dire dans la forme
7 AT ="
A partir de cette forme on arrive a la solution par une mlittggion de la droite par la matriqeA”) L.
NT
#=p (AT =pT . (AHT = (A*l : b)
¢
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3—-42 Exemple : AT'aide de Octaveon obtiens la matrice inverse du probleme ci—dessus par

| Octave
A=[1 3 4; 2 0-1;, -2 1 2];
Ainv=inv (A)
x=Ainv[7;—1;2]
—>
Ainv =
0.33333 —-0.66667 —1.00000
—-0.66667 3.33333 3.00000
0.66667 —2.33333 —2.00000

X =
1.0000
—2.0000
| 3.0000 |
Pour résoudre le systeme linéaire il est plus efficacendsed par la matriceA de la gauche, sans calculer
la matrice inverse.

Octave
x=A\[7;-1;2]

%

3-43 Exemple : La calculatriceHP-48 regarde tout vecteur comme vecteur de colonne, méme di il es
affiché comme vecteur de ligne. Mettre la matricet le vecteutt comme[ 1 -2 3] surle stack et puis
presser la touche de multiplicatienpour arriver au résultat de la multiplication.

1 3 4 T 7
2 0 -1 |- T9 = —1
21 2 T3 2

Pour insister a un vecteur de ligne il faut meftfel -2 3]].

Pour résoudre le systeme de I'exemple précédenteeﬂemecteurl; comme[ 7 -1 2] sur le stack,
suivit par la matriceA. Puis on peu utiliser la touche de division pour obtenir leteer de solutionz.
Mettre la matriceA sur le stack et presséy x pour calculer la matrice inverse. &

3—-44 Cefinition :  Pour une matrice carrée de largeux n la trace est donné comme somme des nombres
dans la diagonale de la matrice, veut dire

n
Spur A =trA = Zam-
i=1
En allemand on utilise le mot ‘Spur’.

3—-45 Exemple :

Spur

~N B~ =

2 3
5 6 | =1+5+9=15
8 9

o
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3.4 régression lireaire
Comme premiere application on va examinedgression lireaire.

3-46 Exemple : Une droite de la forme = ag + a1 « devrait passer par les trois poirts 1), (2, 3) et
(4,0). On ne va pas obtenir une droite qui passe pare les troisspditme facon exacte. Donc on calcule
les trois distance verticales des points de la droite.

rn = a+taxryi—yl=ag+a-1-1
r9o = agtarre—yY2=a9g+a-2—-3
rgs = agtaixz3—yd=ag+a;-4—0

Puis on demande que la somme des carrées des trois distétntengmale. Examiner

F=ri+ri+ry = 3a5+ai(1®+2°+4%) +apa12(1+2+4) —
—ap2(1+3+0)—a;2(1-1+2-3+4-0)+ (1 +3*+0?)
= 3a}+21ai +14aga; —8ag — 14ay + 10

Pour que cette déviation quadratique soit minirhél&aut que les dérivées par rapport@eta; soit zéro.

oF
-— = 6a0—|—14a1—8:0
8@0
F
a— = l1ldap+42a; —14=0
8@1

Ecrire cette systéme dans la forme

e () -(0)

apg=25 et a; =-0.5

pour trouver la solution

Puis on a trouver la droitg = 2.5 — 0.5 x qui passe le mieux possible par les trois points. &

La méthode de I'exemple précédente de dépends pas tmgs/aumeériquesA l'aide des matrice
réécrire les calculations.

3-47 Exemple : Une droite de la forme = a¢ + a1 = devrait passer par quelques poifits, y;). Chercer
ag etaq tel que
yi=ap+myix; pour 1<:<n

A I'aide des matrices et vecteurs on écrit

Y1 1
Y2 1 x a
g=1 . |=. . ") =xa
: Do ay
Yn L 1z, ]

10n parle aussi de la méthode des moindres carrés.
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Pourn > 2 on ne peut pas satisfaire tous ces équations. Donc on demguel la longueur du vecteur des
résidu soit minimal.
Y1 1 x

Yo 1 z

=
I
|
VR
Q S
= o
~_
I
<y
|
X
Q

Donc on examine I'expression

= (7, @) =F -7

= (F-Xa)"-(F-Xa)
= g-Xa'-g
= |7 -at -xT.g—g" - X-a+a’ - XT.-X-a
= |lg®-24"-x-a+a’ - xT.X

17112

Pour que cette expression soit minimal, il faut que la d&ripar rapport aux composantesalgoit zéro.
Examinons ces contributions I'une apres l'autre.

1.%'1

1 T2 ag
= (ylayQa"'ayn)' . . :
: : a

1 x,

= Zyz ) Zyz z; |-
i=1 i=1 ar
n n
= Qo Zyz +G1Zyz:ﬂ@'
i=1 i=1

Pour examine” - XT - X - @ écrire le produit des matrices

gl X

S
|

1 xZ;
xT.X — 1 1 ... 1 ‘ 1 9
| T @2 Tn, Coo
1 x,
_ n Z?:1 T ]
DYDY a7

On arrive a

n " ox a
Al XT'.X.qg = (ag, ay) - ; z;—l ; . 0
D1 Ti D i T ai

+ i1 Ti
= <ao,a1>-< e 2 )

ap Y iy T+ ar Yoy x;

n n
= a3n+2aoa1 E z; + a3 g 7
i=1 i=1
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Examinons les dérivées par rapportget a; .
2l - -
Dag = —QZ%—F2G0”+2G1 in
=1 =1
o |I71I? - - -
Day = =2 Zyimi+2ao Zmi+2a1 ZI‘Z
=1 i=1 i=1
Mettre ces deux expression a zéro rend un systemes dasd@tp linéaires pour les inconnugset a; .
no Yhm | (e \ _ [ XiLw
dois1 T D a7 al D1 Yii
ATaide de la matriceX réécrire ce system dans la forme
XT.X)-a=XT.g
Pour des point$z;, y;) connus on peut résoudre ce systeme. O

La situation ci—dessus est rencontré assez frequemrndahe on a introduit les notations

n n n n
szzxz ) Smmzzx% ) Syzzyz ) Sxyzzxzyz
=1 =1 i=1 i=1

et le systeme est réécrit dans la forme

o))

A T'aide du Problémes—11on trouve une formule pour la solution.

A =n-8,, 52
(SuSy — SuSay)
(- Suy — 5:5,)

ao

Bl =

ay =

Ces formules sont facile a programmées et donc on peatrdimer la droite de régression pour des
points donnés.

Dans I'exemple 346 on a

und X =

<y

Il
— = =
~ N

et donc
1 1 1 ! 4
1 2 4 7
0
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et

XT.X =

1
1 11
11
1 2 4
1

Le systeme a résoudre est donné par
3 7 a . 4
7 21 ay 7
On retrouve les calculation de I'exempled®-

La méthode de Egression lireaire n’est pas limitt a des droites de egressionL’'exemple précédente
est g'un cas spécial de la situation suivant:

3-48 Resultat : (régression linéaire )
Pour une matric& de largeum x m et un vecteufj € R™ chercher un vecteut € R™ tel que la
longueur du vecteur redidtic R™ soit minimal. Utiliser

F=X-d—7

Trouver la solutiorii € R comme solution du systéme deéquations linéaires

X' X)-a=x"-y5

Avec ce résultat on peut trouver la parabole qui passe lexapessible par des points donnés.
3-49 Exemple : Une parabole)(z) = ag + ai1x + azx? doit passer par les quatre poirfts 3), (2,4),
(3,4) et(4,5). Donc on demande que la somme des carrés des quatre distenteale soit minimal.

2

i = a0+ a1z +axx; pour i=1234

Avec la notation des matrices on demande que la longeur dawet

1 1 3
ao
12 4 4
T = al —
1 3 4
a2
1 4 16 5

soit minimale. Donc on trouve la situation du résultatggdente et on tombe sur un systeme de trois
équations pour trois inconnues.

11 3
1 11 1 aop 1 1 1 1

1 2 4 4
1 2 3 4 a | =11 2 3 4

1 3 4
1 4 9 16 as 1 4 9 16

1 4 16 5
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La solution est donnée par

a 2.5
aq == 0.6
a9 0

et donc la parabole optimale est
y(z) =2.5+0.62+ 0z

C’est par hasard g’'on tombe effectivement sur une droiteadse de la symétrie des poits donnés on sait
que la parabole doit passée par le pging , 4.0).

En Octaveutiliser la commandéi near Regr essi on() 2

| Octave
x=[1;2;3;4];
F=[ones(size(x)),Xx,x."2]
p=LinearRegression(F,y)
—>
p =
2.5000e+00
6.0000e-01

| —2.2204e-16

Trouver une vérification visule en Figi®, généré par le code ci—dessous.

| Octave
yFit=Fxp;
plot(x,y, s",x,yFit)
| axis([0 5 2 6])
6
55
5l
45
4l
351
3l
251
2 ‘
0 1 2 3 4 5

Figure 3.5: une parabole de regression

3.5 optique gcometrique

En optique géométrique, on peut utiliser les vecteurs

v\ distance de I'axe optique
a ) angle par rapport a I'axe optiqu

2A trouver sur la page web de 'auteur de ces notes.
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Tous les rayon de lumiere vont de gauche a droite. On nedegare les ray proche a I'axe et avec des
angles petites. Comme exemples, examinons les éléemaligsies suivants.

1. Un chemin libre de longueutr.

2. une lentille convexe avec longueur focglePour une lentille concave choisir la longueur focgle
négative.

3. Un solide sphérique de raydt Choisir R positif si la surface se boucle contre la direction du trait,
R est négatif si la surface se boucle dans la direction durayadent.

4. Un plan orthogonal a I'axe optique avec des indices ftagtons differentes.

e Le premier exemple est la situation d’'un chemin libre en g6, A l'aide de trigonimetrie on
arrive a
Yo =y1+ ssina~y; + s«

L'angle ne change pas et on obtien

()= ) =Ll )= ()

On obtien une des matrices en TaBlé&

x=0 X=S

y1 a

Figure 3.6: rayon dans un cemin libre

e L'élement I'entille sera examiner en exemples8-—-
e a un plan avec des indices de réfractions differentesg307) on utilise le loi de réfraction
n1 sina; = ng sin s

A cause des petites angles on obtient
n
a9 = —1 aq
n2

La position verticale du ray ne change pas et donc

()= )L a ] ()

On arrive alors aux matrices de transfert du TablgduLes sections 4 et 5 ers{anMeieFalcIpex-
pliquent comment multiplier les matrices des élémentbaiepour traiter des systeme optiques plus com-
pligués et comment tirer de I'information deséeléemelgsette matrice du systéme.
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nl | n2
o2
al
X
Figure 3.7: rayon par un plan de refraction
description matrice
. . (1 s
distance parcouris T(s) =
01
. 10
lentille convexe, longueur focalg L(f) = oy ]
L [
solide sphérique, rayoR 1 0
.. P »q : y > > : S(R’nl’nQ) - ni—ne n
indices de réfraction: a gauchg, a droitens Myl
- X R . 1 0
plan, indices: a gauche,, a droitens Soo (n1,09) = - ]
L na

Tableau 3.1: Quelques matrices de transfert de I'optiGoergtrique

Linse

Figure 3.8: rayon par une lentille
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3-50 Exemple : Des rayon proche a I'axe optique tombe sure ne lentille begueur focalef. Apres la
lentille le rayon va parcourir une distance libre de longuelLa situation est esquissée en Figaré
Parce-que les rayon proche a I'axe sont paralleles a bexutilisea = 0 et arrive a une distanag, et

un anglea,,, donné par
(“‘) = T(s) - L(f) <y>
o, 0

)

01

B 1 s Y
- ot ()
_ ( y—sy/f )
—y/f
Donc on arrive a une nouvelle distange- sy/f et 'angle est maintenanty/f. En mettants = f on

arrive a la distancg — f y/f = 0 et donc les rayon sont focalisé & une distance horizorftdkela lentille.
Figure3.8confirme le résultat. &

3-51 Exemple : Dans une situation simple on a un objet de largeur 2 cm et tam&cune distance de 50
cm. Une lentille de longueur focalg se trouve a une distance adecm de I'objet. Des rayons de lumiére
passent de I'objet a I'eécran par la lentille. L'image dabjet est inversée et a une largeur de 40 cm.

(@) Trouver la matrice de transfé¥i(zx, f) de ce systéme optique.

(b) expliquer pourquoi la matric®I(z, f) doit étre de la forme donnée ci—dessous, c’est—a-Alire —20
etB =0.

A B
C D

M(z) =

=20 0
C D

(c) Utiliser le theoreme des multiplication des déteramt etB = 0 pour montrer queD = 1/A.
(d) Trouver§ al'aide deD = —1/20. Puis trouverr a l'aide deB = 0
Solution:

(a) Die Matrix wird konstruiert durch

Gesamt= Linse zu Schirm  Linse - Objekt zu Linse
M(z, f) = TGEO-2z) - L) - T()

B [1 50—x] [ 1
- S
0o 1 S
B 1 50—«
0 1
[1—50——96 z+ (50 — =

=1
!
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Somit ist die folgende Matrix zu untersuchen

A B
C D

M@szll_gﬁ x+®2t@u_§)]

-1
f

—-20 0
C D
(b) Damit das Bild fokussiert ist mus8 = 0 sein. FurB # 0 werden Strahlen, die vom selben Punkt

ausgehen, aber nicht mit dem selkemicht am selben Ort auf den Schirm auftreffen. Das Bild wird
gespiegelt und um den Faktor 20 vergrossert, deshath—20.

#(0)-()

Die erste Zeile dieses Systems lautet
A2+ Ba=-40

z
f

In Formeln geschrieben

Damit dies fur beliebigex richtig ist muss4A = —20 und B = 0 sein.
(c) det T(s) = 1unddetL(f) = 1 implizieren

det M(z, f) = det(T(50 —z)) det (L(f)) det (T(x)) =1
det M(z,f) = AD—-BC=AD=1
1

D = —
A

(d) e WegenD =1/A = —1/20 gilt

w‘l
—_
I
—
|

RS

|8 &
[\
—_

e WegenB = 0 gilt

0 = x4+ (50 —z)(1—2)
f
0 (50 — z) —
= Jj‘— _'1/' R
20
20 = 50—«
50
r = —
21

3-52 Exemple :This example is taken froniderrBurc75 p 43].

The left end of a long plastic rod of refraction index 1.56 isund and polished to a convex (outward)
spherical surface of radius 2.8 cm . An object 2 cm tall isfedan the air and on the axis at a distance of
of 15 cm from the vertex. Find position and size of the image inside the rod. The situation is shown in
figure3.9

Solution: As the ray of light travels from left to right is passes thrééedent elements:
1. adistance of 15 cm

2. the curved surface, determined by the rod
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2|/&
\_

15 T

Figure 3.9: spherical rod, used as a lense

3. adistance of cm

Thus the first matrix to be multiplied is the transfer by thetaince 15 cm. This leads to the following
calculations. It might help to read the operations from tritghleft since the vector is multiplied by the
matrices in that order. This is also the order in which thepasses the optic elements.

image distance spherical surface distance 15 original
Yord )~ @) - S(Rymim,) - T - [
Aend it
Yend _ 1 =z 1 15 . Yinit
Qend 01 R 0 1 Qingt
Yend o 1 =z ) 1 1 15 ) Yinit
Cend 0 1 L6 0 1 Cinit
By multiplying the matrices we obtain
Yend | 1-01282 15-1.282x Yinit
Qend —0.128 —1.128 Qinit
- (1 —0.128 %) Yinit + (15 — 1.282x) iz
—0.128 Yinit — 1.128 Aynit

1
1
S =
e

‘»—l OSE =)
|

[SN

(=)

—_—

r

If the image has to show at a distancéom the spherical surface, then all rays leaving at height have
to arrive at the same level., 4, independent on the initial angte,,;;. This leads to the condition, that the
number in the top right corner of the matrix has to vanish, i.e

15—-1.2822 =0 - r=11.7

Thus the image will show at a distance of 11.7 cm. To find the efzthe image we have to compute the
result if we sety;,;; = 2, i.e.

Yend \ _ | —0.5 0 2\ -1
Cend —0.128 —1.282 | \ i —0.256 — 1.282 ctjnse

Thus the image has size 1 cm and is inverted.

o
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3-53 Exemple : The above example may be solved with the hel@ofave
e First define the functions to compute the transfer matrices.

¢ Define a functionf(z) to compute the expression in the top right rorner of the maas function of
the distancer .

e Examine values for the distancesnd generate a plot.

| Octave
1; % assure script file

function res=T(s)
res=[1,s;0,1];
endfunction

function res=L(f)
res=[1,0-1/f,1];
endfunction

function res=S(r,nl,n2)
res=[1,0;(n¥n2)/(nZr),nl/n2];
endfunction

function y=f(x)
MET(x)*S(2.8,1,1.56}T(15);
y=M(1,2);

endfunction

x= 5:1:20; y=x;

for k=1:length (x)

y(k)=f(x(k));
endfor

plot(x,y)

grid on |

Using the hint by the resulting graphic we conclude that) is an affine function and thus we can compute
its zero easily. Using this zerq, we can then compute the size of the resulting image.

| Octave
x0=-f(0)/(f(1)—-1(0))
MET(x0)%S(2.8,1,1.56)T(15)

Mx[2;0] |

For other example we will not end u with an affine function ameré will be no easy solution formula.
In this case re may use the commdrgbl ve() to determine solutions of nonlinear equations. Only one
line of code will change.

| Octave |
x0=fsolve ('f’,10)
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U(;X‘)

Figure 3.10: rayon par une boulle

3-54 Exemple : Des rayons lumineuse paralleles passent par une spgom (ra= 1 cm) dont I'indic de
réfraction esth = 1.4. Tous les rayons sont proche de I'axe de la spére. Troueesnuisse en FiguBel10,

(a) Trouver la matrice de transfé¥i(x) de ce systeme optique.

(b) A quelle distance: de la boule se trouve le foyer?

Solution: Der achsennahe Lichtstrahl durchlauft nacheinander
1. die erste Kugelflache mit; = 1,no =n=14,R=1
2. eine freie Wegstrecke der Lange 2 cm.
3. die zweite Kugelflache mity = n=14,n, =1, R = —1
4. eine freie Wegstrecke der Langem.

Dies kann durch Multiplikation der entsprechenden Maitrikembiniert werden.

Gesamt Weg: zweite Flache Kugel erste Flache

M(z) = T(x) . S(—1,1,n) . T(2) . S(1,n,1)
12 ] 1 0 (1 2 1 0
ol O I P B P I PV
1 1 0 1 2 1 0
Clo1 ] ll—n n] o 1]' [%—1%]
1 e 0429 1426 | [ 042005712 1.426+0.429z
Colo 1| [—0.571 0.429] ol —osm 0.429 ]

(a) Man erhalt

Yend M( ) Yinit 0.429 — 0.571x 1.426 + 0.429 x Yinit
= xXT) - = .
Qend Oimit —0571 0429 Anit
(b) Damit der Strahl fokussiert muss der Eintrag oben limkder Matrix Null sein. Nur dann hangt der
y—Wert des Bildstrahls nicht vomr-Wert des Eingangsstrahls ab. Da die Eingansstrahlengiarat
Achse sind ist;,;; = 0. Deshalb ist der Eintrag oben rechts i irrelevant. Somit die folgende

Beziehung gelten:
0.429 — 0.571x =0 = x=0.75cm

Diese Beispiel wurdeGerrBurc79 entnommen. &

SHA 18-12-07



CHAPITRE 3. VECTEURS ET MATRICES 86

3.6 problemes

e Probleme 3-1:
Apprendre a utiliser votre calculatrice pour des opérestiavec des vecteurs et matrices.
3.6.1 vecteurs

e Probleme 3-2:
Sont deux vecteurs donn&é= (3,1) etb = (2, —1). Calculer

@) @+ () @-b.

(b) @— 3b. ) (@-b)a.

(©) 1.5b - La. @ a@b-a).

(d) ||a| et ||b]. (h) ranglea entred etb.

e Probleme 3-3:
Touver la composante d’'un vecteur dans la direction d’'ureargcteurs.

(a) Calculer la composante du vectedrs: (1,3)7 dans la direction du vectetir= %(1, nr.

(b) Calculer la composante du vectedrs: (1,3)” dans la direction du vectelr= (1,2)7.

e Probleme 3-4:
Trouver un vecteur de longueur 1, tel que il est perpendieuu vecteul2, 3).

e Probleme 3-5:
Etant donné les vecteurs

1 —1
a=1 05 et b= 0
1 —2
Calculer B B . . .
(@ @+b (b) |@—2b] (c) 3a@+4b (d) (@,b)=a-b
() axb () bxa (9) @xba) () axa

e Probleme 3-6:
Soit

Calculer les expressions suivantes, si c’est possible.

@ @+3b () 3@b (c) bxb d) éxd

3
€ (c-d)-¢ () ¢-(d-&) (9) (@xb)-¢

e Probleme 3-7:
Utiliser quelques exemples pour vérifier que le produdteéelle n'est pas assoziativ.

6><<5><5>7é(5,><5>><6
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e Probleme 3-8:
Déterminer I'anglex entre les deux vecteurs suivants:

—6 3
a=1| s et b=| —4
0 12
3.6.2 matrices
e Probleme 3-9:
Fur die beiden Matrizen Pour les deux matrices
L o 0 1
A:[ x] undlet B=| 2 -2
-1 0 4
y —2
gilt on sait que
1 -9
A -B=
4 -9
Berechnen Si@3 - A. CalculerB - A.
e Probleme 3-10:
Untersuchen Sie die Matrizen
3 0
4 -1 1 4 2
A=| -1 2 , B= C=
0 2 3 1 5
1 1
1 5 2 6 1 3
D= -1 1 , E= -1 1
3 4 4 1
Berechnen Sie (falls moglich)
(@ D+E (h)y A — AT
(b) D-E (i) traceD
(c)5A (j) 4trace(7B)
(d -7D (k) 2AT +C
(e) 2B-C ) (D—E)T
() —3(D+2E) (m) C.C”

(9) D" +D (n) trace(D - D7)
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e Probleme 3-11:
Verifizieren Sie, dass fur eiriex 2—Matrix A

S

mit a d — bc # 0 die inverse Matrix gegeben ist durch

e Probleme 3-12:
Zeigen Sie, dass fur eine invertierbare MatAbqilt

(A7) = (™"

3.6.3 régression

e Probleme 3-13:

Examiner les pointgz;,y;) ci dessous et essayer Untersuchen Sie die untenstehenden Punkte

de mettre une parabole par ces points le plus prochéz;, y;) und versuchen Sie eine Parabel moglichst

possible (régression linéaire). gut durch diese Punkte zu legen (lineare Regres-
sion).

(x1,y1) = (L,1) , (22,92) = (3,0) , (w3,43) =(4,2) , (24,94) = (5,5)

(&) Trouver un systéme des équations linéaires po(a) Finden Sie ein lineares Gleichungssystem fiir die
les coefficients de la parabole. Koeffizienten der Parabel.

(b) Trouver la parabole. (b) Bestimmen Sie die Parabel.

e Probleme 3-14:
Untersuchen Sie die vier Punkte, 3), (2,4), (3,4) und(4,0).

(a) Finden Sie eine Gerade, die so gut wie moglich durchedfemkte geht.

(b) Finden Sie eine Parabel, die so gut wie moglich durckediRrunkte geht.

e Probleme 3-15:
Pour calibrer des nouveaux instruments il faut souvent neesme largeur physique avec deux instruments
differents.

e une premier mesure avec l'instrument a calibré rends diesirsy;
e une deuxieme mesure avec I'instrument de réféerencesrées valeurs;

A trouver la valeur optimale du facteurtel quey = « x, respectivemeny; ~ « x;. Utiliser une régression
linéaire pour montrer que la valeur optimale est donné&e pa

_ h _ D1 TiYi

n 2
Sea > T
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e Probleme 3-16:

Une courbe de la forme ci—dessous doit passer paEine Kurve von der unten gegebenen Form soll
les pointsP; = (x;,y;) donnés le plus proche pos- maoglichst gut durch die gegebenen Punkie=
sible, veut dire (x4, v;) gehen, d.h.

5 5
1717 => " rg =D (f (wx) —yx)®  minimal

avec wobei

f(z)=Acosz+ Bsinz+C

ne () me () e ()
I EHRES

Ecrire le vecteur résiduel dans la forme Schreiben Sie a@sidRalvektor als Ausdruck der
Form

(&) Trouver un systéme de trois équations linéaif@) Finden Sie ein System von drei linearen Glei-
pour les constanted, B et C. chungen fur die Konstantea, B undC'.

(b) CalculerA, B etC. (b) Berechnen Sidl, B undC.

3.6.4 solutions pour quelques prol#mes

Solution pour probleme 3-3::

(@) Le vecteub et normalisé.

1
3 o V2

. 1 —
&‘.b;( ) V2 :iZQﬁ

La composante d& dans la direction dé a donc la Iongueu% =22

(b) Le vecteum n'est pas normalisé. On trouve
B> = 1* +2° =5

Alors il faut diviserb par+/5 pour obtenir une longueur de 1.

() ()

La composante d& dans la direction déa donc la Iongueu%.
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Solution pour probléme 3-6 :

(a) (e)
1 = 21
B (¢ d)-&=
a+3b= —4 21
6
(®
b
(b) o 19
S 7 ¢-(d-e)=
3a-b=-3 0
© (@)
bxb=0 (@xb)-Z= ne pas définit
(d)
¢x d= ne pas définit
Solution pour probleme 3-8 .o = 112.6°.
Solution pour probléme 3-9 :
0 1
1 2 =z 9 zy+2z —3-2zx 1 -9
. Z J— p— pu—
-1 0 4 4y -9 4 -9
y —2
und somit
zy+2z =1
-3—-2xz = -9
4y = 4

Daraus kann man leicht ablesen, dass 1, x = 3 undz = —1. Nun flhrt eine einfache Matrizenmultipli-

kation zum Resultat

0 1
1 2 3
A:[ ] und B=| —1 -2
-1 0 4
1 -2
und
-1 0 4
B -A= 1 -2 11
3 2 -5

Solution pour probléme 3-11 Nachrechnen, dass - A~! =T, undA~' - A =1,.

Solution pour probleme 3-12 Es gilt

und
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Somit ist die gewlinschte Eigenschaft gezeigt.
Solution pour probléme 3-13 Dies ist ein mit linearer Regression zu ldsendes Problémdie Parabel

y(x) = co + 1 x + ¢ 2

sind die Parametet; so zu bestimmen, dass die Abweichung der Parabel von dertédPuminimal wird.
Dies ist durch die folgende Graphik illustriert. Die MatXxmuss flr die Rechnung verwendet werden.

6 1 1
5
. <_| 139
3 1 4 16
2
) 1 5 25
1 2— 3 4 5 6
(@) Das zu loésende Gleichungssytem ist
1
co 4 13 51 co 8
T T 0
XX | g | =X ) oder 13 51 217 aq | =] 34
c2 5 51 217 963 c2 158

(b) Die Losung ist somit

o 3.60000
c1 | = | —3.34545
c2 0.72727

und die gesuchte Parabel

y(z) = 3.60000 — 3.34545 = + 0.72727 2

Solution pour probleme 3-14 :
(@)
y(x) =5-09=x
(b)
y(r) = —1.25 + 5.352 — 1.25 2>

Solution pour probléme 3-15 : Zu minimieren ist der Betrag des Residualvekt®@rs
F=§—af
Somit wird aus der MatriXX in Resultat 348 ein VektorZ und zu losen ist die Gleichung
(@ 2) a=a"g

oder auch
Sz 0 = S:cy
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Somit ist die Losung
_ h _ Z?:1 Zi Yi
R Dy}
Nun kann auch noch die Standardabweichupgdes optimalen Parameters geschatzt werden. Hierzu
muss zuerst die Standardabweichung:gaierte geschatzt werden durch

n

1
2 _ E: L )2

i=1

Dann folgt mit Hilfe der Rechenregeln fiir Varianzen (Quedrder Standardabweichungen)

2 2 2
o2 = 1 x202_zz’:1$2‘02_ 1 o
__E : — L=l G2 7
Y S2, v oS, Y

[\

TT =1
Fur den Spezialfall von konstanten Werten= x erhalten wir

Sey 1 &
S _nxizlyl

xrxr
UQ =

1
x\/ﬁgy

Solution pour probleme 3—-16 in den Spalten der MatriX stehen dieos- undsin—Werte derr—Koordinaten,
erganzt durch eine Spalten von Einsen.

=
I
X

cos0

cos 1

sin 0

sin 1

cosm/2 sinm/2

cos 2
COS T
1
cos1
0

cos 2
-1

sin 2
sin
0
sin 1
1
sin 2

0

T U Gy

(&) Zulosen ist das Gleichungssystem

N T

0.4
0.45
-0.5

s

—3.4

0.4
0.45
—0.5
—-14
—-3.4

XT.x.

2.4651
0.0762475
0.124155

0.0762475
2.53490
2.75077

0.124155
2.75077
5.0000

4.62574
= —1.39435
—4.45

QI = QW
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(b) Das fuhrt auf die Losung
1.92044

A
B | = 1.01667
c —1.49701

SHA 18-12-07



CHAPITRE 3. VECTEURS ET MATRICES 94

3.7

récapitulation

Apres ce chapitre on doit

savoir calculer avec des vecteur d’'une facon fiable et ea@ddition, multiplication avec
scalaire, produit scalaire et produit vectorielle.

savoir calculer avec des matrices d’une facon fiable etleagiddition et multiplication.
maitriser les regles de calcul pour vecteurs et matrices.

savoir utiliser une matrice inverse.

savoir resoudre de probleme de régression linéairplsim

savoir utiliser des matrices pour des problemes simplégédue géométrique.
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Kapitel 4

Systeme von linearen Gleichungen

Als Arbeitsgrundlage fiir dieses Kapitel erhalten Sie dftopie des ersten Kapitels aus dem englischen

BuchElementary Linear Algebra, Application Versigon Howard Anton und Chris Rorres‘(fitoRorr91).

Diese Notizen sind zum grossen Teil diesem Buch enthommen.

4.1 Einfuhrung zu Systemen von linearen Gleichungen

Die Gleichung einer Geraden in dey—Ebene kann gegeben werden durch eine Gleichung
apxr+asy=~=

wobei die Werte voruy, as undb die gerade bestimmen. Eine solche Gleichung héissare Gleichung
fur die Variablenr undy. Analog ist eindineare Gleichungfur n Variablenz, zs, .. .,z, gegeben durch

a1x1+asxret+asrs+...+a,xr, =b
So kann eine Ebene im Raum beschrieben werden als lineaidh@Gig fur die Variablen:, y und z.
4-1 Beispiel : Das folgende sind lineare Gleichungen.
r+3y =

y = r+324+7

1+ 2x9+3x3 — 4y =

S W=

¢

Zu beachten ist, dass in linearen Gleichungen keine Preditiche oder Potenzen (bezuglich der
Variablen) vorkommen durfen.

4-2 Beispiel : Das folgende sin#teine linearen Gleichungen.

22 +3y = 7
1
y = = +3Vz+7
3z
r1+2x0+3x3—4x17224 = O

95
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4-3 Beispiel : Um alle Losungen der linearen Gleichung

20 —4y=m
fur die Variablenz undy zu finden, kann man den Wert varbeliebig wahlen. Wir setzen hier= ¢t. Dann
kann der Wert vory aus der Gleichung bestimmt werden durch

y:i (Qw—w):i (2t —m)

Wir erhalten somit digparametrisierten L dsungenmit dem Parameterc R.

r= t

_ 2t—7
Yy= ="

wobei teR

¢

Sind mehrere lineare Gleichungen miteinander zu unteesydo spricht man von eine8ystem von
linearen Gleichungen

4-4 Beispiel : Das lineare Gleichungssystem

4$1—$2+3$3 = -1
3$1+$2+9$3 = —4

wird gelost durche; = 1, x5 = 2, 23 = —1, da fur diese Werte beide Gleichungen erfillt sind.
Jedochistr; =1, z9 = 8, x3 = 1 ist keine Losung, da nur die erste der beiden verlangteiti@legen
gelost ist. &

4-5 Beispiel : Das System

20 -3y =
3z+2y = 8

von linearen Gleichungen wird gelost dureh= 2 undy = 1. Die beiden Gleichungen entsprechen je einer
Geraden in der Ebene. Der Purfkt y) = (2, 1) entspricht somit dem Schnittpunkt der beiden Gleichungen.

Dieser Ansatz erlaubt es zwei lineare Gleichungen in zwdiddannten auch mittels eines graphischen
Verfahrens zu losen, indem zwei Geraden geschnitten werde &

4—6 Beispiel : Das System

20 -3y =
dxr—6y = 8

von linearen Gleichungen hat keine Losung. Dies kann faaigesehen werden, falls man die erste Glei-
chung mit 2 multipliziert. Das fuhrt auf das aquivalentes@m

dr -6y =
4o -6y =

Diese beiden Gleichung kdnnen nicht zusammen gelostemerdas sons2 = 8 sein misste. Die den
Gleichungen entsprechenden Geraden sind parallel unch tkaipgen Schnittpunkt. &
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d

genau eine Losung keine Losung unendlich viele Losungen

Abbildung 4.1: Losungsverhalten von Systemen von Gleigen

4-7 Definition : Ein System von linearen Gleichungen heisdétonsistent, falls es keine Losungen hat.
Ein System von linearen Gleichungen, dass mindestens ésunlg hat heisstonsistent

Sucht man den Schnittpunkt zweier Geraden in der Ebenendalsti verschiedene Verhalten moglich.
Dies ist in Abbildung4.1illustriert.

1. Die Geraden sind nicht parallel und haben somit genaum@&nhbnittpunkt. Das entsprechende System
von linearen Gleichungen hgenau eineLdsung. Das System ist konsistent.

2. Die Geraden sind parallel, liegen aber nicht aufeinerigemgibt keinen Schnittpunkt. Das entspre-
chende System von linearen Gleichungenkete Losung. Das System ist inkonsistent.

3. Die Geraden sind parallel und sie liegen aufeinender. iBtsugmendlich viele Schnittpunkte. Das
entsprechende System von linearen Gleichungenrerdlich viele Losungen. Das System ist kon-
sistent.

Man wird nie ein System von linearen Gleichungen finden mitagezwei Losungen. Wir haben hier nur
zwei Gleichungen fur zwei Unbekannte untersucht, werdesr apater sehen, dass dieses Resultat fur be-
liebige Systeme von linearen Gleichungen richtig ist.

Ein System von linearen Gleichungen hat entweder genau_éisieng, keine Losung oder unend
lich viele Losungen.

4-8 Beispiel : Ebenen im Raum
Jede der drei Gleichungen des System

r 4y 42z = 9
22 +4y -3z =1
3z +6y -5z = 0
kann aufgefasst werden als eine Ebenengleichung im R&tidhne zu rechnen ist klar, dass folgenden

Situationen auftreten konnen:

1. Die drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt. Es gibtigeim& Losung. Das System ist konsistent.
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2. Zwei der drei Ebenen sind parallel, aber sie sind nichttideh. Es gibt somit keinen gemeinsamen
Schnittpunkt. Es gibt keine Losung. Das System ist inksigsi.

3. Die Ebenen sind nicht parallel, aber je zwei dieser Eb&ildan eine Schnittgeraden und diese sind
parallel (Toblerone). Es gibt keine Losung. Das Systermiginsistent.

4. Zwei der Ebenen sind identisch, die dritte ist nicht paralu den ersten beiden. Es ergibt sich eine
Schnittgerade, d.h. unendlich viele Schnittpunkte. Dase3y ist konsistent.

5. Die drei Ebenen sind identisch und die Losungsmengeadsedchnittebene. Es gibt unendlich viele

Schnittpunkte. Das System ist konsistent.

o

4.2 Matrix—Darstellung und der Algorithmus von Gauss

4.2.1 Matrix—Darstellung eines linearen Gleichungssystas

Fur das lineare Gleichungssystem

r 4y 42z = 9
22 +4y -3z =1
3z +6y -5z = 0
sind eigentlich nur die Zahlen
11 219
2 4 3|1
3 6 =50

relevant. Man spricht von débarstellung des Gleichungssystems durch eine erweiterte &frix . Die er-
ste Spalte der Matrix enthalt die Koeffizienten der erstariabblen (hierz genannt). Die zweite Spalte der
Matrix enthalt die Koeffizienten der zweiten Variablengihy genannt). Einzig die letzte Spalte spielt eine
besondere Rolle: sie enthalt die Konstanten der GleiokinDie erste Zeile der Matrix enthalt die Koeffi-
zienten der ersten Gleichung, die zweite Zeile der Matrth@h die Koeffizienten der zweiten Gleichung,
U.S.W.

Nun werden wir solche Systeme von Gleichungen systemadtiselm. Dazu werden wir diese Systeme
in aquivalente Systeme umformen. Dabei ist das Ziel eiemehtar losbares Gleichungssystem zu erhalten.
Wir verwenden die folgenden Grundoperationen:

e Eine Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl mitipren oder dividieren.
e Ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addieren.

e Zwei Gleichungen austauschen.

Diese drei Grundoperationen verandern die Losungsméeg&ystems nicht, sind alémuivalenztrans-
formationen. Um Schreibarbeit zu sparen werden wir die Operationentmeisdilfe der Matrix—Notation
ausfuhren. Es ergeben sich die folgenden Zeilenopegtion
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e Eine Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl multipizn oder dividieren.
e Ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen addieren.

e Zwei Zeilen austauschen.

Nun wollen wir das Verfahren an einem Beispiel sorgfaltegbnstrieren.

4-9 Beispiel :Als einfiihrendes, typisches Beispiel untersuchen witiegares System von 3 Gleichungen
fur drei Unbekanntex, y und z). Statt planlos zu rechnen erstellen wir zuerst einen Plan:

1. Mit Hilfe der ersten Gleichung aus der zweiten und dritten Gleichung eliminieren.

2. Mit Hilfe der (neuen) zweiten Gleichungaus der dritten Gleichung eliminieren.

3. Die (neue) dritte Gleichung kann nun leicht nachufgelost werden.

4. Der nun bekannte Wert vanund die zweite Gleichung ergeben

5. Die nun bekannten Werte varundy und die erste Gleichung ergeben schliesslich den Wert:von

Die obigen Rechnungen sind mit Hilfe vémuivalenztransformationen auszufiihren, da die Losorenge
nicht andern darf. Nun untersuchen wir auch noch den Effidder Operationen auf die entsprechende
Darstellung des Systems durch eine erweiterte Matrix.

In der linken Spalte finden Sie Gleichungssysteme und dietiBefung der Operationen. In der rechten
Spalte werden die selben Operationen mit Hilfe der erwteiteatrix ausgefihrt.
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r 4y 42z = 9

22 +4y -3z =1

3z +6y -5z = 0
Das 2-fache der ersten Gleichung von der
zweiten Gleichung subtrahieren

r 4y 42z = 9
2y =Tz = -—17
3z +6y -5z = 0

Das 3-fache der ersten Gleichung von der
dritten Gleichung subtrahieren

z +y +2z = 9
2y =Tz = -—17
3y —11z = =27

Die zweite Gleichung mi% multiplizieren, dann
dann das 3-fache der zweiten Gleichung
von der dritten Gleichung subtrahieren

r +y +2z = 9
y —3z = 5
-1 _

27 = 7

Die dritte Gleichung mit-2 multiplizieren

r 4y +2z =

7 =
Yy —3%72 =

z =

- O
3

e

DasI-fache der dritten Gleichung zur
zweiten Gleichung addieren

Das 2-fache der dritten Gleichung von der
ersten Gleichung subtrahieren

T +y = 3
Yy = 2
z = 3

Die zweite Gleichung von der
ersten Gleichung subtrahieren

x =1

Die einzige Losung

ist nun leicht ablesbar.

11 219
2 4 =3|1
3 6 =510

Das 2-fache der ersten Zeile von der
zweiten Zeile subtrahieren

11 2 9
0 2 =717
3 6 =5 0

Das 3-fache der ersten Zeile von der
dritten Zeile subtrahieren

1 1 2 9

0o 2 -7 |-17

0 3 —11|-27
Die zweite Zeile mit% multiplizieren
dann das 3-fache der zweiten Zeile
von der dritten Zeile subtrahieren

1 1 2 9
01 5|
00 F|F
Die dritte Zeile mit-2 multiplizieren
(11 2| 9 ]
01 |
_0 0 1 3

DasZ-fache der dritten Zeile zur
zweiten Zeile addieren
Das 2-fache der dritten Zeile von der
ersten Zeile subtrahieren
1 1 0|3
01 02
00 1|3
Die zweite Zeile von der
ersten Zeile subtrahieren
1 0 01
01 02
00 1|3

%
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4.2.2 Treppengestalt, Verfahren von Gauss

Die Rechenschritte im vorangehenden Beispiel wurdenriigiinicht zufallig gewahlt. Der bekannte Al-
gorithmus vornGauss—Jordanwurde ausgefiihrt. Damit kdnnen die Losungen von baeiinearen Glei-
chungssystemen untersucht werden. Wir werden nun diegéshkéen etwas genauer unter die Lupe neh-
men.

4-10 Definition : Eine Matrix ist inTreppenform falls:
e die erste von Null verschiedenen Zahl in jeder Zeile ist dine
e Zeilen die ausschliesslich die Zahl 0 enthalten sind untefinzien.
e je weiter unten die Zeile, desto weiter rechts die fuhrehde

e unter einer,fuhrenden 1" stehen nur Zahlen O .
Eine Matrix ist inreduzierter Treppenform falls:

e die Matrix in Treppenform ist

e in jeder Spalte mit einer fuhrenden 1 sind alle anderenetal

Ist die Matrix in reduzierter Treppenform, so stehen untet uber filhrenden Zahlen 1 nur Nullen.

4-11 Beispiel : Die folgenden Matrizen sind in Treppenform, aber nicht iduzerter Treppenform.

Um diese Matrizen in reduzierte Treppenform zu bringensseit sie noch leicht modifiziert werden.

o O =
S = O
= o O

1
0
0
0

2
0
0
0

o O = O

0
0
1
0

1
0
0
0

o O = O

3
1
0
0

1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3

001 m 011 m
o1 9] , )

0 001 0001
0 01

0 000 00 00

0
0
1
0

%

4-12 Bemerkung : Nun kann man in den Rechnungen in Beispied érkennen, dass die Matrix zuerst in
Treppenform und anschliessend in reduzierte Treppenfansformiert wird. Bei all diesen Transforma-
tionen wird die Lésungsmenge des Gleichungssystems wichhdert Aquivalenztransformationen).

Die folgenden Punkte in Beispiel @-sind zu beachten:

1. Ist die Matrix in Treppenform, so kann das zugehoriget@ysvon Gleichungepvon unten nach
oben* aufgelost werden.

2. Die vollstandig reduzierte Matrix enthalt nur die ZamlO, ausser in der Diagonalen, dort findet man
die Zahlen 1 . Es ist di€inheitsmatrix.

3. Ist die Matrix vollstandig reduziert, so ist das zugéhg® System von Gleichungen bereits aufgeldst.

&

Nun wollen wir einige Beispiel von Gleichungssystemen tsuehen.
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4-13 Beispiel :Das folgende Gleichungssystem fiihrt zu einer Matrix inppengestalt.

r +2y 43z = 9 1 2 3|9
y +9z = 1 oder 01 9|1
z =0 00 110

Aus der letzten Zeile liest man ab, dass= 0. Dann folgt aus der zweiten Gleichung sofgr= 1. Die
erste Zeile ergibt anschliessend= 9 — 2y — 3z = 7. Somit ist das System gelost. Transformiert man das
ursprungliche System auf eine Matrix in reduzierter Teagdprm, so ergibt sich nach kurzer Rechnung

T = 7 1 0 0|7
y = 1 oder 01 0|1
z =0 0 0 110
Die eindeutig bestimmte Losung ist elementar ablesbar. &

4-14 Beispiel :Das folgende Gleichungssystem fiihrt zu einer Matrix inppengestalt.

z +2y 43z +4u = 10 1 2 3 4110
z 4rmu = 0 oder 001 w0
U = -3 00 0 1]-3
Aufgrund der letzten Zeile gilu = —3 und die zweite Gleichung ergibt = 0 — 7« = 3 7. Die erste

Gleichung kann nach aufgelost werden mit dem Resultat
r=10—-2y—-32—4u=10—-2y - 97 + 12

Er darf nicht erstaunen, dass drei Gleichungen fir vierdkahnt nicht eindeutig geldst werden konnen.
Wahlt many = t als Parameter, so kdnnen alle Losungen geschrieben mverdier Parameterform

€T 22 -9 -2
0 1

Y _ Ly

z 3

u -3 0

Ein identisches Losungsverhalten kann auch bei vier Glgigen fur vier Unbekannte entstehen. Falls
Sie nach der Reduktion auf Treppenform die Gleichungen

r 42y +3z +4u = 10 1 2 3 4]10
Oz 40y +z H7u 0 01 |0
oder
0z +0y 40z +u = -3 000 1]-3
0Oz 40y +0z 4+0u = 0 000 O0]O
vorfinden, so erhalten sie dieselben Losungen. &

4-15 Beispiel :Das folgende Gleichungssystem fiihrt zu einer Matrix inppengestalt.

r 42y +3z +4u = 10 1 2 3 4]10
Oz 40y +z H47u = 0 001 |0
oder
0Oz +0y 40z +u = -3 000 1]-3
Oz 40y +0z 4+0u = 13 0 0 0 0]13

Die vierte Gleichung ist nicht ldsbar. Das System von vii€hungen fur vier Unbekannte hat somit keine
Losungen. &

SHA 18-12-07



KAPITEL 4. SYSTEME VON LINEAREN GLEICHUNGEN 103

4.3 Losen von linearen Gleichungssystemen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass die Form derigesueines linearen Gleichungssystems leicht
aus der auf Treppengestalt reduzierten erweiterten Mabgelesen werden kdnnen. Es geht nicht darum
viele, grosse Systeme muhsam von Hand aufzulosen. rSpateden Sie Computer und Taschenrechner
einsetzen, um solche Systeme effizient zu losen. Sies@iteauf die Struktur der zu verwendenden Algo-

rithmen und die Interpretation der Resultate konzentniere

4.3.1 Gauss’sche Elimination

Die vorangehenden Beispiele zeigen, dass fur eine Matrikréppengestalt die Losungen des zugehori-
gen linearen Gleichungssystems leicht beschrieben wedlemen. Deshalb versuchen wir nun jede Ma-
trix in Treppengestalt zu bringen, mit Hilfe vakguivalenztransformationen. Dies wollen wir systemadtisc
ausfuhren.

4-16 Beispiel :Als Beispiel untersuchen wir das Gleichungssystem

-2y +7z = 12
2z —-10y +12z 28
2z -5y —bz = -1
Das fuhrt auf eine erweiterte Matrixdarstellung.
0o -2 7|12
2 —10 12 | 28
2 -5 =5|-1

Finde die am weitesten links liegende Spalte, die nichtchligsslich die Zahl 0 enthalt.

0
2
2

Die erste Zeile ist eventuell mit einer anderen Zeile zu

2
0
2

-2
—10
-5

—10
-2
-5

7
12
-5

12
7
-5

12
28
-1

aregthen, damit die erste Zahl nicht O ist.

28
12
-1

Multipliziere die erste Zeile mit einer geeigneten Za%ﬁ,(damit die erste Zahl 1 wird.

1
0
2

-5
-2
-5

6
7

-5

14
12
-1

Geeignete Vielfache der ersten Zeile sind von den andersnlzmahieren, damit alle Zahlen unterhalb der

1 zu 0 werden.
1

0

-5
—2

0 +5

6
7
—-17

14
12

—29
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Nun kann die erste Zeile abgedeckt werden und das Verfalmemestartet werden mit der kleineren
Matrix.

1 -5 6 | 14 1 -5 6 | 14
0 1 =L | -6 — 0 1 L | -6
0 +5 —17|-29 0 +5 —17[-29
1 -5 6 |14 -5 6 | 14
— 0 1 =L|-6 — 0 1 =L|-6
0o 0 11 0 0 1|2

Die letzte Matrix entspricht dem Gleichungssystem

r —by 46z = 14
Y —% z = —6
z = 2

Diese System kann nun leicht von unten nach oben aufgelsten

y = —6 —I—%z
= 14 -6z +dy = 7
¢

4-17 Beispiel : Die Zeilenoperationen des oben ausgefiihrten Algorithrars Gauss kdnnen auch in
Octaveoder Matlab implementiert werden. Dazu sind zwei Befehle zu definieren:

e SwapRows um zwei Zeilen zu vertauschen.

| SwapRows.m
function An=SwapRows(A,i,])
An=A;
An(i,0)=A(],1);
An(j,:)=A(i,:);
endfunction
I

e Pi vot um eine Zahl zu 1 zu machen und die darunterstehenden Zahkmznieren.

I Pivot.m
function An=Pivot(A,i,]j)
An=A;
An(i,:) = An(i,:) /A, ]);
for k=i+1:size(A)(1)
An(k,:) = An(k,:)—A(k,j)*An(i,:);
endfor
endfunction
I |

Der obenstehende Code ist nicht effizient implementiertdaréinur fur lllustrationen und Verifikation
von Aufgaben verwendet werden. Es gibt effiziente Implemeamgen.
Nun kann das vorangehende Beispiel durchgerechnet werden.

| Octave
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### script file to test Gauss algorithm

A=[0 -2 7 12; 2-10 12 28; 2-5 -5 —1]

A=SwapRows(A,1,2)
A=Pivot(A,1,1)
A=Pivot(A,2,2)

| A=Pivot(A,3,3)

nicht O ist.

unterhalb der 1 zu 0 werden.

Aufgabe4—4auf Seitel15ist eine geeignete, einfactitbungsaufgabe.

4.3.2 Homogene Systeme

4-19 Definition : Sind die Zahlen; ; fur 1 <i <nundl < j < m gegeben, so heisst.

a11 21 + a2 T2 + a3 r3+
21 T1 + a2 X2 + a3 r3+

asi1 1 + agz T2 + aszz r3+

Am1 T1 + Am2 T2 + Gm3 T3+

4-18 Theorem :Gauss’sche Elimination
Um die erweiterte Matrix eines linearen Gleichungssystémsreppengestalt zu bringen kan
systematisch vorgegangen werden.

1. Finde die am weitesten links liegende Spalte, die nicisehliesslich die Zahl 0 enthélt.

3. Multipliziere die erste Zeile mit einer geeigneten Zalamit die erste Zahl 1 wird.

+ain Tp
+aon Tp

+asp Tn

FAmn Tn

2. Die erste Zeile ist eventuell mit einer anderen Zeile zuavsschen, damit die erste Za

4. Geeignete Vielfache der ersten Zeile sind von den anaersubtrahieren, damit alle Zahle

5. Nun kann die erste Zeile abgedeckt werden und das Verfatee (Schritt 2) gestartet wer
den mit der kleineren Matrix.

einhomogenes System von linearen GleichungeBs sindm Gleichungen fur die: Unbekanntern:q, x»,

ey Ty -

Die zu diesem System gehorende erweiterte Matrix ist

ai
a21

a31

a12
a22

a32

am2

ai3
a3

ass

am3

Aln
a2n

a3n
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Da durch Zeilenoperationen die Null-Spalte rechts immiealézn bleibt, ist es nicht unbedingt notwendig
diese Spalte mitzuschreiben.

Ein homogenes System von linearen Gleichungen kann imnhistgeerden, indem alle Variablen
0 gewahlt werden.

Gleich viele Gleichungen und Unbekannte

Stimmen die Anzahl der Gleichungen und die Anzahl der Unbeten Uberein®{ = m), so wird die auf
Treppengestalt gebrachte Matrix meistens die folgendmbaben:

1 a12 a1z ... Qip
0 1 a3 ... Qo2p
0 0 1 ... Q3p
0 0 0 110

d.h.

e O unterhalb der Diagonalen
¢ 1 entlang der Diagonalen

e beliebige Zahlen oberhalb der Diagonalen. Diese Zahlerdevetiblicherweise nicht mit den ur-
springlich dort stehenden Zahlen tGbereinstimmen.

Das zugehorige Gleichungssystem

r1+ a2 +a3xrs+ ... +aipTp 0
To 4+ aszx3+ ... +as,x, = 0
r3+ ... Hagprn, = 0
T, = 0
ist leicht von unten nach oben losbar. Die triviale LOSuRg= x5 = 23 = ... = x, = 0 ist die einzige

Losung.

Es kann aber auch vorkommen, dass die letzte Zeile der enesit Matrix nur O enthalt. Dann ist die
letzte Variable frei wahlbar, die anderen konnen darauedhnet werden. Als Beispiel untersuchen wir

1 -3 5|0
0 1 e|0
0 0 0(0

In entsprechenden Gleichungssystem fir die Variablgrrs und x5 ist der Wert vones = ¢ frei wahlbar.
Die Werte der anderen Variablen kdnnen dann bestimmt wierde

r3 = t == t
Ty = —exs = —te

1 = —bxz+3xy = t(-5-—3e)
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Alle Losungen des entsprechenden Gleichungssystemsainill parametrisiert durch

X9 —5—3e
T=| 2o | =t —e fur teR

Es gibt also unendlich viele Losungen.

Gibt es in der Treppenmatrix mehrere Zeilen von Nullen,@arien auch mehrere Variablen frei gewahlt
werden. Es wird wiederum unendlich viele Losungen gebénals Funktion von mehreren Parametern
geschrieben werden konnen. Um dies einzusehen kann fldgmassen vorgegangen werden:

1. Entferne die nur aus Nullen bestehenden Zeilen der redani Matrix, sie beinhalten keinerlei Infor-
mation Uber die Losungen.

2. Alle Spalten des Gleichungssystems kine filhrende 1 enthalten, sind auf die rechte Seite des
Gleichungssystems zu schreiben. Sie werden zu Parametekibsuingen.

3. Fur gegebene Werte der Parameter kann nun nach den ébkesligenen Unbekannten aufgeltst wer-
den.

Diese Schema kdnnen wir auf das vorangehende Beispielrat@neDie erweiterte Matrix

1 -3 5|0
0 1 e|O
0 0 0|0
entspricht dem Gleichungssystem
ry —3x2 +bxg = 0
To +exs = 0

Die Spalte dercs enthalt keine fuhrende 1, deshalb werden diese Terme neatihs gebracht und; = ¢
als Parameter gewahlt.

T —3$2 == —5$3 = -5t
9 = —exz3 = -—et
Dieses System kann von unten nach oben aufgeldst werdefemiResultat
x1 —3xg = (—b—3e)t
) = —et

Das fuhrt auf die oben angeschriebenen Losungen.

Die beiden Aufgabed—9und4—10illustrieren dieses Verhalten.

Verschiedene Anzahl von Gleichungen und Unbekannten

Diese Situation unterscheidet sich nicht wesentlich varodgen. Zusammenfassend kann fir homogene
Systeme von linearen Gleichungen festgehalten werden:

e Jedes homogene, lineare Gleichungssystem hat die trivisiengz = 0.
e Steht in jeder Spalte der auf Treppenform reduzierten Maine,flhrende 1“, so hat das System

nur die triviale Losung.
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e FUr jede Spalte ohndglihrende 1" kann ein Parameter eingefuihrt werden und dandlich vielen
Losungen damit konstruiert werden.

Die wesentliche Schwierigkeit ist es also, die Matrix auf Teppengestalt zu bringen.

4-20 Theorem : Ein homogenes, lineares Gleichungssystem hat immer dial&riLosung § =
0). Entstehen bei der Reduktion auf Treppengestalt der tawten Matrix Spalten ohngfiihrende
1, so hat das System unendlich viele Losungen. Diese é&kdmnit Hilfe der reduzierten Matrix
berechnet werden.

Als Konsequenz ergibt sich sofort, dass ein homogenes 18ysiemehr Unbekannten als Gleichungen
unendlich viele Losungen hat.

4.3.3 Inhomogene Systeme

4-21 Definition : Sind die Zahlem; ; undb; fur 1 <¢ < nund1l < j < m gegeben, so heisst

a1 1+ apx2 +azr3+ ... FapT, = b
a1 T1 + a2 x2 +asz w3+ ... +as, T, = b
a3l 1 + ass T2 + asz r3+ ... “+asp,r, = bs
Am1 T1 + A2 T2 + A3 23+ ... F0mpTn = by

ein inhomogenes System von linearen Gleichungers muss mindestens eine der Zahlgrvon Null
verschieden sein. Es simd Gleichungen fir dies Unbekannten:q, zo, ...,z .

Die zu diesem System gehodrende erweiterte Matrix ist

air a2 a3 ... Qi | by
a1 a2 a3 ... Qg | bo
a1 ag2 asz ... as, | b3
Aml Am2 Am3 ... Gmn bm

Gleich viele Gleichungen und Unbekannte

Stimmen die Anzahl der Gleichungen und die Anzahl der Unbeten Ubereini{ = m), so wird die auf
Treppengestalt gebrachte Matrix meistens die folgendmFaben:

1 a2 aiz ... Qinp b1
0 1 a3 ... Qo2pn bg
0 0 1 .. Q3p b3
0 0 0 ... 1 |b,

d.h.
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e O unterhalb der Diagonalen
e 1 entlang der Diagonalen

e beliebige Zahlen oberhalb der Diagonalen. Diese Zahlerdevetiblicherweise nicht mit den ur-
sprunglich dort stehenden Zahlen Gibereinstimmen.

Das zugehorige Gleichungssystem

r1+ a2 + a3 3+ ... taprT, = b
To +aszx3+ ... H+asn,x, = b

r3+ ... +ag,xr, = b3

Tn, = b,

ist leicht von unten nach oben losbar. Es gibt genau eirsihg

4-22 Beispiel : Das Beispiel 416 auf Seitel03ist

-2y 47z = 12
2z —10y +12z = 28
2z -5y bz = -1

Die entsprechende, auf Treppengestalt reduzierte Matr{xach langerer Rechnung)

—_
|
ot
(=]
—_
IS

—6

=7
2
1] 2

0 O

Dieses System kann nun leicht von unten nach oben aufgeé&isten

—6 —1—% z = 1
= 14 -6z +dy = 7

und fuhrt auf die Losung

o

4-23 Beispiel : Die zu untersuchende Situation ist in Abbildui@ aufgezeigt. Die beiden Spannungen
Uy und U, sind gegeben, ebenso die drei WiderstaideZu bestimmen sind die drei Stronmig Dieses
Beispiel stammt aus dem BuchgndHest9).

L dsung:Die Kirchhoff'sche Stromregel, angewandt auf den Knoterrdita

L1 —I,b+13=0
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Ry
WO
NI
Ux
Ry
I
—AWWW— A
R3 U2
Bie
N

Abbildung 4.2: Ein einfaches elektrisches Netz

Die Spannungsregel, angewandt auf die obere und untenmSithtaufe, ergibt die beiden Gleichungen

Rilh+Rylp = Uy
R3Is+ Ro Iy, = Us

Insgesamt erhalten wir drei lineare Gleichungen fir dmrgbékannte

I —15 +13 = 0
R1 Il —|—R2 .[2 — Ul
RQ IQ +R3 Ig - U2

Fur das Zahlenbeispiél; =5V, U, =18V, Ry = 80, Ry = 62 und R3 = 122 erhalten wir

L -, +I; = 0
811 +61
61, +12I3 = 18
Die erweiterte Matrix ist somit
1 -1 1|0
8 6 0|5
0 6 12|18

Nun bringen wir diese Matrix zuerst auf Treppengestalthdaurf reduzierte Treppengestalt.

1 -1 110 1 -1 1|0 1 -1 1
8 6 0[5 |— |0 14 -8[5|— |0 1 2|3|—
0 6 1218 0 1 213 0 14 -85

1 -1 1 |0 10 3|3 10 0|3
— |0 1 2|3 |—]|012]3|—]010]3%2
37 37

0 0 —36|-37 00 1] 00 1]

Nun ist die eindeutig bestimmte Losuig= 32 A, I = 33 A undI; = 3 A leicht ablesbar.
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4-24 Beispiel : Ein Kreis mit RadiusR? und Mittelpunkt(z, yo) ist gegeben durch

(z—20)*+(@y—w)’— R = 0
22 —2zxx0+1y* —2yyo+ M = 0 wobei M::Ug—i—yg—RQ
Sind nun drei Punktézx, y) auf dem Kreis gegeben, so kann ein lineares Gleichungssyfstedie Unbe-
kanntenzg, yo und M aufgestellt werden. Geht der Kreis durch die Purikte), (6, 2) und(6,4). Aus der

Gleichung
2?2 —2zxx0+y? —2yyo+ M =0

ergibt sich
02—2-0x9g+22—2-2y0+ M
62—2-6x9+22—2-2y0+ M =
62—2-6x9+4>—2-4yg+ M =

oder etwas systematischer

M —4 Yo = —4
M —12 o —4y0 = —40
M —12 o -8 Yo = —52

mit der zugehorigen erweiterten Matrix
1 0 —-4| -4
1 —12 —4|—-40
1 —-12 —8|-52

Hierbei wurde die Variabléd/ absichtlich nach vorne geschoben, da eine Spalte von Zatdehr glinstig
ist fur das Verfahren von Gauss. Man erhalt

1 0 -4 -4 1 0 —4| -4 1 0 -4 -4
1 -12 -4{-40|—|0 =12 0 |-36 | —| 0 =12 0 |-36 | —
1 —-12 —8| -52 0 —12 —4 | —48 0 —12 —4| —48
1 0 —-4| -4 1 0 0|8
— 10 =12 0 |-36 | — |0 1 03
0 0 —4|-12 00 1(3

Somit haben witM = 8, g = 3 undyy = 3. Esist
R=al4+y-M=9+9-8=10
Der Kreis mit Radiusk? = /10 hat den Mittelpunkt be{3, 3). Eine einfache Skizze wird Sie problemlos

davon Uiberzeugen, dass die Zahlen richtig sind. &

4-25 Beispiel : Liegen drei Punkte auf einer Geraden, so gibt es keinen Kreish diese drei Punkte. Das
entsprechende lineare Gleichungssystem wird also kesgarg haben. Als Beispiel kann ein Kreis gesucht
werden durch die drei Punkfé, 3), (—1, —3) und (2, 6). Analog zum vorangehenden Beispiel erhalten wir
ein Gleichungssystem fir die Unbekannteh =y, undyq.

M+12-2-120+3>-2-3yy =
M+124+2-120+324+2-3y) =
M+22—-2.220+6>—2-6yy =
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Die zugehorige erweiterte Matrix ist.

1 -2 -6 |-10
1 2 6 | —10
1 -4 —12| —40

Die Reduktion auf Treppengestalt ergibt

1 -2 -6 |-10 1 -2 —-6|-10 1 -2 —-6|-10
1 2 6 |—-10 | — | 0 4 12 0 — | 0 1 3 0
1 -4 —-12| —40 0 -2 —6|-30 0 0 0 ]-30

Die dritte Gleichung des reduzierten Systems lautet somit
OM 4+ 0xzg+ 0yg = 30

und es ist offensichtlich das diese Gleichung nicht gel@stien kann. Das urspringliche System hat somit
keine Losung &

4-26 Beispiel : Hat die durch das Verfahren von Gauss reduzierte Matrix dienF

1 -2 —-6]-10
0 1 =3| 7
0 0 O 0

so steckt in der letzten Zeile keinerlei Information Uber @leichung. Das entsprechende System lautet

r —2y —6z = -—-10
y -3z = 7
oder auch
r —2y = —10 462z
y = 7 43z

Es ist offensichtlich, dass = ¢ ein freier Parameter ist. Es gibt somit unendlich vieleurggen. Durch
auflésen von oben nach unten erhalten wir

r = 42y—10+6t=2(T+3t)— 1046t =4+ 12¢

= T7+3t
z =t
oder auch
€T 4 12
y | =171+t 3 wobei te€R

0 1
Geometrisch kann diese Situation entstehen, falls siat&thenen im Raum in einer Geraden schneiden.
Das entsprechende homogene System von Gleichungen fiildieareduzierte Matrix
1 -2 —61|0
0O 1 =310
0 O 010
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mit der allgemeinen Losung

T 12
y | =t 3 wobei ¢t e R
z 1

Die Losung des inhomogenen Systems kann also geschriedrelemvals Summe einpartikul &ren Losung
(4,7, 0)T und der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenetlerSysDiese Struktur ist nicht
zufallig, sondern gilt fur beliebige Systeme vom lingateleichungen. &

Die vorangehenden Beispiele fuhren auf das folgende Rasul

4-27 Theorem :Ein inhomogenes, lineares Gleichungssystem wdBleichungen fiim Unbe-
kannte hat normalerweise genau eine Lésung. Es gibt Sfadlei@hne Lbsungen, oder mit unen
lich vielen Lésungen. Die auf Treppengestalt reduziertdri gibt Auskunft iber das Verhalten.
1. Befinden sich auf der Diagonalen der reduzierten MatrixZahlen 1, so hat das Syste
genau eine Lésung.

2. Ist die Diagonale nicht mit Zahlen 1 belegt, so gibt es éader mehrere) Zeilen nur mi
Nullen im linken Teil. Diese Zeilen sind zu untersuchen.

e Finden Sie rechts in eingyNullzeile” eine von Null verschiedene Zahl, so hat d
System keine Losung.

e Finden Sie rechts in eingNullzeile" auch die Zahl Null, so hat das System unendli
viele Lésungen.

e Die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems kann gelsehrwerden als Sum
me einempartikul aren Lésungund der allgemeinen Lésung des zugehdrigen honjo-
genen Systems.

In alle obigen Fallen kénnen die Lésungen durch aufl§sem unten nach oben” bestimmt we
den.

Unter- und Uber—bestimmte Gleichungssysteme

Hat ein inhomogenes Gleichungssystem mehr UnbekanntdeithGngen, so ist nicht zu erwarten, dass es
eine eindeutig bestimmte Losung gibt. Da die entstehenalgi®/breiter ist als hoch, wird es Spalten geben
ohne,fuhrende 1. Somit wird das System unendlich viele, odéndé.dsungen haben.

4-28 Beispiel : Ein System von drei Gleichungen fur vier Unbekannte kasa ahendlich viele oder keine
Losung haben. Hier zwei Beispiele, wobei die ReduktionTagppengestalt bereits durchgefiihrt wurde.

¢ unendlich viele Losungen
1 2 3 4|«
01 -7 0] 10
00 0 1|-8

Die Losungen erhalt man durch auflosen des Gleichungsags

Ty +2x9 +4x4y = W —3x3
o +0xy = 10 +T7x3
Ty = -8

Hierbei kann der Parameteg = ¢t € R frei gewahlt werden.
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e keine Losung
1 2 3 4|«

01 =7 0}10
00 0 0]-8

Die der dritten Zeile entsprechende Gleichung lautet
Orx14+0x94+0x3+0x4 =—8
und kann somit sicher nicht geldst werden. Es gibt keinesodass die Gleichung erfillt ist.

%

Hat ein inhomogenes Gleichungssystem mehr Gleichungedrddskannte, so wird es typischerweise
keine Losung geben. Es gibt aber Spezialfalle mit eirggy sogar unendlich vielen Losungen.

4-29 Beispiel : Ein System von vier Gleichungen fur drei Unbekannte kaso ahendlich viele oder keine
Losung haben. Hier drei Beispiele, wobei die ReduktionTaeppengestalt bereits durchgefuhrt wurde.

e keine Losung

12 3| & |
0 1 =71 10
0 0 1 |-10
00 0] -8
e genau eine Losung
(12 3| & ]
01 =71 10
0 0 —10
00 O 0
¢ unendlich viele Losungen
[ 1 2 3| ]
01 =710
00 010
00 010

%

Das Verhalten der Losungen von unter- und tiberbestim@teichungssystemen kann somit auch durch
das Theorem 427 beschrieben werden.

SHA 18-12-07



KAPITEL 4. SYSTEME VON LINEAREN GLEICHUNGEN 115

4-30 Bemerkung :

e Es gibt mehrere systematische Verfahren (Algorithmen) yste®ne von linearen Gleichungen zu
untersuchen. Bisher haben wir nur den Algorithmus von Géadsr Gauss—Jordan) vorgestellt. Es
ist bei weitem der wichtigste Algorithmus. Er fuhrt diredtif die im nachsten Kapitel vorgestellte
LU—Zerlegung einer Matrix.

e Flr grosse Systeme von Gleichungen ist es wesentlich @eignetePivot—Strategie zu wahlen,
damit die Resultate auch zuverlassig sind. Im hier gegab&ahmen missen wir das Problem der
numerischen Stabilitat ignorieren.

e FUr spezielle Matrizen (symmetrische, schwach besetidBtruktur, u.s.w.) gibt es spezielle, effizi-
entere Verfahren.

&

4.4 Aufgaben

e Aufgabe 4-1:
Bestimmen Sie graphisch die Losung des Gleichungssystems

r+y = 4
r—y = 2
e Aufgabe 4-2:
Untersuchen Sie das Gleichungssystem mit geometrischémolten.
x 4+ 2y=2
—2x 4+ ay=5b
(&) Furwelchen Wert von hat das System genau eine Losung?
(b) Fur welche Werte von undb hat das System keine Losung?

(c) Furwelche Werte von undb hat das System unendlich viele Losungen?

e Aufgabe 4-3:
\on einer Parabel der Form
f(x)=az’+bx+c

ist bekannt, dass sie durch die drei Punfte, y1), (z2,y2) und (x3,ys) geht. Stellen Sie ein Gleichungs-
system auf fur die drei Unbekannten b und c. Verifizieren Sie, dass die erweiterte Matrix gegeben ist
durch

7 1 1|y

x5 w2 1|y

xz x3 1|ys

e Aufgabe 4-4:

Stellen Sie das folgende Gleichungssystem durch eineritertgeMatrix dar.
r 4y 42z = 9
22 +4y -3z =1
3z +6y -5z = 0

Anschliessend ist die Matrix auf Treppengestalt zu bringed die Losung des Gleichungssystems zu fin-
den.
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e Aufgabe 4-5:
Zeigen Sie, dass die reduzierte Treppenform einer Matrix

a b
c d

N

gegeben ist durch

fallsad — cd # 0.

e Aufgabe 4-6:
Bringen Sie die Matrix auf Treppengestalt

ohne Briiche zu verwenden.

e Aufgabe 4-7:
Die allgemeine Losung eines linearen Gleichungssystetrgegeben durch

€T 1 3
-3 |+t -2 wobei te R
0 1

Y

Finden Sie ein solches System virei Gleichungen.

e Aufgabe 4-8:
Eine Ebend” geht durch die drei Punkig, 2, 3), (-2, 3,4) und(0, 3,0). Stellen Sie das Gleichungssystem
auf fur die Parameter, b undc in der Ebenengleichung

z=ax+by+c
(a) Finden Sie das Gleichungssystem.
(b) Schreiben Sie das System mit Hilfe einer erweitertenriMat

(c) Reduzieren Sie die Matrix auf Treppengestalt und finderd@ Losung.

e Aufgabe 4-9:
Wie ist im Gleichungssystem

T +x9 H4axs = 0
219 +4x3 = 0
3r1 +2x9 +10x3 = 0

der Parameteti zu wahlen, damit das System mehrere Losungen hat? Bestin8ie anschliessend alle
Losungen.
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e Aufgabe 4-10:
Die erweiterte Matrix des folgenden Gleichungssystemaseits in Treppenform.

T +r9o +3x3 —x4 = 0
Ox1 +0x9 Hx3 +4a4 0
Ox1 +0x9 +0x3 +0x4 0
Oxy 4+0x9 4+0x3 +0x4 = 0

(a) Finden Sie ein System von 4 linearen Gleichungen, dassahbigen System aquivalent ist, aber keine
Zeile von Nullen enthalt.

(b) Setzen Sie:y = t undz4 = s und geben Sie alle Losungen dieses Systems von Gleichamgender
Form

I ? ?
. T ? ?
T = =t + s

T3 ? ?

x4 ? ?

e Aufgabe 4-11:

Im folgenden Gleichungssystem sind die Werte delPour le systéme des équations ci—-dessous les con-
Konstanteru und b, so dass dieses System unend-stantes: etb sont tel que le systeme a infiniment de
lich viele Losungen hat. solutions.

(a) Bestimmen Sie die Werte vanundb. (a) Déterminer les valeurs deetb.

(b) Geben Sie alle Losungen des Systems an.  (b) Trouver toutes les solution du systeme.

22 + 6y 4+ az =D
2z + Ty 4+ 62z =1
2z + 8y + 7z = 0
e Aufgabe 4-12:
L'équation d'un cercle est Eine Kreisgleichung hat dierfror

a(@®+y)+br+cy+d=0

Ce cercle passe par les points Dieser Kreis geht durch diet®un

P =(5/3) , P,=(-2/2) etlund P;=(-1/3)

(a) Trouver un systeme d’équations pour les coeffii@) Stellen Sie ein Gleichungssystem auf fiir die Ko-
cientsa, b, c etd. effizientena, b, ¢ undd.

(b) Ecrire ce systéme sous la forme d’une matric¢b) Schreiben Sie dieses Gleichungssytem in der
augmentée. Form einer erweiterten Matrix.

(c) Transformer cette matrice sous la forme d’unéc) Bringen Sie die Matrix in Treppengestalt. Hier-
échelle. Tous les nombres doivent étre des nombrebei sollen alle Zahlen ganz sein.

entiers. L
(d) Geben Sie eine Formel ualle Losungen des

(d) Donner une formule explicite pour calcuteu- Gleichungssystems auszurechnen. Es ist nicht not-
tesles solutions de ce systeme; pas besoin de calwendig die Losungen auszurechnen.
culer les solutions.
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e Aufgabe 4-13:

Losen Sie das komplexe Gleichungssystem mitRésoudre le systeme d’équations linéaires comple-
dem Algorithmus von Gauss. Die Zwischenresul- xes a 'aide de I'algorithme de Gauss. Donner les

tate missen angegeben werden. résultats intermédiaires.
1 2 3 Z1 5) + 31
1 3 1 29 = 5+1
240 1+4i i 23 349

e Aufgabe 4-14:

Im folgenden komplexen Gleichungssystem sindPour le systeme des équations complexes ci—
die Werte der komplexen Konstantenund ¢,, so dessous les constantes complexeet ¢ sont tel
dass dieses System unendlich viele Losungen hat.que le systeme a infiniment de solutions.

(a) Bestimmen Sie die Werte veh undc,. (a) Déterminer les valeurs dg etc.

(b) Geben SieinelLodsung des Systems an. (b) Trouverune solution du systéme.

22 + 220 + 223 = 0
—2iz1 + 2 + c1z3 =
4121 + 229 + 23 = 1

e Aufgabe 4-15:

Ein Kreis mit Radiusk = 4 in der EbeneéR? wird gestitzt in
den zwei Punkter®, = (1/1) und P, = (2/4) . Finden Sie
die y—Koordinate des hochsten Punktes des Kreises.

Un cercle avec rayoR = 4 dans le planR? est supporté 2
par les deux point$, = (1/1) und P, = (2/4) . Trouver la

coordonnég, du point le plus haut du cercle. = 2

e Aufgabe 4-16:
Eine Kugel mit Radius? = 3 im RaumR? wird gestiitzt in den drei Punkten

P =(0/0/0) , Py=(2/1/0) und P;=(0/2/1)
Zu bestimmen ist der Mittelpunkt der Kugel.

e Aufgabe 4-17:
Fur welche Werte von hat das folgende Gleichungssystem nichttriviale Losnfige

B—-Nz +3y =0
x +2-Ny =

4.4.1 Lodsungen zu einigen Aufgaben

Losung zu Aufgabe 4-1 Es sind zwei Geraden mit Steigunger zu zeichnen. der Schnittpunkt ist bei
(z,y) =(3,1).
Ldsung zu Aufgabe 4-2 :
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(a) Die Geraden sind parallel falls= —4. Fira # —4 gibt es somit genau einen Schnittpunkt.

(b) Fura = —4 erhalten wir das System

T + 2y=2
—2x — 4y=5b

Die beiden Geraden liegen Ubereinander falls dueh—4. Somit gibt es keine Losungen bei= —4
undb # —4.

(c) Es gibt unendlich viele Losungen hei= —4 undb = —4.

L 6sung zu Aufgabe 4—4 Die erweiterte Matrix ist

11 +19
2 4 -3|1
3 6 =50

Nach dem Anwenden des Algorithmus von Gauss ergibt sich

1 +19
01 | f
00 1] 3

und die eindeutig bestimmte Losung ist
(#,y,2) = (1,2, 3)

L dsung zu Aufgabe 4—6 Ein moglicher Rechnungsweg ist

2 1 3 3 4 5 1 3 1 3
0o 27|—1]0 27|—|0 27— 2 7 | —
3 4 5 2 1 3 2 1 3 0 -5 —

1 3 2 1 3 2 1 3 2 13 2
—1l0o 2 7| —]0 -2 7 |—]0 1 16|—|0116]|—
0 -5 —1 0 -1 —15 0 -2 7 0 0 39

(13 2
— 10 1 16
00 1

L 6sung zu Aufgabe 4-7 Offensichtlich kanre = ¢ als Parameter gewahlt werden. Die folgende reduzierte
Matrix ergibt die gewiinschten Losungen.
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Nun kdnnen (bei Bedarf) noch einige Zeilenoperationemgefisrt werden

1 0 =3|1 1 0 =3|1 13 0 =391 13
o1 2(-3|—y(01 2 |-3|—( 0 -2 —-4]6
00 010 1 1 —-1|-2 1 1 —-1]-2

Ein passendes Gleichungssystem ist

132 -39z = 13
-2y -4z = 6
T +y -z = =2

Zu dieser Aufgabe gibt es viele verschiedene richtige hgsa.

L dsung zu Aufgabe 4-8 :

€Y
la +2b +c¢ =
—2a +3b +Hc
0Oa +3b 4+c =
(b)
1 2 1|3
-2 3 14
0 3 110

(c) Die Rechnungen (ohne Zeilenvertauschen) ergebendiiziegte Matrix

| Mathematica
mat={{1,2,1,3,{-2,3,1,4,{0,3,1,0}}
mat=Pivot[mat,1,1]
mat=Pivot[mat,2,2]
mat=Pivot[mat,3,3]

1 2 113
3] 10
0 0 1|15

Einsetzen,von unten nach oben" ergibt die eindeutig bestimmte Losung
c=15 , b=-5 und a= -2

Die Ebenengleichung ist somit
z=—-2x—-5y+15

Man sollte nun Uberprifen, dass die Punkte2,3), (—2,3,4) und (0, 3,0) tatsachlich auf dieser
Ebene liegen.

SHA 18-12-07



KAPITEL 4. SYSTEME VON LINEAREN GLEICHUNGEN 121

Losung zu Aufgabe 4-9 Die Darstellung durch eine erweiterte Matrix und Reduk@orh Treppengestalt
liefert

1 1 a |0 1 1 a 0 1 1 a 0
02 4(0f—10 2 4 O] —1]0 1 2 0
3 2 1010 0 -1 10—-3a |0 0 0 12—3a |0

Damit das System unendlich viele Losungen hat, darf dierateé Zeile nur 0 enthalten, d.12 — 3a = 0.
Somit musse = 4 sein. In der Losung ist; = t frei wahlbar. Es giltry = —2x3 = —2t undx; =
—z9 —axg =t (2 — a). Somit sind alle Losungen gegeben durch

T 2—a
Z=1 x9 =1 -2 fur teR

T3 1

L dsung zu Aufgabe 4-10 :

(a) Ein einfaches Beispiel kann erzeugt werden, indem dite €leichung zur dritten und vierten addiert
wird. anschliessend wird das doppelte der zweiten Zeiledemvierten subtrahiert. Eine Reduktion
auf Treppengestalt mit dem Verfahren von Gauss wird dasiiumgfiche System wieder herstellen.

T +r9 4+3x3 —x4 = 0
Ox1 +0x0 Hx3 +4x4 0
T +r9 4+3x3 —x4 = 0
T +x9 +zr3 —9x4 = 0

(b) Das urspriingliche System kann umgeschrieben werden zu

T1 +3x3 = —To x4

T3 = 01‘2 —4.%'4

In dieser Form ist offensichtlich, dass nachund z3 aufgelost werden kann. Mit; = t undxy = s

erhalt man
r1 +3r3 = —t +s
T3 = —4s
oder auch
T = —t —11s
r3 = —4s
und somit
T -1 —11
o T2 1 0
T = =1 +s
T3 0 —4
Ty 0 1
L dsung zu Aufgabe 4-11 :
2 6 alb 2 6 a b 1 3 a/2 | b/2
2 76|11 —]016—-a|ll=b| — |01 6—all-=0b
2 8 710 0 2 7—al| —b 0 0 a—5|b—2
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(a) Damit das System unendlich viele Losungen hat musss undb = 2 sein. Die reduzierte Matrix hat
dann die Form

13 21 s
r + 3y + 5z = 1
01 1|-1 =
y + z = -1
0 0 0O

(b) Die dritte Variablez =t € R kann frei gewahlt werden. Dann liest man ab, dass—1—z = —1—t
undz =1-3y—322=1+3+3¢t—3¢t=4+ 1t DieLosung ist somit eine Gerade im Ralith,
parametrisiert durch

1
y | = -1 |+t -1
0 1
L 6sung zu Aufgabe 4-12 :
(@)
a34+b5+c3+d =

a8 —b2+4+c2+d
al0—bl+¢3+d = 0

(b)

34 5 3 1|0
8 -2 2 110
10 -1 3 110
(c) Matrix auf Treppengestalt reduzieren.
34 5 3 1|0
8 =2 2 110
10 -1 3 110
| Zy— Zo— 5 74
Z3— Zs— 07,
34 ) 3 1
40 24 8
0 —2-8 2-2 1%
50 30 10
0 —1-35 3-35 1-35|0
l Z2 — 34 ZQ
Z3 — 34 Z3
34 ) 3 110
0 —108 44 26|0
0 -84 72 2410
84
! Z3 — Z3 — —— 7o

108
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34 5 3 1 0
0 —108 44 26 0
0 0 T2-%4 24852
l Z3 — 108 Z3
34 5 3 1 0
0 —108 44 26 0
0 0 108-72—84-44 108-24—84-260
| Z3 — 108 Z3

34 ) 3 110
0 —-108 44 26 |0
0 0 4080 408 |0

! 3 —

34 ) 3 110
0 —108 44 260
0 0 10 110

1
408

(d) Der Wert vond kann frei gewahlt werden. Aus dem obigen Gleichungssydgamsen sich dann der
Reihe nach, b und a bestimmen.

—1
c = l—od
1
= — (44 2
b g (e +26d)
-1

Alternative Losung:
Reduziert man die Matrix aufntere Treppengestalt so werden die Zahlen und Rechnungéi einfacher.

34 5 3 1|0
8§ =2 2 110
10 -1 3 10
l Z1 — Z1 — Z3
ZQ — Zg — Z3
24 6 0 0
-2 -1 -1 0
10 -1 3
l Z1 — Z1/6
ZQ — —ZQ
4 1 0 0]0
2 1 1 010
10 -1 3 110
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Hier kanna beliebig gewahlt werden und dann die anderen Gleichungstiromt werden durch

b = —4a
c = —-b—2a
= —-3c+b—10a
Die beiden Losungswege sind aquivalent.
Losung zu Aufgabe 4-13::
1 2 315431 1 2 3 5+ 31
i 3 i| 5414 — 0 3-24 —21 8—4i
244 144i 4| 3+91¢ 0 —3+2i —6-2i|—-4—21¢
1 2 3 5+ 31 1 2 3 | 5431
— 0 3—24 —2i | 8—4i — 0 3—2¢ —2i|8—4i
0 0 —6—4i|4—-061 0 0 1 i

Die letzte Matrix entspricht dem Gleichungssystem

Z1 +222 +3Zg = 5+3Z
(3—2i)z0 —2iz23 = 8—4i
z3 = )

Dieses System kann nun leicht von unten nach oben aufgeéigen

Zgii y 22:2 y 21:1

Losung zu Aufgabe 4-14 Mittels erweiterter Matrizen und Reduktion auf Treppengkgrhalt man

2 2 210 2 2 2 0 2 2 2 0
—27 1 C1 | C2 — 0 1422 Cl+2i Co — 0 1424 Cl+2i Co
—44 2 1|1 0 2447 1+47 | 1 0 0 1—2c¢c |1—2¢2

(a) Damit das System unendlich viele Losungen hat nauss 1/2 undc, = i/2 sein. Die reduzierte Matrix hat
dann die Form

2 2 2 0 11 1 o
0 1420 1/242i|i/2 | — | 0 2+4i 1+4i]|i
0 0 0 0 0 0 0 |o

(b) Das entsprechende Gleichungssystem ist

Z1 + z9 + z3 = 0
244i)z + (1+4i)zs = i
Die dritte Variablez; € C kann frei gewahlt werden. Die einfachste Wahl ist siches 0. Dann liest man ab,
dass
i und —i —i(2—4i) —4-—2i
zZ9 = 21 = —Zo = = —
2T 2444 ! > 244 22 1 42 20

L 6sung zu Aufgabe 4-15 : 1. bisungsndglichkeit Die Gleichung des Kreises mit Mittelpunkt bei, v) ist

(x—u)?+(y—v)? = R?
2?2 —2zu+u’+y*—2yv+0v° = R?
2zu—2yv+u+0? = RZ—2%—y?
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Dies istkeine lineare Gleichung, wegen den qudratischen Termen. Migenen* Unbekanntef/ = u? + v? kann
dies als lineare Gleichung fur die Unbekanntem und M aufgefasst werden.

—2zu—2yv+ M = R* — 2% —4?
Wir kennen zwei Punkte, welche diese Gleichung erfulleth entnalten somit das folgende lineare Gleichungssystem.

—2u —2v +M = 14
—4u —8v 4+M = -4
Die entsprechende erweiterte Matrix ist

-2 -2 1|14 11 F =7 11
— —_—
-4 -8 1|4 12 F1 0 1

Die VariableM kann frei gewahlt werden und wir erhalten dann

—

.J>|+ L\3||
=

1
= 8—-M
! 1
= -7+ = M =15+ 5 M
T 2 v 1
Diese beiden Gleichungen konnen nuidin= u2 +v? eingesetzt werden und man erhalt eine quadratische @lejch
far M.
—60+3M\> (32— M\>
- (o ()
4 4
16M = (9+1) M? — (360 +64) M + 60> + 32°
0 = 10M?—440 M + 4624

Diese quadratische Gleichung kann geldost werden mit dielebé.dsungen

2(55£3+15
Mo = 2(55£3V15)
5
Aus der Figur ist ersichtlich, dass der grossere der beiu@glichen Werte der Koordinatezu wahlen ist. Deshalb
1 2(55-3V15)
g tarog-l 661
v=_8 1 8 1 3 ~ 3.6619

Der hdchste Punkt liegt unk hoher als der Mittelpunkt, d.h. auf der Hohex~ 7.6619. Es gilt (ohne Rechnung)
u ~ —1.98569 .

2. Losungsniglichkeit Der Mittelpunkt der Kreises muss auf der Mittelsenkrechdenbeiden Punkte liegen.
Eine Parametrisierung dieser Geraden ist gegeben durch

()-(2)=(7)

Der Mittelpunkt muss einen Abstand véh= 4 vom Punkt(1, 1) haben. Das ergibt die Gleichung

(1) () ()

Das fuhrt auf die quadratische Gleichung
1 2 9 2
16 = 173t+9t +Z+3t+t

=(0.5—3t)% + (1.5 +t)?

0 = 10#2+104—16 = 101> — 544
54 27
b2 \ 40 V' 20
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Eine Zeichnung zeigt, dass die positive Losung die Riehsgund wir erhalten die Mitelpunktskoordinaten

x 1.5 -3 —1.98569
= + tl ~
y 2.5 1 3.6619
Der hodchste Punkt ist noch uf = 4 nach oben verschoben und hat somit die Koordin&ten98569 / 7.6619).
L osung zu Aufgabe 4-16 Die Gleichung der Kugel mit Mittelpunkt béi:, v, w) ist

(@—u?+y-v)’+(E-w’ = R
2 —2zu+u 4yt —2yv+ 0P+ 22 22w+ w? = R?
—2zu—2yv—2zw+ v+ +w? = RQ_(x2+y2+22)

Dies istkeine lineare Gleichung, wegen den qudratischen Termen. Mijeuen” Unbekanntehl = u? + v? + w?
kann dies als lineare Gleichung fur die Unbekannten, w und M aufgefasst werden.

—2zu—2yv—2zw+ M =R? - (z2+y2+22)
Wir kennen drei Punkte, welche diese Gleichung erfulleth entnalten somit das folgende lineare Gleichungssystem.

Ou +4+0v +0w +M =
—4u —2v 40w +M =
Ou —4v 2w +M =

Indem wir die erste Gleichung von der zweiten und drittentrstieren, wird daraus sofort ein System von zwei
Gleichungen fur drei Unbekannte

4du +2v = 5
4v 2w = b

Dieses System hat bereits Dreiecksgestalt und kann von maieh oben aufgelost werden. Hierbei kann= ¢ als
freier Parameter gewahlt werden.

5 t 5—2t
v = _— = =
4 2 4
5 wv 5 5-2t 542t
YT YT, s 8
oder auch
5 —2
u B 3
v | = 2 [+¢ =2
w 0 1

Dies ist offensichtlich die Parametrisierung einer Geraide Raum. Ist die mogliche Lage aller Kugelmittelpunkte.
Der Radius wird aber nicht 3 sein. Diese Gerade kann erzeaigtem als Schnittgerade der mittelsenkrechten Ebenen
der drei gegebenen Punkte.

Diese Beziehungen kdnnen nun in der ersten Gleichung sétzfeverden um den Mittelpunkt mit dem richtigen
Radius zu finden.

P4+ w? = M=9
(5+2t)?2 (-2 ,
6@ 16 0=
25420t + 412 +4 (25 — 20t +41%) + 641> = 9-64
2 (44164 64) +¢ (20 —80) +254+100—9 - 64 =
t284—160—451 = 0

1
he=wip = - (1544 v/606)

SHA 18-12-07



KAPITEL 4. SYSTEME VON LINEAREN GLEICHUNGEN 127

Da die Kugel gestutzt wird durch die drei Punkte, muss serlodlb der Punkte liegen. Somit kommt nur die positive
Losung vonw in Frage und wir erhalten

1
v o= (30—1—\/606) ~ 1.30041
1
vo= = (45—2\/606) ~ —0.100813
1
w = 4 (15+4\/606) ~ 2.70163

Die Aufgabe kann auch mMathematicagelost werden

| Mathematica
eqx.,y-,z.] = (X—u)"2+(y-Vv) 2+(zw)"2 ==
eql=eq[0,0,0];
eq2=eq[2,1,0];
eq3=eq[0,2,1];
sol=Solvefeql,eq2,eqd]

| N[sol]

Ldsung zu Aufgabe 4-17 Die erweiterte Matrix und deren Reduktion auf Treppendestgeben.

3
0] [1 = 0] 1 3—x 0
3
0 1 2-)[0 0 (2-2-35%) |0

Damit das System nichttriviale Losungen hat, muss die teag&ile nur aus Nullen bestehen, d.h.

3—A 3
1 2—-A

3
R
3-\

Das fuhrt auf die quadratische Gleichung
(2-=XN)(B-AN)—-3=X-5X+3=0

mit den beiden Lésungen

A2 = % (54+v25-12)

Diese beiden Wertg; » heissen auch Eigenwerte der Matrix

]
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4.5 Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie

Systeme von zwei und drei linearen Gleichungen geometimgepretieren konnen.

Systeme von linearen Gleichungen von Hand und mit geeigriétiésmitteln zuverlassig
l6sen konnen.

den Gauss’schen Algorithmus gut verstehen.

das Verhalten von Losungen von homogenen und inhomogémesrén Gleichungssyste-
men beschreiben kdonnen.
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Kapitel 5

Matrizen und die LU-Zerlegung

5.1 Elementaroperationen und die LU-Zerlegung

In diesem Abschnitt werden wir ein Verfahren kennen lernemlineare Gleichungssysteme zu losen oder inver-
se Matrizen effizient zu bestimmen. Die vorgestellten \fea bilden die Grundlage fir in Taschenrechnern oder
Mathematikprogrammen verwendeten Verfahren.

5.1.1 Elementaroperationen und Elementarmatrizen
5-1 Definition : Es gibt drei Typen vorlementaren Zeilenoperationen
1. Multiplikation einer Zeile mit einer von Zaf| wobeic # 0.
2. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer andereieZe
3. Vertauschen von zwei Zeilen.

Analog kdonnen elementare Spaltenoperationen festgetegten.

5-2 Definition : Eine Elementarmatrix entsteht aus der Einheitsmatiix durch eine elementare Zeilen/Spalten—
Operation.

5-3 Theorem :
e Entsteht eine Elementarmatiix durch eine elementatéeilenoperation aus der Einheitsmatfiy,
dann entsteht die Matrikk A aus der MatrixA durch die selb&eilenoperation.

e Entsteht eine Elementarmatiixdurch eine elementa@palteroperation aus der Einheitsmattiy,
dann entsteht die Matrix E aus der MatrixA durch die selb&palteroperation.

I, — E durch eine Zeilenop. — A — E A durch dieselben Zeilenop.
I, — E durch eine Spaltenop. — A — AFE durch dieselben Spaltenop.

5—4 Beispiel : Die Matrix

oS = O
w o O
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entsteht auds durch eine elementare Zeilen- oder Spalten-Operation str&bimit eine Elementarmatrix. Mit ihrer
Hilfe kann die dritte Zeile oder Spalte einer Matrix mit 3 ripliziert werden.

1 0 0 1 2 3 1 2 3
010 4 5 6|=|4 5 6
0 0 3 78 9 21 24 27
1 2 3 0 0 129
4 5 6 1 0|=|4 5 18
7 8 9 0 3 8 27
o
5-5 Beispiel : Die Matrix
1 0 -2
E=101 0
0 0 1

entsteht auds durch eine elementare Zeilen- oder Spalten-Operation str&bimit eine Elementarmatrix. Mit ihrer
Hilfe kann die dritte Zeile oder Spalte einer Matrix mit 3 rtipliziert werden.

1 0 -2 1 2 3 -13 —-14 -15
01 0 4 5 6 | = 4 ) 6
0 0 1 7T 8 9 7 8 9
2 3 1 0 -2 1
4 5 6 01 0 = -2
8 9 0 0 -5

O

5-6 Beispiel : Elementarmatrizen konnen sehr leicht invertiert werdetiem man die entsprechenden Zeilen (oder
Spalten) Operationen wieder rickgangig macht. Hieigeifdeispiele

- - -1 -

1 1 00
= % 0
0 1
- Y -
0 0 —4
= 1 0
0 0
- S-1 -
0 010
= 0 0
0 0 1 0 0 1

Fast alle Elementarmatrizen sind invertierbar. Einzitsfalne Zeile (oder Spalte) mit Null multipliziert wird, kan
die Operation nicht riickgangig gemacht werden. O

In Aufgabe5—1ist zu zeigen, dass eine Dreiecksmatrix als Produkt von &teanmatrizen geschrieben werden
kann. Dadurch lassen sich Dreicksmatrizen auch leichtiiaren.
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5—7 Beispiel : Permutationsmatrizen
Ensteht eine Elementarmatrix durch vertauschen zweiégiZ @der) Spalten, so heisst sie algrmutationsmatrix.
Zwei Beispiele von elementaren Permutationsmatrizen sind

P =

S = O O
_ o o O

0 0
0 0
0 1
10

oS O = O
o o o =
o o o =
oS O = O

P, entsteht durch vertauschen der ersten und dritten Zeiker (®galte).P» entsteht durch vertauschen der zweiten
und vierten Zeile (oder Spalte).

Elementare Permutationsmatrizen sind leicht invertierdtia inverse Matrix ist gegeben durch die Matrix selbst.
Mit den obigen beiden Beispielen gilt

PP =1 und Py-Py,=1y

Auch wenn mehrere Vertauschungen ausgefiihrt werdernspnen von Permutationsmatrizen. So ist

P -P=

S = O O

0
0
0
1

S O = O

1
0
0
0

eine Permutationsmatrix, aber keine Elementarmatrixe Bigliebige PermutationsmatriXist charakterisiert durch
die folgenden Eigenschaften.

e Alle Eintrage inP sind 1 oder 0.
e In jeder Zeile befindet sich genau einen Zahl 1.
e In jeder Spalte befindet sich genau einen Zahl 1 .

Man kann zeigen, dass jede Permutationsmatrix aus der iE&ntarix I,, erzeugt werden kann durch mehrere Zei-
lenvertauschungen (siehe Aufgahe). &

5.1.2 Die LU-Zerlegung bst Gleichungssysteme

Im vorangehenden Kapitel wurden Systeme von linearen Rleigen mit Hilfe von elementaren Zeilenoperationen
gelost. Nun wird aufgezeigt, das dieser Prozess zur Zenigginer Matrix als Produkt von zwei Dreiecksmatrizen
fuhrt. Wir werden zuerst aufzeigen, dass damit das lin€egchungssystem so gut wie geldst ist. Als Konsequenz
des letzten Abschnittes kann di&)-Zerlegung einer Matrix besprochen werden. In Programmbibliothekedieses
Verfahren oft implementiert. So finden Sie zum Beispielfings9Y und [Pres8fPascal und C Programme.

Die LU-Zerlegung (manchmal auch LR—Zerlegung) einer gatésithen Matrix ist die bekannteste Form einer
Zerlegung. Man schreibt die MatriA als Produkt einer Links—MatriX mit einer Rechts—Matri¥/. Ist diese Zerle-
gung gegliickt, so kann ein Gleichungssystém = b leicht gelost werden. Diese Tatsache kann graphischrikus
werden:

L undU sind Dreiecksmatrizen, alle Zahlen in der Matrix, ausskrbaes Dreiecks, sind Null.

WegenA = LU gilt
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Das SystemAZ = LU & = gentspricht der Graphik

| T b
Das Gleichungssystem wird nun in zwei Schritten bearbeitet
- Lj = b
AZ=10 = Y
vz = ¢

Zuerst wird das Gleichungssysteinj = b von oben nach unten nagraufgelost (Vorwartseinsetzen).

Anschliessend kanti & = ¢ von unten nach oben naghaufgeldst werden (Rickwartseinsetzen).

Aufgrund der obigen Erlauterungen sollte klar sein, dais$litfe der LU-Zerlegung Systeme von linearen Gleichun-
gen gelost werden kdnnen. In nachsten Abschnitt wirctiggzwie diese Zerlegung konstruiert werden kann.

5.1.3 LU-Zerlegung und der Algorithmus von Gauss

Bringen Sie eine Matrix mit Hilfe des Algorithmus von Gauss @reppengestalt, so fihren Sie unbewusst eine LU-
Zerlegung durch. Wir ignorieren das (eventuell notwendigtauschen von Zeilen und illustrieren das Verfahren
anhand eines Beispiels ausrioRorr91 p. 443]. Beriicksichtigt man das Pivotieren, was fur geoMatrizen un-
umganglich ist, so sind zusatzlich noch Permutationse®t zu berticksichtigen.

Wir untersuchen als typisches Beispiel ein System mit deriMa

2 6 2
A=1] -3 -8 0
4 9 2

Wollen wir diese Matrix auf Treppengestalt reduzieren, &orien die folgenden Elementarschritte ausgefuhrt werde
1. erste Zeile durch 2 dividieren
2. das 3—-fache der ersten Zeile zur zweiten addieren
3. das 4-fache der ersten Zeile von der dritten subtrahieren
4. das 3—fache der ersten Zeile zur dritten addieren
5. die dritte Zeile durch 7 dividieren

Diese Schritte sind in der linken Spalte der Figutillustriert. Rechts finden Sie die Matrizen um die Elemeopar-
rationen durch Matrizenmultiplikationen auszufiihren.

Die Zeilenoperationen in Figus.1 werden wir nun mit Hilfe von Multiplikationen von Elementaatrizen in-
terpretieren. Wir schreiben die Matrix kiinstlich als Produktl = I3 - A und fugen zwischen die beiden Faktoren
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Reduktion auf Elementarmatrix Inverse Matrix
Treppengestalt  der Zeilenoperation  der Elementarmatrix

2 6 2
3 80| Zi—3i2z
4 9 2
200 2 00
! Er=]10 10 E'=101 0
00 1 00 1
1 3 1
-3 -8 0 Ly« Zo+ 37
4 9 2
100 1 00
l Ex=1310 Eyt=]-31 0
001 0
1 3 1
13 Ty — Zg— 4 74
9
1 00 100
| Ey=1] 0 1 0| EBy'= 10
-4 0 1 40 1
1 3 1
0 1 3 Zs — Z3+3 7o
-3 -2
100 0
! Ey,=1010 E'=10
03 1 0 -3 1
1 3 1
Z3 — L Zs
0
10 0 100
l Es=101 0 Es'=101 0
001 07
1 3 1
3
00 1

Abbildung 5.1: Beispiel einer LU-Zerlegung einer Matrix
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Termel; = EZ._1 - F; ein. Der FaktorE; wirkt als Zeilenoperation auf den rechten Faktor, der Té?ﬁf wirkt als
Spaltenoperation auf den linken Faktor.

2 6 2 1 00 2 6
-3 -8 0 |= 010 Ei'- B -3 -8 0
4 9 2 00 1 4 9 2

(2 0 0] 1 3 1]
= Ey'-Ey | -3 -8 0
0 4 9
[ 2 0 0] 3 1
= | -3 1 E;' B 1
0 0 9
[ 2 0 0] 3 1
= | -3 1 E;'-Ey 3
4 0 -3 =2
[ 2 0 0] (13 1]
=| -3 1 E;' - Es
4 =31 0
[ 2 0 o] (13 1]
= -3 1 3
4 -3 7 0
Somit haben wir die Matri¥d zerlegt als
2 6 2 2 0 0 1 31
-3 8 0|=|-3 1 01 3|=L-U
4 9 2 4 =3 7 00 1

5.1.4 Bestimmen der inversen Matrix

Bei der Zerlegung vorl = L - U wurden Zeilenoperationen ausgefuhrt, indem die Matrixon links mit Element-
armatrizen multipliziert wurde. Die selben Operationen#én auch mit der Einheitsmatfixausgefuhrt werden. Das
fuhrt zu

A-A7Y =1
Ei-A-AY = E -1
Ey-Ei-A-A"Y = Ey-Fy-1
Es-...Fs-Ey-A-A" = Es-...FEy-E; -1
U-AY = Ey-...Ey-E;-1

Die obere Dreiecksmatrik’ kann durch drei weiter Elementaroperationen auf die Eishwitix reduziert werden,
d.h.

Es-Fy-Eg-U = Fs - Er - Eg

S O =

3
1
0

—_ W
Il
=
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Somit erhalten wir insgesamt
]I.A_l:E8~E7~E6'E5'...E2'E1

Indem die selben Zeilenoperationen nicht nur Augondern auch auf der Einheitsmatrix ausgefuhrt werdesteht
die inverse MatrixA~!. Nun kdnnen wir in der obigen Formel fit—! einen Algorithmus ablesen um die inverse
Matrix zu berechnen:

1. Starte mit der Einheitsmatriy,.
2. Wahrend der LU-Zerlegung der Matrikist jede Zeilenoperation auch auf die obige Matrix anzuveend

3. Nach der LU-Zerlegung ist die Rechtsmatiixdurch Zeilenoperationen auf Diagonalgestalt zu bringesh un
die passenden Operationen sind auf die obige Matrix anzderen

4. Als Resultat entsteht die inverse Matdx ! in der rechten Halfte der erweiterten Matrix.

Dieses Verfahren kann mit Hilfe einer erweiterten Matrixxhaeschickt dargestellt werden. In hier untersuchten
Beispiel ergeben sich die folgenden Rechnungen. Mit deverfiigung stehenden modernen Hilfsmitteln wird man
kaum mehr in die Lage kommen viele solche Rechnungen von Hasfiihren zu miissen. Trotzdem ist es nutzlich
zu wissen, worauf zugrundeliegenden Algorithmen aufbaDeshalb sei hier ein Beispiel mit allen Rechendetails
vorgefuhrt. Bestimmt wird die inverse Matrix von

2 6 2
A=| -3 -8 0
4 9 2
2 6 0 )
-3 -8 0|0 1 0 54— 4
L 49 0 0 |
13 ;3 0
-3 -8 0 1 Zy+32y — Zs
49 0 0 |
13 1] 3 0
1 3 % 1 0 Z3— 471 — Zs
I 9 0 0 |
31 |+ 0
1 3 3 1 Z3+327Zy— Zs
I -3 2| -2 0 |
3 114+ o0 )
1 % 1 ?23—>Z3
i 0 ;3 3 |
13 113 0 o0
1 3|2 1 0 Zy =323 — Z»
5 3 1
i o 1 ]1a 7 7 |
3 10 o0
1o | f 2P| ALk
5 3 1
i o 1 ]1a 7 7 |
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[ 2 —3 —1 T
1 3 S
6 —2 —3 —
1 11 = = Z1 3 Z2 — Z1
5 3 1
L 0 U7 7
[ —16 3 8 i
1 0 = ¥z
6 -2 -3
14 7 7
5 3 1
L 0 ST 7
Somit gilt
) ~16 6 16
Al = 4
o 6 4 —6
5 6 2

5-8 Theorem : Sei A eine quadratische x n Matrix, dann sind die folgenden Aussagen aquivalgnt
(gleichwertig):
(a) A istinvertierbar.

(b) Das lineare Gleichungssysteh = 0 hat nur die triviale Lésung = 0.

(c) Die Matrix A kann geschrieben werden als Produkt zweier Dreiecksreatdz= L U. In den
Diagonalen der Matrizeh undU sind alle Eintrage von Null verschieden.

(d) Die Matrix A ist zeilenaquivalent zur Einheitsmatfiy.

Beweis : Wir zeigen eine geschlossene Implikationskéite—- (b)) = (¢) = (d) = (a).
(a) = (b) Da A invertierbar ist gibt es eine inverse Matrix ! mit A A=t = A=! A = I,. Ist nun eine Losung
von A% = 0 so kann diese Gleichung von links mait-! multipliziert werden und wir erhalten

AV A7 = A0
7 0

I, =

Somit hat4 & = 0 nur die triviale Losung’ = 0.

(b) = (¢) Dadas Systerd & = 0 nur die Losungd) hat, kann der Gauss—Algorithmus vollstandig ausgefiiartien
und A wird also in die FormA = L U umgeschrieben.

(¢) = (d) Die Dreiecksmatrize, undU kdnnen je als Produkt von Elementarmatrizen geschrieteden, und
somitauchA = L U.

(d) = (a) A kann als endliches Produkt von invertierbaren Elementaizea geschrieben werden, d.h.

A:E1~E2-...-Em:HEi

Die einzelnen Elementarmatrizen sind offensichtlich itieebar und wir kdbnnen die obige Gleichung der Reihe
nach von links mit den Matrize; ', E5 ', E; ' ... E;;! multiplizieren

Ef'A = E{'Ey - By-...-Ep=FEy-...-En=][][E:
=2
Ey'-Ey'-A = Es-Ey-...-En=]]E
=3
El ... Ey'E'A = E,

E'.....E;'V.EfYA =1,
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Multipliziert man A der Reihe nach von rechts niit,,!, £-! | ... E; ! so ergibt sich mit einer sehr ahnlichen

Rechnung
A-EV.. . ESN BTN =1,

Deshalb ist die inverse Matrix gegeben durch

At =p 1. Byt B

In der Definition der inversen MatriXd—! werden diebeidenEigenschaften
A-A' =1, und A7t - A=1,
verlangt. Mit Hilfe des obigen Theorems kann man zeigenrs éaw der beiden genigt.

5-9 Satz : SeiA einen x n—Matrix undB eine Matrix gleicher Grésse. Dann gilt
(a) GiltB- A =1, soistA invertierbar undd - B = 1,, undB = A~".
(b) Gilt A- B =1, soistA invertierbarund3 - A =1,, undB = A™'.

Beweis :

(a) Wir zeigen dazu zuerst, dadsinvertierbar ist. Sef eine Losung vord # = 0. Dann multiplizieren wir diese
Gleichung von links mitB und erhalteB - A¥ = B 0 und somit erhalten wir wegeh - A =1, auchl,, ¥ = 0.
Deshalb hatd # = 0 nur die triviale Losungg = 0. Aufgrund des vorangehenden Theorems ist die Matrix
invertierbar und wir erhalten

B-A =1,
B-A-A' = I,-A7!
B = A!

(b) Wir mussen noch zeigen, daBss A = I,,. Gilt A - B = 1,,, so ist aufgrund des Beweises des ersten Teils
invertierbar undB—! = A. Nun konnen wir die Gleichungl - B = I,, von rechts mitA multiplizieren und
erhaltenB - A = B- B~! = 1,,. Damit erflllt B beide Eigenschaften der inversen Matrix vémind es gilt also
A'=B

O

5.1.5 Losen von Gleichungssystemen, Rechenaufwand

Ist nun ein lineares Gleichungssystem vofur n Unbekannte.
AZ=0

zu lésen, so lost man die beiden einfach I6sbaren SystBneécksmatrizen)

S

Lj =
Ui =

<y

und es gilt B
AZ=LUZ=Ly=?

d.h. wir haben das urspriingliche System in zwei Schritieldsg. Das Losen der Gleichurdgy = b heisst auch
Vorw artseinsetzen die Gleichungen kdnnen vqmben nach unten* durch Einsetzen gelost werden. Das Lésen
GleichungU 7 = i heisst aucliRiuckwartseinsetzendie Gleichungen konnen vgnnten nach oben® durch Einsetzen
gelost werden.

Nun versuchen wir den Rechenaufwand fir diese Operatialnzimschatzen. Eir@peration soll hierbei aus einer
Multiplikation und einer Addition bestehen. Wir versuchen System vom linearen Gleichungen fiir Unbekannte
zulosen. Geht man den Algorithmus von Gauss Zeile flieddilrch, so kann die Anzahl der notwendigen Operationen
fur die LU-Zerlegung gezahlt werden, ebenso beim Vor- Riidkwartseinsetzen.
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L dsen einer einzelnen Gleichung
1. Berechnen der Zerlegung= L U.

e Um mit Hilfe der ersten Zeile in der ersten Spalte der MattiNullen zu erzeugen mussén — 1)2
Operationen ausgefuhrt werden.

e Um mit Hilfe der neuen zweiten Zeile in der zweiten Spalte Miatrix A Nullen zu erzeugen missen
(n — 2)? Operationen ausgefiihrt werden.

e Um mit Hilfe der neuen dritten Zeile in der dritten Spalte déatrix A Nullen zu erzeugen missen
(n — 3)? Operationen ausgefiihrt werden.

Als Rechenaufwand fii x n—MatrizenA erhalten wir flr grosse Werte von

9 (2n—1)~
Zkz 6 ~

wl

2. Vorwartseinsetzeh 7 = b: Aufwand fur grosse Werte vom
= n 1
E k= 71+’) ~ = n?
2
k=1

3. Ruckwartseinsetzan ¥ = ¢: Aufwand fur grosse Werte vom
H 1
z p=trD L
2

Ist n gross, so ist offensichtlich® > n? und nur der Aufwand fur die Zerlegung ist erheblich. Mirsseehrere
Gleichungssysteme mit der selben Matrxaber verschiedenen Vektorgrgelbst werden, so muss die Zerlegung
A = LU nur einmal bestimmt werden. Der Aufwand pro zusatzlich@@ehdes Gleichungssystem ist in etufa
Terme der Ordnung? kdnnen flirn > 1 vernachlassigt werden und man erhalt:

Um ein System vom linearen Gleichungen mit Hilfe der LU-Zerlegung zu losemdtigt man ca% n3
Operationen.

Berechnen der inversen Matrix

Will man die inverse Matrix bestimmen, so kann auch das SehdenLU-Zerlegung verwendet werden. Das Schema
muss aber mit der um eine Einheitsmatrix erweiterten Matvisgefuhrt werden.

1. Berechnen der Zerleguny= L U.
e Um mit Hilfe der ersten Zeile in der ersten Spalte der MattiXullen zu erzeugen missén — 1)2 und
n — 1 Operationen ausgefuhrt werden.

e Um mit Hilfe der neuen zweiten Zeile in der zweiten Spalte Biatrix A Nullen zu erzeugen missen
(n — 2)? und2 (n — 2) Operationen ausgefuihrt werden.

e Um mit Hilfe der neuen dritten Zeile in der dritten Spalte déatrix A Nullen zu erzeugen missen
(n — 3)? und3 (n — 3) Operationen ausgefiihrt werden.

e Die obigen Schritte werden bis zur letzten Zeile durchbstil

Als Rechenaufwand fir die erste Phase des Invertiereesiein n—MatrizenA erhalten wir fur grosse Werte

vonn
n n 2 1
E:(Ulf 2tk(n—k 2271 4’——Q%i—l:%

k=1 k=1

N | —

2. Beim Ruckwartseinsetzen arbeiten wir von unten naemob

e Um alle Zahlen ganz rechts zu Null zu setzen brauctlites 1) (n + 1) Operationen.
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e Um alle Zahlen in der zweiten Spalte von rechts rechts zu Rluketzen braucht € — 2) (n + 1)
Operationen.

e Um alle Zahlen in der dritten Spalte von rechts rechts zu Kulketzen braucht € — 3) (n + 1)
Operationen.

e Der Prozess muss bis zur obersten Zeile fortgesetzt werden.

7’L2

(n+1) Y (n—k) = (n+1) >~
k=1

n3

N | =

Insgesamt sind alsclca.3 Operationen notwendig, um eimex n—Matrix zu invertieren. Um anschliessend ein
Gleichungssystez = b zu losen, kann der Vektémit A~! multipliziert werden. Das benotigt ca? Operationen.

LU-Zerlegung| A~! bestimmen
Grundaufwand i n? n3
Zusatzlicher Aufwand um ein 5 )

= n n
SystemdZ = b zu losen

Tabelle 5.1: Vergleich von LU-Zerlegung und Matrizenirsien

Tabelle5.1 zeigt, dass die LU-Zerlegung effizienter ist um ein line&@éschungssystemz = b zu losen, als
das Berechnen der inversen Matrix .

Computer Anzahl FLOP pro Sekunde
NeXT (68040/25MH?z) 1.0M

HP 735/100 10.0M

SUN Sparc ULTRA 10 (440MH2z) 50.0 M

Pentium Il 800 (zu wenig Cache) 50.0 M

Pentium 1l 800 (in Cache) 185.0 M

Pentium 4 2.6 GHz (zu wenig Cache) 370.0 M

Pentium 4 2.6 GHz (in Cache) 450.0 M

Tabelle 5.2: Rechenleistung einiger CPU

In Tabelle5.2 finden Sie eine Zusammenstellung von Rechenleistungegegi@iPU’s fur Probleme vom Typ
“Matrix invertieren“. Aufgrund dieser Tabelle kann leiclie Rechenzeit abgeschatzt werden um ein Systenmvon
linearen Gleichungen zu Idsen. Die Zahlen in Tabglikdnnen Ihnen einen Hinweis geben welche Griossenordnung
Sytem auf einem gegebenen Rechener geldst werden kann.

Anzahl Gleichungen Anzahl Operationen Rechenzeit fur 10 M Flop CPUY
n % n? % n3 107" sec
10 333 0.03 msec
100 3.33-10° 3 msec
1000 3.33-10% 3 sec
10000 3.33 - 10! 50 min

Tabelle 5.3: Rechenzeit um ein lineares System zu losen
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5.1.6 Speicheraufwand und Code iMatlab

Um fur einen x n—Matrix A die Zerlegungd = L - U zu speichern ist nur eine x n—Matrix notig, da man weiss,
dass die obere Halfte vahund die untere Halfte voti mit Nullen gefullt sind. Auf der Diagonalen vdn findet man
nur Zahlen 1. Diese Information kann bereits wahrend dehReng ausgenutzt werden um Speicherplatz zu sparen.

2 6 2 21 3 1 21 3 1
—3 -8 0 — -3 -8 0 — —-3\0 1 3 —
4 9 2 4 9 2 4 9 2
N1 3 1 N1 3 1 N1 3 1
—3\0 1 3 — | =30 1 3| — | =30 11 3
N0 -3 -2 N0 —3\0 7 A0 —3\0 7\I

Die obige Notation muss folgendermassen gelesen werden

2\1 3 1 2 0 1 3 1
-3\0 I1\1 3 entspricht | -3 1 0 und 01 3
40 —3\0 T7\1 4 -3 7 00 1

Im Verlaufe des Reduktionsprozesses werden also in derriegeaden MatrixA die Eintrage modifiziert, so dass
zum Schluss alle Information Uber die LR—Zerlegunglienthalten ist. Der untenstehentatlab—Code (tatsachlich
wurde dieMatlab—Clone OCTAVE verwendet) fihrt die Rechnungen aus. Esudieachten, dass alle Rechnungen
~innerhalb" der Matrix4 ausgefiihrt werden.

| Octave |
function res = ludemo(A)
% res = ludemo(A) if A is a square matrix
% performs the LU decomposition of the matrix A

% PHIEEEEEE NO PIVOTING IS DONE !EEEEEEEri e

% this is for instructional purposes only

% the computation are done without creating new matrices
% the matrix A is used to store L and U

% the upper matrix is to be found strictly above the diagonal
% and diagonal elements are 1, you may call

% U=triu (res,1l)+eye(3)

% the lower matrix is to be found on and below the diagonal
% you may call

% L=tril (res)

% you should then obtain A=L U

% a test on the dimensions
[n.m] = size(A);
if (nl=m)
error ("ludemo: matrix has to be square ")
endif

% perform the decomposition
for k=1:n-1
if ( A(k,k) == 0) error ("ludemo: division by 0") endif
A(k,k+1:n) = A(k,k+1:n)/A(k,k);
for j=k+1:n
A(j,k+1:n) = A(j ,k+1:n) — A(k,k+1:n)+A(j,k);
endfor
endfor

% return the result
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res=A;

endfunction |

Die untenstehende Help—Seite von Matlab (orginal) zeigsscauch bei Berlicksichtigung der Permutationen keine
gravierendenderungen auftreten.

| Matlab |
LU Factors from Gaussian elimination.
[L,U] = LU(X) stores a upper triangular matrix in U and a
"psychologically lower triangular matrix”, i.e. a product
of lower triangular and permutation matrices, in L , so

that X = L«U.

[L,U,P] = LU(X) returns lower triangular matrix L, upper
triangular matrix U, and permutation matrix P so that
P«X = LxU.

By itself , LU(X) returns the output from LINPACK'S ZGEFA rotine.

5.2 Matrix Operationen mit dem HP 48

Dieser Taschenrechner beherrscht alle Grundoperatioite¥eiktoren und Matrizen. Fir eine Einflhrung ist das
Handbuch zu konsultieren.

5.2.1 Losen von Gleichungssystemen

Das Gleichungssystem
1 T +3 T2 +4 I3 = 7
21‘1 +0.T2 711‘3:71
—2561 +1 i) +2.CE3 = 2

kann durch
1 3 4 X1 7
AZ=b wobei A=| 2 0 -1 T und b= | —1
-2 1 2 T3 2

dargestellt werden. Der HP kann dieses System losen, inigendektord als[ 7 -1 2] auf den Stack gelegt wird,
dann die Matrix4 und anschliessend wird mit der Divisionstaster | die Losung# bestimmt. Legt man eine

Matrix A auf den Stack und driickt dann die T, so wird die Matrix invertiert. Die inverse Matrix kann mit
dem Vektorh multipliziert werden mit dem Resultat

5.2.2 Matrix—Zerlegungen

Auf den neueren Modellen der Taschenrechner HP 48 sindeeBédehle fur Matrixzerlegungeiréktorisierung)
installiert. Ziel dieser Notiz ist es diese zu erlauternl umit Beispielen zu illustrieren. Sie finden diese Befehk vi
Menues durch MTH |[MATR]FACTR. Um dieUbersichtlichkeit etwas zu verbessern wurden alle Resuffarundet.

LU—Zerlegung

Im Kurs wird die LU-Zerlegung einer Matrix besprochen. Sigspricht dem Losen eines linearen Gleichungssystems
mit Hilfe des Verfahrens von Gauss. Auf dem Taschenrechiineiten Sie diese Faktorisierung mit Hilfe der Taste
. Die LU-Zerlegung kann nur von einer quadratischen Mateigtimmt werden.

Mit Hilfe der LU—-Zerlegung konnen auch nicht eindeutighi@re Gleichungssysteme untersucht werden.
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5-10 Beispiel : Als Beispiel untersuchen wir die MatriA mit

BN
|
~N b =

2 3
5 6
8 9

Legt man diese Matrix auf den Stack und wendet den BefehU | an, so erhalten Sie drei Matrizen als Resultat
zuriick:

0 0 1 1 1.14286 1.2857 7 0 0
P=11 00 , U=10 1 2 und L=| 1 0.85714 0
0 1 0 0 0 1 4 0.42857 0O

Es gilt
P-A=L-U oder A=P'.L.U

In den MatrizenZ undU stecken die Zeilenoperation des Verfahrens von Gauss ufiddie eventuell notwendigen
Zeilenvertauschungen. Da bei der Matfivunten rechts eine 0 steht idtt A = 0 und ein Gleichungssystemz = b
nicht eindeutig ldsbar. Man untersucht stattdessen de eimfach losbaren Systeme
Lij = P-b
vz = g
Dann ist
AZ=P ' L.UZ=P ' Lj=P ' Pb=1»

Als Beispiel untersuchen wir den Vektbe= (1,2, 4)7. Es ist

>~

0
Pb= |1
0

= o O
)
I

[N

4 )
Somit wird aus der Gleichunf 7 = Pb
70 0 " 4
1 085714 0 w | =11
4 0.42857 0 ys 2

Dieses System versucht man von oben nach unten zu losemhéltsafort

_ 4
Yy = 7
Y2 = 085714 Y1) = 085714 7

Aber die dritte Gleichung lautet
4y +0.42857 yp = 2

Diese Gleichung ist falschy( undy, sind bereits bekannt). Die Gleichung ware dann geloshnwe der zweiten
Komponente des Vektotsstatt der 2 digrichtige” Zahl stehen wiirde. Man kann also mit Hilfe der gn /> und
L herausfinden fur welche speziellen Vektoren das Systeim= b eine Losung hat, obwohlet A = 0. Man kann
auch ablesen, wie diese Losungen aussehen. O
LQ-Zerlegung

Hier wird einem x n—Matrix A dargestellt durch

P-A=L-Q
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Hierbei istP einem x m—PermutationsmatriX, einem x n untere Dreiecksmatrix un@ eine orthogonale x n—
Matrix. Losungen vom Z = b werden anschliessend durch Studium von

—

Ly = P-b

QT = §
untersucht. Da die Matrig) orthogonal ist, ist das Syste@Z = i fur beliebige Vektorery € R™ eindeutig losbar.
Eine wesentliche Eigenschaft von orthogonalen Matrizeis = Q! und somit kannQ ¥ = ¢ leicht durch
¥ = Q7 4 gelost werden. Das wesentliche Verhalten von LosungenA/@ = b wird bestimmt durch das erste

Gleichungssystem.
Mit Hilfe der LQ—-Zerlegung kdnnen auch tUiber- und untetinesite Gleichungssyteme untersucht werden.

1 2 3
-1 2 4
Diese Matrix entspricht einem System von zwei Gleichung&Brdnbekannten und man kann deshalb keine eindeu-

tige Losung erwarten. Hilfe v erhalt man

5-11 Beispiel : Wir untersuchen die Matrix

A:

= | —0946 -0.315 —-0.079 und L=

—0.218 0.436 0.873
‘| ’ Q
0.241 —0.843 0.482

4.583 0 0
3.273 —-1.813 0

esqgitP-A=1L-Q,d.h.

—0.218  0.436 0.873
-1 2 4 4.583 0 0
= - | —0.946 —-0.315 —0.079
1 2 3 3.273 —1.813

0.241 —0.843 0.482

Z1

1 2 3 by
i) =

-1 2 4 bo

o

und statt des Gleichungssystems

T3
untersucht man
4583 0 0 ” ba
[ 3.273 —1813 0 ] o ( by )
Y3
und
—0.218 0.436  0.873 T Y1
—0.946 —-0.315 —0.079 To = Y2
0.241 —0.843 0.482 T3 Y3
Das erste Gleichungssystem fir, y» undys lautet
4.583 y1 +0y2 +0ys = b2

3.273y; —1.813ys +0y3 =by

Somit sindy; undy- eindeutig bestimmt, die dritte Variablg aber bleibt frei wahlbar. Mit Hilfe von

1 —0.218 —0.946 0.241 Y1
T2 | = 0.436 —0.315 —0.843 Y2
T3 0.873 —0.079 0.482 Y3

sind nun alle Losung des urspriinglichen Gleichungseysteeschrieben. &
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5-12 Beispiel :Der Nullraum der MatrixA ist gegeben durch die Losungen des Gleichungssystems

. 1 2 3. =
AZ = =20
-1 2 4

Mit Hilfe der LQ-Zerlegung kommt man auf die zwei Gleichusgstemel. 7 = 0 undQ # = ¢. Die Zerlegung des
vorangehenden Beispiels fuhrt also auf das Gleichuntg=sys

4.583 1 +0y2 +0y3 =0
3.273y; —1.813y2 4+0ys =0

Die Losungen sind Vielfache der Vektajs = (0,0,1)7. Alls Lésungen des Systemsz = 0 sind somit Vielfache
des Vektors
—0.218 —0.946 0.241 0 0.241
i = Q" i = 0.436 —0.315 —0.843 0 = —0.843
0.873 —0.079 0.482 1 0.482
Der Vektorz), bildet eine Basis voher A. O

5-13 Beispiel : Fir die Matrix

1 -1
2
3
erhalten wir
0 0 1 0.6 0.8 -5 0
P=1]1 00 ,Qzl ' '1undL= 02 14
0.8 —0.6
0O 1 0 -2.8 04
Statt der drei Gleichungen
1 -1 by
T
2 2 < ) b
)
3 4 b3
fur die zwei Unbekannten; undzy untersucht man nun
-5 0 b3
02 1.4 <y1>= by
28 04 b2 by

Der wesentliche Unterschied ist die Zahl 0 oben rechts invtrix L und die Permutation der Komponenten von
Aus den ersten beiden Gleichungefy; = b3 und0.2y; + 1.4y, = b; kdnneny; undys berechnet werden. Nun
gibt es genau einen zugelassenen Werbiiso dass die dritte Gleichung2.8 y» + 0.4y = by geldst wird. Dieses
Verhalten sollte kein€berraschung sein fiir ein tiberbestimmtes Gleichungssys &

QR-Zerlegung
Hier wird einem x n—Matrix A dargestellt durch
A-P=Q-R

Hierbei istP> einen x n—Permutationsmatrixz einem x n obere Dreiecksmatrix un@ eine orthogonalen x m—
Matrix. Losungen vord & = b werden anschliessend durch Studium vos PZundA P Z = @ - RZ = b ersetzt.
Diese System wird geldst durch

S

Qy =
RZ

<y
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untersucht. Da die Matrig) orthogonal ist, isf ergeben durcly = Q7 b. DaR eine Rechtsmatrix ist kann das zweite
Gleichungssystem von unten nach oben aufgeldst werdend®o Losungz’ kommt man durch Permutationen zu
Z = P Z zum Losungsvektor.

Auch mit Hilfe der QR—Zerlegung kénnen Uber- und untetibeste Gleichungssyteme untersucht werden.

5-14 Beispiel : Flr die Matrix

1 2 3
A:
-1 2 4
erhalten wir mittel
010 0.6 0.8 5 0.2 2.8
P=|0 01 , Q= ' ) und R = ' ’
—0.8 —0.6 0 14 04
1 0 O
Statt der zwei Gleichungen
1 2 3 o by
i) ==
12 4 bo
T3

fur die drei Unbekannten;, x> undxzs berechnet man zuerst

()= ()

und untersucht dann die beiden Gleichungen

Z1

-5 02 —28 1
z9 =

0 14 04 Yo
Z3

In diesem System ist; frei wahlbar.z; undz, konnen als Funktion vos; angegeben werden. Wegen

1 0 1 0 21 Z2
i) =P = 0 0 1 z9 == z3
I3 1 0 0 z3 z1

kt‘)nnenyvirxg frei wahlen und danm; undz; als Funktionzo angeben.
Furb = (1, 2)T erhalten wir

)= Sl )=

und aus
21
-5 0.2 -28 1
z9 =
0 14 04 —2
Z3
folgt
) zZ1 = 1-0.2 zZ9 — 2.8 z3
1.422 = 724’0423
Somit gilt
1
Tr3 = g (1 —0.2 Ty — 2.8 $2)
1
= — (=2 4
o 1 (F2H04m)

%
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Singularwert—Zerlegung

Hier wird einem x n—Matrix A dargestellt durch
A=U-D-V

Hierbei istU eine orthogonale: x m—Matrix, V' eine orthogonale x n—Matrix und D einem x n—Matrix die nur
in der Diagonale von 0 verschiedene Zahlen enthalt.

1 2 3
-1 2 4

5.736 0 0
D=
0 1.448 0

5-15 Beispiel : Fur die Matrix

erhalten wir mittel$ SVD |

Da nur in der Diagonalen Zahlen auftreten wird nur der Vekididen Diagonalelementen als Resultat ausgegeben. st
man nur an diesen Werten interessiert, so kann der B verwendet werden. Die Matrizén undV werden

dann nicht bestimmt. M{t SVD | erhalt man auch noch

—-0.970 —-0.223 9.418

[0.621 —0.7833
U_
0.241 —0.843 0.482

0.028 0.490 0.871
= d V=
0.7833  0.621

Somit gilt

—-0.970 —-0.223 9.418

l1 2 3] l0.621 —0.7833] [5.736 0 0
0.241 —0.843 0.482

0028 0490 0.871
“1 2 4] | 07833 0621 0 1448 0]

5.2.3 Weitere Matrizen—Befehle

Determinante

Die Determinante einer quadratischen Matrix kann durchifiehl| det |bestimmt werden.

Rang einer Matrix

Der Rang einer Matrix ist die Anzahl der linear unabhangigen Spe(teder Zeilen). Diese ganze Zahl kann mit dem
Befehl| RANK] bestimmt werden. Der Rang der Matrix

s

Il
N e e
co ot N
O O W

ist 2. Der Rang der erweiterten Matrix

Sy
Il
~N =

2 3
5 6
8 9

SO = o=

Die Dokumentation zu diesem Befehl ifBenutzerhandbuch, Serie HP 48 G, 1. Ausgabe" ist falschFBbler ist teilweise
auf eine (falschelbersetzung des WortgEigenvalue® zy,Einzelwert* zuriickzufiihren. Zudem ist fur nichtquatisehe Matrizen
die Berechnung via Eigenwerte nicht anwendbar.
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ist 3. So sieht man, dass das Gleichungssystem

lz4+2y+3z = 1
4dr+5y+62 = 1
Te+8y+9z = 0

keine Losung hat.

Spaltennorm

Um die Spalten—Maximum—Norm einer Matrix zu bestimmen, $rfiis jede Spalte die Summe der Betrage gebildet
werden. Der maximale Wert dieser Spaltensummen liefertNiem. steht fiir, Column—NoRM". Fur die
obige Matrix A ist die Spaltennorm 18.

Zeilennorm

Diese Rechnung ist analog zur obigen Spaltennorm, aber resmit Zeilen gerechnetRNRM| steht fir,, Row—
NoRM". Fir die obige MatrixA ist die Zeilennorm 24.

Konditionierungszahl

Fur eine quadratische MatriA ist die Konditionierungszahl gegeben durch das Produk&geaitennorm vom und
der Spaltennorm der inversen Matrx . Die Konditionierungszahl gibt an wieviele Stellen Gengkeit beim Losen
eines Gleichungssysters = b verloren gehen kdonnen. Sind vom Vektor Stellen bekannt, so kann man sich bei
# aufn — log (cond A) Stellen verlassehnCOND steht fur, CONDition number-.

Eigenwerte, Eigenvektoren

Im Menue[ MTH | befinden sich die beiden BefeHIEGVL | (EiGenVaLue) und EGV | (EiGenVector) um

Eigenwerte und Eigenvektoren von quadratischen Matriparestimmen. Als Beispiel kann die Matrix

s
Il
N e e

2 3
5 6
8 9
untersucht werden. Die Eigenwerte sind

M~ 1612 , A~ —1.117 und M\ =0

Die Eigenvektoren erhalt man als Spalten des HP—Resslltaie sind in diesem Beispiel

0.283 1 —0.5
¢1 = | 0.642 , €y = 0.110 und é5 = 1
1 —0.779 0.5

Wie die untenstehende Rechnung Miatlab zeigt, sind die Eigenvektoren nicht eindeutig bestimmg. i&innen mit

beliebigen Faktoren gestreckt werden.

| Matlab |
[v,d]=eig([1 2 3; 4 5 6;7 8 9])

vV =
0.231971 0.785830 0.408248

0.525322 0.086751 —0.816497
0.818673 —0.612328 0.408248
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16.11684 0.00000 0.00000
0.00000 -—-1.11684 0.00000
0.00000 0.00000 —-0.00000

Nullraum einer Matrix

Der Nullraum (Kern) einer MatrixA entspricht den Losungen des homogenen Gleichungssystetas 0. Fiir qua-
dratische Matrizen bilden die Eigenvektoren zum Eigen@ezine Basis des Kerns. Fur nichtquadratische Matrizen
A lasst sichker A mit Hilfe der LQ—Zerlegung bestimmen (siehe Beispiel auf&sg45).

5.3 Aufgaben

5.3.1 LU-Zerlegung und Elementaroperationen

e Aufgabe 5-1:
Zeigen Sie, dass die Matrix

A=

o O =
S = W
—_ W =

als Produkt von drei Elementarmatrizen geschrieben wetden in der Form
A=FE3-Fy-F
Bestimmen Sie anschliessedd ! mit Hilfe der Inversen der Elementarmatrizen und Matrizeitiplikationen.

e Aufgabe 5-2:
Zeigen Sie, dass die Permutationsmatrix

_ o O O
o = O O
o o o =

0
1
0
0
als Produkt von elementaren Permutationsmatrizen geshriwerden kann. Bestimmen Sie anschliesgend

e Aufgabe 5-3:
In den untenstehenden Matrizen sind alle Weégte: 0. Bestimmen Sie die inversen Matrizen dieser Matrizen.

(@)

kk 0 0
0 k O
A 2
0 0 ks
0 0 kg
(b)
0 0 0 Kk
k
B 0 0 2 0
0 k3 O
ki O
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(©

o O = o
S = x> O
_ o O O
O O O

e Aufgabe 5—4:

Bestimmen Sie die inverse Matrix der folgenden Ma- Trouver la matrice inverse de la matrice ci—-dessous.
trix mit Hilfe von Zeilenoperationen. Alle Zwischen- Montrer tous les calculs intermédiaires.
rechnungen sind zu zeigen.

1 1 4
A=1] -1 0 1
1 -1 -5
e Aufgabe 5-5:
Soit donné le systeme d’équations payy et z. Gegeben ist das Gleichungssystemuffly undz.
r—y+z = 3
re—y—z = 1

20+y—4z = -3¢

(&) Pourz = 3 etq = 1 il existe une solution. Calculer (a) Furz = 3 undq = 1 gibt es eine Losung. Berechnen
x,y etr. Siex, y undr.

(b) Soitq = 2. Decider pour quel valeur deil y a infi-  (b) Seiqg = 2. Fr welche Werte von gibt es unendlich
niment de solutions et trouver ces solutions. viele Losungen? Finden Sie diese.

e Aufgabe 5-6:

Die LU-Zerlegung einer MatriA liefert La décomposition LU d’'une matrick rend
2 0 0 1 2 3
L=]1 3 0 undlet U= 0 1 -2
1 -2 =2 0 0 O
(a) Berechnen Sidet(A) (a) Calculerdet(A)
(b) Bestimmen Siger A (b) Détermineker A
(c) Finden Sie die allgemeine Losung des Gleichungssye) Trouver la solution généralle du systeme des
stems équations linéaires
T 12
A - Y = —18
22

e Aufgabe 5-7:
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Eines der moglichen vier Produkig - R; ist die LU- Un des quatres produits possillle- R ; correspond a la
Zerlegung der MatrixA. factorisation LU de la matricA
(a) Bestimmen Sie alle Eintrage van (&) Trouver tous les nombres én
(b) Berechnen Sie den Losungsvekior (b) Trouver le vecteur de solutiah

10 0] 2 0 0
Ly=]2 1 0 undlet Lo=| -2 1 0
0 0 2 0 0 1
2 2 2 | 2 3
Ri=({0 2 -2 und/et Ro=1(0 1 -2
0 0 2 0 0 1
X 1
A 7= 4 €To - -1
T3 2
e Aufgabe 5-8:
Fur ein Matrix Pour une matrice
= a b
c d
gilt ona
A 1 -2 _|le
3 =5 2 3
(a) Bestimmen Siel exakt. (a) TrouverA d'une faconexacte

(b) Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf fur di€) Chercher un systeme des équations linéaires pour les
vier Koeffizienten der MatrixA. quatres coefficients de la matrice

e Aufgabe 5-9:
1 4
-1 1

Untersuchen Sie die beiden Matrizen
(b) Wir verlangend - B = B - A. Stellen Sie ein System von 4 Gleichungen auf fur die Unbetena, b, ¢ undd.
Stellen Sie dieses System mit Hilfe eirlex 4—Matrix dar.

A= und B =

(a) Berechnen Sie
A-B und B-A

(c) Bringen Sie diese Matrix auf Treppengestalt.

e Aufgabe 5-10:
On sait que le systeme ci—dessous a au moins une soluvan weiss, dass das untenstehende System mindestens

tion. eine Losung hat.
Z1
13 0 =2 5
€T -
AZ=10 0 1 ’ 3 [ =0
€3
39 -1 -7 q
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(a) Trouver la valeur de. (a) Bestimmen Sie den Wert vagn

(b) Donner tous les solutions du systtme homongene. (b) Finden Sie alle Losungen des zugehdrigen homoge-

. R . . nen Gleichungssystems.
(c) Donner tous les solutions du systeme inhomongene. gssy

(c) Finden Sie alle Losungen des inhomogenen Glei-

chungssystems.
e Aufgabe 5-11:
Soit Sei
2 0
Ale)=]1 -2 0
1 -1

(a) Il existe une valeur de, tel que la matricel(«) n'est  (a) Es gibt einen Wert vor, sodass die Matrix4(«)
pas inversible. trouver cette valeur. nicht invertierbar ist. Finden Sie diesen Wert.

(b) Avec la valeur dex trouver ci—dessus, trouver tous (b) Fur den oben gefundenen Wert ven sind alle
les solutions de I'équation lineaiw(«) # = 0 € R3. Losungen der linearen Gleichunga)Z = 0 € R3

: R . zu bestimmen.
(c) Trouver toutes les solutiones du systeme suivant,

d’'une facon exacte. (c) Finden Sie alle Losungen des folgenden Gleichungs-
systems. Die Losungen missen exakt sein.

2 0 x 2
1 -2 0 =
1 -1 1 0
e Aufgabe 5-12:
Untersuchen Sie die Matrix Examiner la matrice
10 1 2
A= 1 10 0
5 0 10

(a) Finden Sie eind.U-Zerlegung vonA, wobei in der (a) Trouver une décompositidil/ de A, tel-que dans la
Diagonalen vorU nur die Zahlenl zu finden sind. diagonal dd/ on ne trouve que la nombre 1.

(b) Finden Sie eind.U-Zerlegung vonA, wobei in der (b) Trouver une décompositiabl/ de A, tel-que dans la
Diagonalen vorl. nur die Zahlerl zu finden sind. diagonal del. on ne trouve que la nombre 1.

Diese Aufgabe zeigt, dass es verschidenen Formen vorCe probleme montre qu’il y a des décompositions diffe-
LU-Zerlegungen gibt, die aber alle dem selben Zweck rentes. Mais le but des calculations ne change pas.
dienen.

e Aufgabe 5-13:

Untersuchen Sie das Gleichungssystem Examiner le systeéseqations
r1 H2x9 +3x3 +4zy = -2
—x1 +2x9 +3ry = -1

31 +r2  H+x3  Fra = 0
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Der BefehlLU, angewandt auf die Matrix La commande, appliquée sur la matrice
1 2 3 4
A= -1 2 0 3
1 1 11
ergibt rend
10 0 1 2 3 4
L= -1 1 0 undlet U=|0 4 3 7
I 00 £

Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystenilrouver toutes les solutions de ce systeme a l'aide des
mit Hilfe der MatrizenL undU. Die Rechnungen sind matricesL etU. Travailler sans calculatrice.
ohne Taschenrechner auszufiihren.

e Aufgabe 5-14:

Un systeme dex équations linéaires est représenté par Ein System vom linearen Gleichungen ist dargestellt

les matrices augmentée ci—-dessous. Compter la nombreslurch die untenstehenden, erweiterten Matrizen. Be-

des multiplications nécessaire pour résoudre le system stimmen Sie die Anzahl der notwendigen Multiplikatio-

veut dire transformer dans la forme a droite. Une divisi- nen um die Systeme zu ldsen, d.h. in die rechtstehende

on correspond a une multiplication. N’echanger pas desForm transformieren. Verwenden Sie keine Zeilenver-

lignes. Monter vos explications. tauschungen. Eine Division zahlt als Multiplikation.
Zeigen Sie ihre Erklarungen.

(a) 4 Gleichungen/équations

4 -1 0 0 (1 1 0 0 O0fa
-2 4 -1 0 |2 01 0 O0fb
—
0O -2 4 -11|3 0 01 0fc¢
0 0 -2 4 |4 0 0 0 1d
(b) n Gleichungen/équations
| 1] [ 1 a |
-2 4 -1 2 1 as
-2 4 -1 1 as
—
-2 4 —1|n-1 1 Un_1
L -2 4 no | i Ll an |
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5.3.2 Losungen zu einigen Aufgaben

Lodsung zu Aufgabe 5-1:

o o 4 O O +H A O -
o 4 O Mm 4 O M —H O
— O O +H4 O o —+H O O
o o 4 4 O 4 O ™M
mnm 4 O O 4 O O —H O
— O O +H4 O o —+H O O

I I I
o O 4 4 O HA —~H ™ -
M 4 O N 4 O M —H O
— O O 4 O O —HA O O

= = =

D D ks)

%) %) (%]

() () ()]
o o 4 4 O 4 O ™M
m 4 O O 4 O O —H O
— O O +H4 O o —+H O O

I J [l

S 8 S

Somit ist

Wegen

—
09,91
o - O
— O O

gilt

— i
o= 77
o —H O [N S
— O O — O
L
i
T e
\UEOOIOO
El
N ™ o
] — O —
EE_ f
w7 H o o —~ o
E,l
(E—
Il I I
—
|
<

Ldsung zu Aufgabe 5-2 :

o o o

o +H O O

o O = O

— o O O

o o o -

P71

Ldsung zu Aufgabe 5-3:
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(@)
% 0 0 0
A1 0 & 0 0
1
0 0 5 0
0 0 0 é
(b)
0 0 0 k—ﬂ
g1_| 00 = 0
0 é 0 0
1
= 0 0 0
(c)
£ 0 0 0
ol = 2_21 % 0 0
N I U B B
ER k
—1 1 —1 1
P vl R

Ldsung zu Aufgabe 5-4 Rechnen mit Hilfe einer erweiterten Matrix

1 4 0 0
-1 0 1 Zy+ Zy — Zo
1 -1 -5 0

o 1 5|1 1 0 Z3— 2y — Z3

1 5 1 1 0 L3+ 272y — s

1 1 0 Z275Z3*>Z2

1 1 1 0 0
—4 -9 -5 Z1 — 423 — Z1
i 0 1 2 1|
1 1 -3 -8 —4
-4 -9 -5 Iy =22 — 2
i 0 1 2 1|
1 0 1 1 1
-4 -9 =5
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Somit gilt
1 1 1
Al'=| -4 -9 -5
1 2 1
Losung zu Aufgabe 5-5:
(@) Pourz =3etg=1
r—y+3 = 3
rr—y—3 =
2c+y—12 = -3
ou
r—y = 0
re—y = 4
224+y = 9

Addition de la premiere ligne a la troisieme, et soudtoercde la deuxime on arrive a

z—y = 0
(r—1uz

3z =

D0an:3etr—1:%,r:%ety:z:?).

(b) Matrice augmente et transformation dans la forme decteelle. Mettre; = 2.

1 —1 1 3
-1 1 1 Ly —121 — Zs
I 1 —4 -6
-1 1 3
r—1 —1—7r | 1-3r 43 =272, — Z3
I 1 —4 -6
-1 1 3
r—1 —1—7r | 1-3r Zy < Z3
I 3 -6 —12 |
-1 1 3
Zo(r—1
0 3 —6 —12 23—72(3 ) .z,
I r—1 —1—r 1-3r |
—1 1 3
—6 —12
I —3+r =3+r |
Pourr = 3 on arrive donc a
—1 1 3
-2 —4
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et le systeme a infiniment de solutions, donné par
z=t , y=—-44+22=-442t et z=34+y—2=3-4+2t—-t=—-1+1¢

Reécrit comme paramétrisation d’'une droite

T -1 1
= —4 |+t 2
0 1

Losung zu Aufgabe 5-6 Man kann direkt mit der LU-Zerlegun§ = L - U arbeiten. Es ist nicht notwendig (und
fuhrt zu Mehrarbeit) die MatriXA zu bestimmen.

(a) Determinantenmultiplikationssatz

det A = det(L - U) = det(L) - det(U) = —=12-0=10

(b) A= 0genaudannwenh7=0undUZ = 7

2 0 0 r 0 r
LFr=0 «— 1 3 0 s | = — s | =0
1 -2 =2 t t
1 2 3 x
Ui=7=0 < |0 1 -2 y | =
0 0 O z
T -7
y = 2z
= = y | =2 2
= 2y—-3z2=-T7T=z

(c) Eine partikulare Losung ist zu bestimmen. Lose zukis= b mit Hilfe der erweiterten Matrix

2 0 0 12 1 0 0 6 1 0 6
1 3 O |-18|—1]0 3 0(-24| —]10 1 0]-=8
1 -2 -2 22 0 -2 -2 16 00 =210

Somitist(r, s,t)T = (6, —8, 0)T die einzige Losung. Nun id ¥ = 7 zu losen. Man erhalt
(12 3] 6
0 1 —-2|-8
0 0 O 0

Hier ist z frei wahlbar. Mitz = 0 erhalt many = —8 undxz = 6 — 2y — 3z = 22. Somit ist die allgemeine

Ldsung
22 -7
T=Z,+Tp=| -8 | +2 2 wobei z € R
0

Ldsung zu Aufgabe 5-7 :
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(&) Nur eine der vier moglichen Matrizenmutilpikationéfért die Zahl 4 an der richtigen Stelle. Folgliuch gilt

A=L; Ry =

e R R

0 0 1 2
1 0]-10 1
0 2 0 0

3

-2

1

e R R

2 3
5 4
0 2

(b) Der Vektorz ist als Losung eines linearen Gleichugssystems gegelbéana durch verschiedene Rechnungen

bestimmt werden:
[ ]

e WegenA = L; - R, kann zuersL; § = b und anschliesserl, # = i gelost werden.

(el N
o = O
N o O

1 2 3
0 1 -2
0 0 1

Y1
Y2
Y3

Z1
x2

€3

1
= -1

Y1
Y2
Y3

Z1
2

€3

1 1
—1—-2y = -3
1 1
1—2x9—3x3 0
-3+ 2x3 =1 -1
1 1

Mit Hilfe von Matlab oderOctavedie folgenden Zeilen bestatigen das Resultat.

| Octave
L1=[1 0 0;2 1 0;0 0 2]
R1=[2 2 2; 0 2-2;0 0 2]
L2=[2 0 0;—2 1 0;0 0 1]
R2=[1 2 3; 0 1-2;0 0 1]
A=L1xR2
| b=A\[1;-1;2]
Ldsung zu Aufgabe 5-8:
(@)
1. 1 -2 _ -e 7T_
3 -5 |2 3
- - -1
A = e m . 1 -2
2 3 3 -5
- - -1
- m 1 -5 2
i 3 | 1 3 1
B -—56—377' 2e+m
i -19 7

(b) Einer der moglichen Losungswege ist

a b
c d
a+3b
c+3d

H

—2a—5b
—2c¢c—5d

1 -2
3 =5

e
2

L
=27
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Dies kann auch geschrieben werden als

a +30 =
—2a —5b =
c  +3d =
—2¢ —Hd =

[y

w N

Dies ist ein lineraes Gleichungssystem fur die vier Unbekena, b, c undd.

Lodsung zu Aufgabe 5-9 :
(@)

A.B— a—b 4a+b
c—d 4c+d
B.A- a+4c b+4d
—a+c —b+d
(b)
a—b = a+ic
4da+b = b+4d
c—d = —a+tc
4e+d = —b+d
oder auch
—-b —4c =0
4a —4d=0
+a —d =0
+b +4dc =
Das fihrt auf die Matrizennotation
0 -1 —4 0 a 0
4 0 -4 b [ |0
1 -1 c| 1o
0 +4 0 d 0
(©)
0 -1 —4 0 1 0 0 -1 1 0 0 -1
4 0 0 -4 0 1 +4 0 0 1 +4
— —
1 0 0 -1 0 -1 -4 0 0 0
0 1 +4 0 4 0 0 —4 0 0

Somit kdnnen die Werte vanundd frei gewahlt werden und man kann darausndb bestimmen.
a=d und b= —4c
Dieses homogene System von vier linearen Gleichungen hat soendlich viele Losungen.

Losung zu Aufgabe 5-10 Erweiterte Matrix auf Treppengestalt bringen

1 3 0 =215 13 0 =2 ) 1 3 0 -2 5)
0 0 1 113 —10 0 1 1 3 — (0 0 1 1 3
39 -1 —=7lg¢q 0 0 -1 —-1|qg—15 000 0 |g—12
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Somit ist das urspriingliche System aquivalent zu

1
1 3 0 -2 5
)
0 0 1 = 3
€3
000 O qg—12
T4
(a) Damit das System losbar ist muss: 12 sein.
(b) o =t undxy = s sind frei wahlbar. Dann gilt
T3 = —Xg4=—5
Ty = —3x9+2x4=-3t+2s
und somit
-3
. 1
Ty =1 + s
0 -1
0 1

(c) eine partikulare Losung kann mit Hilfe der spezieN®ahl z, = x4 = 0 bestimmt werden als
r3 =3 und z, =5

Somit ist die allgemeine Losung gegeben durch

1
+t + s

o w o
\
_

Quelle [LandHest92p 364]
Losung zu Aufgabe 5-11:

(a) Beider Reduktion auf Treppengestalt ergeben sich dierfden erweiterten Matrizen

2 0 alo 10 g |o 1o g |o
1 2 0/0|—]0 2 -2 ]ol— |01 2 |0
1 -1 1]0 0 -1 1-210 00 1-210

Die Matrix ist nicht invertierbar, falls in der letzten Zeialle Eintage 0 sind. Das fuhrt auf die Bedingung: 4 .
(b) Das System

2 0 4 x 0
1 -2 0 y |=1]0
1 -1 1 2 0

ist zu losen. Die dritte Zeile ist eine Linearkombinaticgr @rsten beiden. Deshalb konnen wir nur die ersten
beiden Gleichungen untersuchen und kommen somit auf

2z +0y = —4z
lz -2y = 0z
Aus der ersten Gleichung folgt = —2z und aus der zweiten = %:z: = —z. Somit ist der Losungsraum
gegeben durch
-2z -2
—z =z -1 wobei zeR
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(c) Von oben nach unten auflosen fuhrt auf

Losung zu Aufgabe 5-12 Die beiden Resultate wurden ohne Permutationen erzeugt.

(@)

10 0 0 1 01 02
A=|1 99 0 -1 0 1 —0.02020
5 —0.5 8.98990 0 0 1
(b)
1 0 0 10 1 2
A= 01 1 0| 0 99 —02
0.5 —0.050505 1 0 0 8.98990

Taschenrechner erzeugen in der Regel nur eines der beidettde. Wegen

AT=(L-R"=R"-L"=L, - R,
erhalten Sie aus déi/—Zerlegung der Transponiertefi das andere Resultat.
Losung zu Aufgabe 5-13 ZuerstLy = blosen, dani/z = .

1 0 O Y1 -2
-1 10 v | =1 -1
1 11 Y3 0
\Von oben nach unten auflosen
y o= =2
y2 = —1+y1=-3
— 0 n 1 5
Yys = Y1 1 Yo = 1

Nun kann das Systefiz = i untersucht werden.

1

12 3 4 -2
X

04 3 7 =1 =3
T3

0 0 =% =% 5

4 4 24 4

x4 kann frei gewahlt werden. Setzt man = 0 so kann das System von unten nach oben aufgelost werderemit d
Resultat

r3 = —1
Ty = 1(7373&3):0
X1 = —2—2%2—3.@3:1
Somit haben wir eine partikulare Losung
1
- 0
IEP = .
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Um die allgemeine Losung des homogenen Problems

Z1
1 2 3 4
€2
04 3 7 =
€r3
0 0 =5 =5
4 4 T4

Zu bestimmen setzt man, = ¢ und l6st von unten nach oben auf.

r3 = —t

1
o = Z(—?t—3l’3):—ﬁ
X1 = —4t—2$2—3$3:t

und somit ist die allgemeine Losung gegeben durch

Ldsung zu Aufgabe 5-14 :
(&) Zu zahlen sind Multiplikationen (Multiplikation=Dision)

1. Von oben nach unten 1 entlang der Diagonalen, Nullen darenzeugen. Operationen pro Zeile

e 2 Divisionen um 1 entlang der Diagonalen zu erzeugen

e 2 Multiplikation+Addition um die Zahl in der Zeile darunteu erzeugen und den erweiterten Teil der
Matrix zu behandeln. Fir die letzte Zeile ist nur eine Diuisnotwendig.

e Total: (4 — 1) (2 +2) + 1 = 13 Multiplikationen

Das Zwischenresultat ist eine Matrix mit O unterhalb dergdiaalen, 1 entlang der Diagonalen und Zahlen
in der ersten, oberen Nebendiagonalen.

1 ¢1 0 0 |b
0 1 ¢ 0 ]by
0 0 1 «c3]bs
0 0 1 |by

2. Von unten nach oben Nullen oberhalb der Diagonalen eezeu@perationen pro Zeile

e 1 Multiplikation+Addition um die Zahl in der Zeile oberhatter Diagonalen zu Null setzen. Die
Operation muss nur im erweiterten Teil effektiv ausgefinerden.

e Die unterste Zeile muss nicht bearbeitet werden
e Total: 3 Multiplikationen

Insgesamt 6 Multiplikationen

(b) Zu zahlen sind Multiplikationen

1. Von oben nach unten 1 entlang der Diagonalen, Nullen darenzeugen.
Total: (n — 1) (24 2) + 1 = 4n — 3 Multiplikationen

2. Von unten nach oben Nullen oberhalb der Diagonalen eereug
Total: n — 1 Multiplikationen

Insgesamt werdehn — 4 Multiplikationen benotigt.
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5.4 Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie
e Matrizenoperationen schnell und zuverlassig ausfukoemen.
e Elementarmatrizen erkennen und mit ihnen rechnen konnen.
e Gleichungssysteme mit Dreiecksmatrizen schnell und #&assig (von Hand) losen konnen.

¢ die engen Beziehungen zwischen Elementarmatrizen, LUegierg und dem Verfahren von
Gauss kennen.

e die inversen Matrizen voB x 3 und4 x 4—Matrizen auch von Hand ausfuhren konnen.
¢ alle obigen Rechnungen schnell und zuverlassig mit Inrasefienrechner ausfihren konnen.

e auch spezielle Gleichungssysteme mit dem Taschenredbsem konnen: Stichwort Fakto-
risierungen.
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Chapitre 6

Vecteurs

6.1 Introduction

Dans les sciences et techniques deslaireset desvecteurssont souvent importants. Une scalaire est donnée par
un nombre. On a des exemples physique: masse, tempérafuictité, épaisseur d’'une mure ou pression d'air. Pour
que un vecteur est déterminé if faut no seulement savdorggueur mais aussi sa direction. Des exemples typiques
sont: force, vitesse ou un champs électrique. Les vectmmssouvent utilisés pour des structures mathématiques
CAD, infographie, résoudre des systemes des équaiitgeies, statique, équations differentielles. Erpitn@3 on

a contruit des vecteurs a l'aide des propriétées algglea, dans se chapitre on ulilise de la géometrie pour gxam
des vecteurs.

Quelques résultats et exemples dans ce chapitre sonturdsdigre [Bach7].
6—1 Definition :  Desvecteurssont des objets donnés par une longueur et une directidoitlBtre évident avec

quel type de vecteur on travaille, des vecteurs dans un géanrs espace ou dans une autre structure. Pour indiquer un
vecteur dans sa notation on met une petite fleche au—dessysibole pour le vecteur.

a A, AB
La longueur d’un vecteut est ditenorme ded et est notée pdfd||.

6—2 Résultat : Deux vecteurs sont ditégauxsi ils ont les mémes longueurs et directions.

Donc deux vecteurs coincide si une translation pargtietenet de boucher un vecteur sur I'autre.

1 oa Graphiqguement un représente un vecteur avec une flechendedur et direction donné.
a Observer que deux vecteurs avec des point initiales et Sipaavent bien étre identique.

P
\Q Un vecteur peut &tre donné par un point initial et un poimlfiUtiliser la notation”Q) pour

cette vecteur.

Le vecteurzéro 0 est un vecteur spécial avec longueur 0. C’est le seul vessas direction.

6-3 Definition :  Deux vecteurs sont ditggrall élessi ils ont des directions égales ou exactement opposées.

Les vecteurs en Figuréslsont paralléles.
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~
N - .

Figure 6.1: vecteurs paralleles

6.2 opérations avec des vecteurs

Le but de cette section est d’expliquer les opérations de beec des vecteurs.
1. addition des vecteurs
2. soustraction des vecteurs

3. multiplication d’un vecteurs avec un nombre

6.2.1 sddition des vecteurs

6—4 Definition :  L'addition de deux vecteurd etE est caractérisé par la description suivante:
Appliquer une translation parallelle au vectéiusque le point final d& coincide avec le point initial du vecteurs
b. Le vecteurs = g+ bale point initial dez comme point initial et le point final coincide avec le pointfi deb.

SHI

&l

\

oy
I
1!
+
Sl

Figure 6.2: somme des vecteurs

6-5 Résultat : Utiliser des graphiques pour vérifier les régles de calaidantes:

a+b = b+a loi de commutativité
(@+b)+¢& = d+(b+@) | loi dassoziativité

6—6 Résultat : inégalité du triangle . B
A l'aide d’un triangle avec les trois cotésb eta + b on vois que

@+l < lla] + [|oll
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6.2.2 soustraction des vecteurs

Avec un raisonnement géométrique il est évidant que pbague vecteut il existe exactement un vectebitel que
@+ b = 0. Le nouveau vecteura la méme longueur quéet la direction est opposée. Ce vecteur esvéiteur

inverseet on utilise la notation-a .
La soustraction des vecteurs et I'opération inverseddit#on, donc on trouve

d=d—b < a=b+d
6-7 Definition : La difference des verteus— b est caractérisee par
a—b=a+ (—b)

Le vecteur—b est le vecteur inverse de

—b
E]: \

Figure 6.3: difference des vecteurs

oy
I
STl
|
Sl

6-8 Resultat: Le vecteur de la somn= d + b et la differencel = @ — b sont visualisées dans un parallélogramme
avecd etb comme cotés, voir Figurg.2.2

5 §=d+b
b d=d—1b

ST

Figure 6.4: parallelogramme des vecteurs

6.2.3 multiplication d’un vecteurs avec un nombre

6-—9 Definition :  En multiplicatient d’un vecteurg avec un nombre réel € R on arrive a un vecteuls= \ @ avec
les propriétés suivantes:

1. la longueur dé est donnée par la multiplication di&| avec la longueulta|| ded .

1ol = l[Aall = [Al lla]
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2. siA > 0O puisle vecteub a la méme direction guget sii < 0 la direction deb est opposeée de la direction de
a.

Utiliser une graphique pour vérifier les résultats eteggle calculs suivantes.

6—10 Theoreme : Deux vecteurs etb sont paralléle si il existe un nombkec R tel queX@ = b.

6-11 Resultat : Sontd etb des vecteurs et , ~ € R des nombres.

2a = d+a
(-1)-@ = -a
A(@+b) = Xa+Ab
A+vy)d = da+nd

6.2.4 vecteurs et points

Examiner un plan ou I'espace. Un point arbitraire peut leatifie avec un vecteur. Le poifit est représenté par le
vecteurs de l'origine & ce point. Cette identificationssestvent utilisée et on parle du poiRtou du vecteu”. Une

meilleur notation est donnée par .

SHA 18-12-07



CHAPITRE 6. VECTEURS 168

6.3 vecteurs dans le plan

Dans cette section nous examinons des vecteurs dans urt pies a&pplication dans le plan.

6.3.1 coordonrees carésienne

Dans un plan on choisit I'origin@ et puis on choisit deux directions spéciadgs= €, ete, = é,. On demande que
lle1]] = |lez]] = 1 et les deux directions sont orthogonales. Examiner cdtiat®n en Figures.5 dans un plan. Le
vecteure,, (resp.¢,) est ditvecteur d’unité de coordonréedans la direction: (resp. directiony).

Figure 6.5: plan certesienne avec vecteurs d'unité dedooméee

Examiner un vecteuquelconque'@ dans ce plan. Pour I'exemple en Fig@ré trouver
a=3€,+2¢,

Si l'identité ci—dessus est correcte on peut construiretdeura a partir du pair des nombré8, 2). Donc il existe
un lien entre le vecteut et les nombre§3 , 2).

ST

Figure 6.6: représentation cartésienne d’'un vecteur

La Figure6.6 montre que chaque vectetidans ce plan peut &tre écrit dans la forme
a=ay €+ as é'y wobei ay,as € R

Donc les vecteurs dans ce plan sont identifiés par des pEsrsambres réels.

o ai . o o o o
a< ><:>aalex+ageya161+a262
a2
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Les nombres,; sont dites lesoordonnésdu vecteurs et les vecteurs; €; sont dites lesomposantesiu vecteur.
Cette représentation est déprésentation carésienne

Pour les vecteurs d’'unité des coordon@ggt e, on trouve

() o[

6.3.2 orerations avec les repésentation carésienne

Considerer les vecteudsetb et un nombre réel € R avec

a - b
7= 1 5= 1
ag bQ
Examiner les opération de base avec des vecteurs. Il estiamp de visualiser ces regles de calcul et les inteaicets

géométrique.

6—12 Resultat :

e addition

e ()00
ag )\0,2

a
()5
ag

e longueur d’'un vecteur

Utiliser quelques exemples pour vérifier que tout régleaeul pour les vecteurs de la section précédente reste
correcte.

6.3.3 applications

centre de gravitt d’'un syseéme des points de masse

Examinons un systéme demassesni, ma, . . ., m,, dans le plan. Les positions des points est donnés par desivec
1,Ta,...,7Ty. PUiS la masse totalel est

M:ml—i—mg—i—...—i-mn:z:mi
i=1

Le centre de gravit& est donné par

. mir + mots + ...+ m,7, 1 — .
T’(S): 171 272 n'n :M2m17’1
=1

mi+mo+...+my

6—13 Exemple : Examiner un hexagone équilatéral avec un cion qui mantjoever le centre de gravité. &
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balance des forces

Examiner un probleme simple, mais important en statiquen point on applique des forces differenfés Trouver
la force totalel' .

Des forces sont (comme les vecteurs) déterminés pardegaur (longueur) et leur direction. L'addition des forces
correspond a I'addition des vecteurs. Donc on trouve

Fpr=F+Fh+FR+.. +F =

6—14 Exemple :
Richtung | Starke
Les forces sont donnés par la table a droite. I3 30° 2
Trouver largeur et direction de la force totdlg . F, 90° 1
Fy | —30° -2
Fy 45° 2.5

&

6—15 Exemple : Une sculpture de mas260 kg est suspendue par deux cables a des anglég°d@roite) et50°
(gauche). Déterminer les forces sur les cables.

Solution:

1. Dessiner une graphique avec les trois forces a tenir tamp
Les directions de ces forces sont connues, comme la ladgeame de ces forces.
Donner deux équations pour les deux largeurs inconresefodces.

Résoudre ces équations.

g A~ 0N

Verifier le résultat.

6.3.4 le produit scalaire

Pour beaucoup des application on utilise des liens entlengsieurs et I'angle entre deux vecteurs.

6—16 Definition : Le produit scalaire de deux vecteurs est donné par la définition

o [ Nalllcos 2@ i fal£0 et [ £0
0 sifall =0 ou [ =0

On utilise les notations B B
a-b={(a,b)

Le produit scalaire est aussi gitoduit interieur et rend un nombre comme résultat. Pour des vécteursatpéci
é, ete, on trouve

— —

€y Ep=€-€ =1 et ey-€,=¢,-€, =0

Pour tout vecteur on a
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et

Si7i est un vecteur de longueur 1 puis on trouve
a- = |d|| cos £L(a,n)

La Figure6.7montre pourquoi - 77 est dit lacomposante dez dans la direction de7i . On parle de Igrojection de
d dans la direction d&. Cette résultat est utile pour beaucoup des applicatiExeminer Problema-3(paged6).

QU

St

Figure 6.7: Composante dedans la direction d&

6-17 Theoreme : On a les regles de calcul suivantes

i-b=b-a loi de commutativité
(A@)-b=a-(A\b)=X(@-b)  pour AeR
(G+0b)-G=ad-c+b-¢ loi de distributivité

@-b=0<= @ orthogonal & orthogonalité
|

Avec le résultat ci—-dessus on verifie le theoreme suivant
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6—18 Theoreme :

1.
. - b
a-b=(ab) = . Y) = aib + ashs
as b2
2.
lall = y/ai + a3
3.
. i b
cos Z(d,b) = :1 —
llall flo]

si ||l # 0 et [[b] # 0.

—as a1
4. Le vectew( ) est orthogonal au vecta( )
ai a2

6-—19 Resultat : Soit7i est un vecteur de direction, c.-afdi|| = 1. Un vecteur quelconquepeut étre décomposé
dans un vecteurs paralléleizet une composante orthogonale.

a = 6L+6”

6—20 Exemple :(Théoréme d’addition de la fonctiafs )

Soit deux vecteurs donnés par
COS «x COS
- et 7 — B
sin av sin 8

Puis les deux vecteurs ont longueurs 1 et il y a un angle d€3 entre les vecteurs. Donc on trouve

71 -7y = |71 |72 cos (a — B) = cos (o — )
Mais un a aussi
L cos o cos 3 ) ]
Ty = . = cosa cos 3+ sina sinf
sin «v sin 3

Les deux résultats doivent étre égaux et donc

cos (a — f3) = cosax cos 8 + sina sin 8

6.4 eéquations des droites dans le plan

Dans cette section nous examinons des facons differeiete®nner une droite dans le plan. Quelques-uns des ces
méthodes utilises des vecteurs.

6.4.1 forme genérale d’'une équation d’'une droite
Soit A, B, C € R des nombres quelconques. Puis tous les p¢intg) dans le plan tel que

Ax+By+C=0
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forme une droite, caractérisé par les trois nombteB, C' .

Si les trois nombres sont connus, puis c’est facile d’esgui droite en utilisent les points d’intersection avec
les deux axes. Sur I'axe deson ay = 0 et donc la valeur de est donné par I'équation

Ax4+C =0
D’une fagon similaire on arrive @ = —C/ B pour la veleur dg sur I'axe deg .
6—21 Exemple : Esquisser la droite
20 —3y+6=0
dans un systéme des coordonnées cartésienne. O
6-22 Resultat : Dans la forme générale de I'équation d’une droite on peconnaitre quelques cas spéciales
e Si A =0 puis la droite est paralléle a I'axe des
e SiB = 0 puis la droite est parallele a I'axe dgs

e SiC = 0 puis la droite passe par I'origine.

6-23 Exemple : Dans un plan esquisser tous les pointsy) pour lesquels

20 — 3y <6

¢

6—24 Exemple : Touver une graphique pour I'ensemble des solutions desysBuivante.
r—y > -1

20 — 3y <
xr >
y >

¢

6.4.2 forme standard d’'uneéquation d’'une droite
Une droite dans une systeme des coordonnées cartésgigy)eut étre donnée paolfdonnéea et lapentem.
y=a-+mex
Une droite dans la forme générale avec# 0
Az+By+C=0

peut étre écrit dans la forme standard

V=" B"
Observer que des droites verticalés£ 0) n’ont pas de représentation standard.
Deux pointsP; = (z1,y1) et P» = (x2,y2) sont donnés. Les points déterminent une seule droite geah

trouver le secteurs et la penten. Examiner deux équations pour les deux inconnuesn.

= mri+ a
Y2 = ma2+ a
Soustraire les deux équations pour arriver a
m— Y2 — 1 Ay

To — T2 o A_.I'
A T'aide de une des équations on peut déterminer la valeur &n Figure6.8trouver aussi que

tana =m
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Py
Ax

Figure 6.8: Deux points déterminent une droite

6.4.3 forme point—pente de Equation d’'une droite

D’une droiteg on connait un poinf; = (x1,y1) et la penten, ou I'anglea. Donc la droite est déterminée. Pour
écrire la droite dans la forme standard il manque I'ordaniEn utilisantz1, y;) dans I'équation on arrive a

yp=mz1+a

ou
a=1Yy —maexi

6—25 Exemple : Une droite avec pente: = 1.5 passe par le poir(3, —1). Trouver les deux point d’intersection
avec les axes.

Solution: Le point(3, —1) se trouve sur la droite et donc on utilige= m = + a pour arriver a

-1=15-34a ,
etdonca = —5.5. L'équation de la droite est
y=15x—-15.5
L'ordonnée sur I'axe deg est—>5.5. Pour trouver I'abscisse sur I'axe dedl faut quey = 0 et puis on peut résoudre
pourz. Le résultat est = 11/3. O

6.4.4 forme deux points de equation d’'une droite

D’une droiteg on connait deux point&; = (z1,y1) et P» = (22, y2). Donc la droite est déterminée. Pour trouver la
pentem on utilise
Y2y Ay
To — T Ax
et puis on peut continuer avec la méthode pour la forme ppérite.

6—26 Exemple : Examiner la droite qui passe par les poiftts= (2, —3) et P, = (—1.5,1).
Solution: Pour la penten on arrive a
-y 1-(=3) -4 -8
m =

o —x0 —15-2 35 7
Puis I'equation
Y= mzi+ a
-3= 2+ a
varendres = —5/7 et on a trouvé I'équation dans la forme standard
-8 5
y= Ty
Vérifier le résultat en utilisant les deux points donnés. O
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6.4.5 forme paranetrique de I'équation d’'une droite

Une droiteg peut étre donnée par un point sur la droite et la direciias. vecteurs représentent le point et la direction,
voire Figure6.9. Un parameétre ¢ est utiliser pour parcourir la droite. Un poiRtfait partie de la droite si le vecteur
de l'origine au point est de la forme

—_—

P=a+tv furein teR
Sit varie en toutR puis on va couvrir toute la droite.

<y

O

Figure 6.9: Forme paramétrique d’une droite

Les opérations ci—dessus peuvent étre écrit avec dedammeees cartésienne.

s a v a; +to
P=ad+tvi= R L - ! ! pour teR
ag (%] a2+tv2

6-27 Exemple : La droiteg est donnée par le point initiaiéet le vecteur de directiotiavec

() (3

Puis tous les points de la forme

ou aussi
r =2+125
avec teR
y =-3—13
se trouve sur la droite. Donc le point= 0, y = 1 ne fait pas partie de la droite, mais le paint 7, y = 9 se triuve
sur la droite { = 2). O

6—28 Exemple : Si une droite est caractérisée par deux pointst () il est tres facile de trouver une forme pa-
ramétrique. Choisir un des points comme vecteur de dep&tvecteur de connection comme direction.

P+t PO

Pour trouver la droite qui passe par les poifits= (1,2.5) etQ = (—2,4.5) utiliser le vecteurs initiaki et la

directionv avec
. 1 . —2-1 -3
a = s V= =
2.5 4.5 —2.5 2

Donc une forme paramétrique de la droite est donnée par

r =1-—1t3
y =25+12

mit teR
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Pour arriver a la forme standard il faut €liminer le paeairei. La premiere équation impliqgue= (1 — z)/3 et donc

-2 19
y:2.5+2t:2.5+2(17$)/3:?erE

Observer qu'il existe plusieurs forme paramétrique d'seele droite, mais une seule forme standard.

6.4.6 forme Hessienne deé&quation d’'une droite

Une droite est déterminée par un point (vecteur de pwositjoet unvecteur normale 7 qui est perpendiculaire
(orthogonale) a la direction de la droite. Voir Fig@éQ Pour que le poinP est sur la droite le vecteur de connection
ded a P doit étre orthogonal &, veut dire

(P—a) L
(P—a)-i=0
a-n=P-i

Pour la deuxieme ligne utiliser que deux vecteurs sontgretigulaire si (et seulement si) le produit scalaire esi.zé
Si les composantes diet 77 sont connues on peut trouver I'équation de la droite.

sl

O
Figure 6.10: Une droite donnée par un pairgt un vecteur normat

6—29 Exemple : Une droiteg passe par le poi@ = (—2, 3) et le vecteuri = (1, 3) est perpendiculaire@ Trouver
I'équation de la droite dans la forme standard.

Solution: Suivant la formule ci-dessus le poiat, y) fait partie de la droite si et seulement si 'équation
T —2 1
_ . — 0

T+2+3y—3-3=0

est satisfaite. Donc on arrive a

ou 1 7
(—z+7)=——2z+

v= 3 3

W =
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Si une droite est donnée par le vect@uta nombred et I'équation

(1) nes

avec||7|| = 1, on parle ddorme hessienne normalele I'équation de la droite. En coordonnées cartésienrariave
a

nix+noy=d avec n%—l—n%:l

La distance de I'origin d’'une droitg (donnée dans la forme hessiene) |dtLa droite coupe le plan en deux
demi plans. Si le vecteurs normalenontre dans le demi plan qui contient I'origin puis on trodve 0.

6—30 Exemple : Ecrire la droite

y=2x—-0.5
dans la forme hessienne.
Solution:
y—2x = —0.5
-2 T
. = —05
1 -2 T B 0.5
V22412 1 y RS
2NV (e 05
1/v5 y 5

6.4.7 distance d’'un pointa une droite

Une des applications de la forme hessienne de I'équatiemeddroite est une méthode pour trouver la distance d’'un
point P = (z,y) de la droitey, donnée pafi = (n1, ns) etd.
L'expression
P.i= TNy + Yyne

correspond a la composanteﬁedans la direction d&. Si P est sur la droite, puis cette expression est égal a zéro.
Une graphique simple montre que

f(z,y) =P.ii—d=zm +yng —d
correspond a undistance oriengedu point a la droite.

Sid et f(z,y) un le méme signe puis l'origine et le poiﬁt: (x,y) se trouve de la méme coté de la droite.

6.4.8 point d'intersection et angle d’'intersection de deuxroites

Soit deux droiteg; et g, données par
g1 . y=a3+mix
g2 : Yy=ax+max
avec my # mo.

Le point d’intersection est déterminé par la condition que les deux équationsedoétre satisfait a la fois. Donc
on arrive aux deux équations

Yy—mi1xr=ax

Y—Mmox = as
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pour les deux inconnuesety. Parce quen; # ms il existe une seul solution de ces équations. Soustrairedaation

pour arriver a

a; — az
(mg—mi)z=a—a OU x=——"—
m2 —miy

Cette valeur de: et une des deux équations sont utilisés pour trouver kuvaley. Multiplier la premiére équations
avecms, la deuxieme aven:, puis soustraire pour obtenir

moa1 — 1G9
(ma —mq) y = moa; —miaz OU =
™Mo — My
Simi = ma, puis les deux droites sont paralléles et if faut diff@iendeux cas differentes:
e Siles ordonnées sont différentes les droites sontréiffies et il n’y a pas de point d’intersection.

e Siles ordonnées sont égals puis les droite coincidégxeiste infiniment des points d’intersection.

6-31 Resultat : Examiner les point d’intersection de deux droites

g1 y=a3+mix

g2 : Yy=az+max

puis les comportements suivantes sont possibles.

pente | ordonnées nombre des points d'intersectign
my # ma un seul
miy=ms | ay # as pas de point
mi=mso | a; = as infiniment

Pour les angles des deux droites on trouve
tan a; = m;

Si les droites sont ni paralléle, ni perpendiculaire, e figure simple montre que I'angleentre les droites est
caractérisé par
VT =a2 -y

Donc on arrive a
tan as — tan aq

tany = tan (a2 B al) 14 tan as tan aq
et
tany = 2 M1
v 1 + maomy
Si les droites ne sont pas perpendiculaire puis on trouyemmsy # 0.
A un point d’intersection de deux droites il existe quatrglas, dont deux differentes. La formule ci—dessus rend

I'angle utilisé pour tourner (avec orientation positil@roite avec penter; jusqu’a les deux pentes coincides.

6.5 eéquations des cercles
6-—32 Definition :  Un cercle daayon R etcentreau pointZ\Zf consiste de tous les points tel que
2 - =

- (ffM) : (ffM) = R?

En multipliant on arrive a une équation quadratiques p@wuecteurt.

—

r—M

F-f—2M-F+M-M—-R*=0
Utiliser les coordonnées cartésiendés= (u, v) pour le centrel/ et on arrive a I'équation

(z —u)® + (y —v)* = R?
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6-33 Exemple : L'équation
2?4y —4x+6y—3=0

a un cercle comme ensemble de solution. Compléter lesespdur arriver a

2’ —dz+4+y°+6y+9 = 3+4+9
(@=22+(y+3)* = 4
Donc c’est un cercle de rayon 4 et centee—3). O

6—34 Exemple : Trouver les points d'intersection du cercle (cerftie—2), rayon 5) avec la droite — 2y + 1 = 0.

Solution: D’abord examiner I'équation du cercle.

2%+ (y + 2)? 25
2?4y +4y—21 = 0

Il faut combiner les deux équations et puis résoudre leegys des deux équations. Utiliser la droite pour conclure
quex = 2y — 1. Puis I'équation du cercle devient une équation quaguatpour la variablg
y—1)2+y*+4y—21 =
57+ (4—4)y—21+1 =
y = 4
avec les deux solutions » = £2. Donc on trouver les valeurs dg , = 2y; » — 1 = +4 — 1 et on a trouvé les deux
points d’intersectioni3, 2) et(—5, —2). La Figure6.11confirme le résultat.

y

Figure 6.11: Intersection d’un cercle avec une droite

Mathematicasait résoudre ce probleme.

| Mathematica
Solve[{ X 2+y " 2+4«xy—21 == , Xx=2xy+1 == 0} , {xX,y}]

| :{{x — -5, y—> -2}, {x > 3, y—> 2}} |

&

6-35 Exemple : Examiner deux cercles avec cenfg = (2, 1) et rayonr; = 2, respectivementl, = (0, —2) et
ro = 3. Trouver les points d'intersections.

Solution: If faut résoudre les deux équations des cercles pour lisblasz ety.

(-2 + (y-1? = 2?
.T2 + (y + 2)2 — 32
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Figure 6.12: Intersection de deux cercles

Soustraction des deux équations élimine tous les termadrgtiques et on arrive a
—4rz+4 + (-6y+1-4) = 4-9
—4x — 6y = -6

Donc les deux points d’intersection se trouve sur une dﬂoﬁef% Y+ % Utiliser cette information dans la deuxieme
équation des cercles pour trouver une équation quadeagiqur I'inconnuy.

(-3y+%)? + (+2? = 3
(By—3?2 + 4(y+2? = 49
1392 -2y —11 = 0

Les deux solutions de cette équation sont

42422 141311 +2i24_{ 1

L2 = 26 26 11

13
A T'aide de I'equation de la droite on trouve les valeursadet donc on a les deux points d'intersecti@n1) et
(35, 55 0
6-36 Exemple : Examiner tout les pointg € R? dont les distances des points fixgset 7 ont un rapport fixe\.
Montrer que ces points forme un cercle, le cerclégellonius.
Solution: Les deux distance$ sont données par

& = @-7)-(@-7)

A3 = (Z—7) - (T —7h)

Le rapport des deux distances est'dét donc on a les équations suivantes.

& = Nd
(T —7)- (T —71) = N (F—7)-(F—7)
TZ-27 - Z+F -7 = N (Z-T—27F T+
(1=XN)F-Z—2(F — A7) T+ -7 — ANy = 0
Z-F—2M-Z+M-M—-R> = 0
L'ensemble de solutions est un cercle avec les data

- 1 . 5
M = —17)\2 (7“1—)\ 7'2)

R — M.Mifl'ﬁ*)\zfz'ﬁ

1— A2
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Le cas spéciakh = 1 ne obtient pas de cercle mais une droitenkdiatrice. Le calcul ci-dessus rend I'équation
de cette droité

T_i'f-‘rd:—2(?1—?2)-f+?1-?1—7?2'772 =0

(7~ ) (7~

) = 0
Alors le centre@ des deux points se trouve sur la droite et la direction egtgreticulaire au vecteur de connection
7 — 7. ¢

6—37 Exemple : Un point# soit sur un cercle avec centid et rayonR. Le vecteurt est unvecteur tangentau
cercle au poinf. Donc le vecteur de connection du centdeau point7 doit &tre perpendiculairef Alors on trouve

U~(F—M):O

Remplacer le vecteur par un vecteur de connectiah—  d’un point arbitrairer € R? au pointi sur le cercle pour
obtenir I'equation de léangentedu cercle au point.

(fff‘)~(7?f]\2):0

Figure 6.13: Tangente pour un cercle

6-38 Exemple : Soit7 un vecteur de direction|¢]| = 1) et examiner un cercle de raydhavec centréll, donné
par I'équation
£-Z—2M-Z+M-M—-R*=0

La droite, donneée par la paramétrisation

0
Z(t) = ( 0>+tﬁtﬁ

a 0, 1 ou 2 points d’'intersection avec le cercle. Si on trowaexgoints ils sont caractérisés par I'équation quagluat
2 i-i—t2M-ii4+M-M—R>=0

Le parametre represente la distance des points de l'origin (utiliserdenmalisation||77|| = 1). La formule de Viéte
implique que le produit des deux solutionset ¢, de I'équation

24+bt+c=0
estt; -ty = c¢, Dans cette exemple on trouve
tyty = M - M — R?

Cette largeur est diiuissancede I'origine par rapport au cercle et ne dépend pas du vegtébn obtient lehéoreme
des £cantes

— — — — — — — — —

tUtiliser (L —72)- (TL+72) =7 -T1+ —T1 -7 2:T1 — T2 T2 =171 -T1—T2"T2.
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Si deux sécantes se coupes hors du cercle, alors le predusegments compris entre le point d’intersectipn
des deux sécantes et les points d'intersections de chdesrs&cantes avec le cercle et le méme pour chague
sécante.

Figure 6.14: théoreme des sécantes
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6.6 vecteurs dans |I'espace

Les vecteurs sont aussi considérés des objets dansdaRpales idées des vecteurs dans le plan s’adapte facilement
a cette nouvelle situation.

6.6.1 coordonrees carésienne

Dans I'espace on choisit I'origin@et trois directions spéciales = ¢, é; = ¢, etés = ¢, tel que||ér]| = ||&] =
€3]] = 1 et les trois directions sont perpendiculaires. Les troiteuars suit larégle de la main droite veut dire
I'identification suivant est possible sans casser des sloigt

€ correspond au pouce de la main droit
€y correspond au doigt de représentation de la main droit
€, correspond au majeur de la main droit
On dit que
les vecteurs é, , €, , €, forme unsyseéme droit
Examiner Figures.15. Les vecteurg,, €, ete’, sont dit des/ecteurs d’unité des coordonges

Y

Figure 6.15: coordonnés certésienneRén

=

Examiner un vecteuarbitraire @ dans I'espace. Pour I'exemple en Figéré5on a
a=2€& +15é&,+ 1€,

Sila formule ci—dessus est donné il est facile de de coinstie vecteurg. Donc le vecteud correspond au triple des
nombreq2, 1.5, 1) .
Figure6.15montre que chaque vecteripeut étre écrit dans la forme

@':alé'w+a2é'y+a3é’z avec ai,as,a3 €R

<:>Ei:a1é'z+a2é'y+a3é’z:a1€1+a2é'2+a3é'3

ST
I
Q
N

as

Les nombres; sont dit lescoordonnéesdu vecteuid et a; €; sont lescomposantesiu vecteur. Cette représentation
d’un vecteur par un triple des nombres est ditgpr ésentation carésienne
Pour les vecteurs d’'unité des coordonnégs, ete’, on trouve
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6.6.2 orerations avec des vecteurs

Considerer les vecteuiisetb et un nombre réel € R avec

ai b1
a= as , b= bo
as b3

Examiner les opération de base avec des vecteurs. |l esttiam de visualiser ces regles de calcul et les inteaficets
géométrique.

6-39 Resultat :
e addition
ay b1 ap + by
A+b=| as | +| o | =| as+bs
as b3 as + b3
e multiplication avec un scalaire
a1 Aaq
Aa=XA| a | =] Naz
as Aas

e longueur d'un vecteur

aj
lal= ||| a2 || =1 ai+a3+a3

Tout regle de calcul de la section précédente est cerr¥érifier a I'aide de quelques exemples.

6.6.3 le produit scalaire

Comme dans le plan le produit scalaire est caractérisiamopriété

2.5 l[@l[[[o]] cos £(a, b) si @l #0 et bl #0

0 si |ld|=0 ou |b|=0
On utilise les notations B B
a-b={(a,b)

Pour les vecteurs spécials, €, ete’, on trouve
€y €p =€ € =€ - =1 et & - =€,-€,.=¢€,-€,=0

Pour des vecteurs quelconques on arrive a

al 1

(_1' . é’x = as . 0 = aq
as
ay 0

a-e, = as 1 = a2
as 0
aj

a-e; = ag |- 0 | =as
a3

On a les regles suivantes
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6—40 Theoreme :

b-a loi de commutativité
(A@)-b=a-(A\b)=AX(G-b)  pour AeR
(@+0b)-é=a-c+b-¢ loi de distributivité
@-b=0<= Gorthogonalab  orthogonalité

|

A l'aide du résultat ci-dessus on vérifie les formules antes.

6—41 Theoreme :

ay b1
b = as || b2 | =a1bi +axby+azbs
as bs
lall = /o +a3+aj
- ab -
cos Z(d,b) = ———=- si|ldl#O0et]b]|#0
[l o]

6.6.4 le produit vectorielle

Le produitscalairede deux vecteurs rend un scalaire comme résultaprbduit vectorielle de deux vecteurs rend
un vecteur comme résultat. Ce vecteur a les propriéigarses.

6—42 Cefinition : . .
Pour deux vecteurg, b € R? le produit vectorielleZ x b est un vecteur caractérisé par

(1) @bl = [lal]l [|b]| sin £(a@,b)
(2) detb sontperpendiculairea d x b
(3) lesvecteurs @, b, @xb forme unsyseéme droit

L'angle doit etre entr@ et .

6—43 Exemple : Pour les vecteurs d’unités des coordonnées on trouve

€x X €y = €y =—€yXEe,
€y L = €y =—€, X &y
€ X Ep = €y=—€;Xe,

6—44 Resultat : Pour deux vecteurs, b € R3 on arrive &

-,

@ x b|| = ||@| ||b]] sinZ(a@,b) = aire du parallélogramme

Démonstration : Figure6.16montre que la hauteur du parallelogramme est donné parﬂI;H sin « et donc l'aire
du paralléelogramme est égal au produit de hauteur etuarge

@l [|b]] siner = [|@x bl
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1B]| sin o

Figure 6.16: produit vectorielle et parallelogramme

6-45 Resultat : La définition du produit vectorielle montre que pour destearsa, 5, ceR3etA e Ron
trouve des regles suivantes.

b
d) @x (5 + 5) — @ x b+ x & (loi de distributivité)

Démonstration : Les preuves des résultats a), b) et ¢) sont des conségudmtedéfinition géomeétrique du produit
vectorielle. Pour vérifier d) examinons d’abord le casc&lél = ¢.. Pour ce cas la troisieme composantebde

be
n’importe pas pour I'aire du parallelogramme générélpsa vecteurs, et b. Puis utiliser que le vecteur b,
0
b1
est perpendiculaire § b, | avec longueuridentique. Les deux sont orthogori@l &lors on arrive a
0
0 b1 b1 —bs
&xb=1|0 | x by | = x| by | = b1
1 bs 0 0

—by — 2
ezx(5+8): by + ¢
0
et
—by —Co —by — o
& Xxb+é& x&= b1 + 1 = b1 +c1
0 0 0

Donc on vient de vérifier d), §i = €. Sila longueur d& n’est pas 1, puis multiplier toutes les calculations cisdes
par le facteud|d|| pour vérifier d) . La défini on géométrique du produit we@lle ne dépend pas de I'orientation
des vecteurs d’'unités des coordonnées, alors on cheisjtsteme tel qué, montre dans la direction dé Donc les
arguments ci—dessus sont applicables et on a vérifiesigtat d) . o
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6—-46 Resultat : Pour les coordonnées cartésienne on trouve

a b1 az bz — az by
as X bo = az3by — aq b3
as b3 aq b2 — a9 b1

6—47 Remarque : Utilisant la notation d’'uneléterminant il existe une aide mémoire pour le produit vectorielle

a1 b1 g:c ar by
as X b2 = det 5y a9 b2
as b3 €. az b3
as b ar b ar b
= &, det SRR €, det v + €, det v
as bs as b az by
¢
Démonstration : Examiner d’abord I'expression
b1
€p X bo = €$X(blgz+b2€y+b3éz)
b3
= b1 @y X o+ by@y X+ b3, X & =10+ ba& — b3 &,
0
= —bs
ba
Un calcul similaire pour les vecteu#s eté), et les régles de calcul rend
ay bl bl
as X bo = (a1 €x +az €y +as é;) X by
as bs b3
b1 b1 b1
= a1 gx X b2 +a2 gy X b2 +a3 gz X b2
bs bs bs
0 bs —ba
= a1 | —bs | ta2 0 + as by
ba —by 0
a2b3 - a3b2
== a3b1 — a1b3
a1b2 — agbl
|
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oy
SHI
re)

Figure 6.17: aire d’un triangle

6—48 Exemple :(aire d’'un triangle )
Si les trois coins d’un triangle sont donnés par les vest&ur) et R, puis les trois cotés sont représentés par

i=Q-P , b=R—-@ und ¢=P-R
L'aire du parallelogramme généré paetb est donné paltd x b|| et donc

. . 1 -
aire du triangle = 5 l@ x b||

Observer que la formula est applicable pour des triangls Haspace. On aurrait aussi put utiliser les vectolets.
Alors

. . 1, -
aire du triangle = 3 IIb x &
Evidemment les deux formules doivent rendre des résudtargiques. Pour vérifier utiliser

a+b+é = 0

o
\
ST

b x = 5><(—d’—5)z—5><d’—5><5
b

oL

%

6-49 Exemple : Deux vecteurs sont paralléle si et seulement si le proditoriel est). Utiliser ce résultat pour
examiner si trois points se trouve sur une droite. Examigepbints

1 -3
P=| -1 , O=1| =3 et R=
2 4 1
Puis calculer les vecteurs
—4 2
i=Q-P=| -2 et b=R-P=| 1
2 —1
et leur produit vectorielle
—4 2 (=2)-(-1)— 2-1
axb=| -2 [x]| 1 |= 2.2 —(=4)-(-1) | =
2 —1 (-4)-1 — (=2)-2

Puis les deux vecteutsetb sont paralleles et les points se trouvent sur une droite. &
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l

X

S
o

: L

a

Figure 6.18: produit triple

6.6.5 produit triple

Examiner le volume du parallélépipede généré pas trecteursi, beté, regarder Figuré.18 L'aire de la based
est donnée par B
A= x|

et la hauteuh est déterminée par la composanteidians la direction d& x b. Trouverh a 'aide du produit scalaire

S

Qy

X
h =

-

X

=

Donc le volumél” et donné par le produit de I'aire de la base avec la hauteur.

ER

S

a x

V=A h=|axb|

-5:(@'x5)-5

Sl

l@ x

Cette formule rend lgolume orienté du parallélépipede généré par trois vecteijiseté. SiV > 0 les trois vecteurs
d, b,¢ (dans cette ordre) forme un systeme droif’Si- 0 les trois vecteurs forme un systeme droit. Utiliser la tiota

[5,5,5} - <6>< 6) i
Puisque le volume du parallélépipede ne dépend pasdlrd des vecteurs on arrive a

[5,5,5} — [13’,5,5} — [aa,ﬂ _— [5,5,5} _— [aé’,a} - [a‘,aé}

6-50 Resultat : En utilisant la notation de ldéterminante on peut reécrire le produit triple comme

ay b1 C1 ar by

(axé’)-az a

as b3 3 az bz c3

X b2 . Co == det ag bQ C2

[\
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6-51 Exemple : A I'aide du triple produit on peut décider si quatre poirgstuve dans un plan. Comme exemple
prendre les quatre points.
(5,2,1) , (-6,3,-2) , (2,5,2) et (0,0,—2)

Choisir le premier point comme point de départ et trouveigeatre vecteurs de differences.

—11 -3 -5
a= 1 Cb=1| 3 et e=| —2
-3 1 ~3

Les quatre point se trouve dans un plan si le voliimgu parallélépipede généré pﬁﬂ_f etc est zéro. Pour trouveér
utiliser le produit triple.

~11 -3 1.1 — (-3)-3 10
axb=| 1 |[x| 3 |=] (=3)-(=3)-(-11)-1 | =] 20
-3 1 (-11)-3 — 1-(=3) ~30
et donc
10 -5
V:(axg)-az 20 |-] —2 | =-50-40+90=0

—-30 -3

-1 -3 =5
-3 1 =3

Verifier le résultat ave®athematica

| Mathematica

Needs[”LinearAlgebra ‘CrossProduct ‘"]

a={-11,1-3}

b={-3,3,1}

c={-5-2,-3}

Cross[a,b]

Cross[a,b].c

| |
o

6-52 Resultat : Le volume du tétraédre avec les coing, b eté est egal a un sixieme du volume du parallélépipéde
généré par les vecteutsb etc. Donc on trouve pour les volumes orientés.

1 1 - 1 =
VTetraeder = 6 VSpat = 6 [6, b,€i| = 6 (C_i X b) -C

Démonstration : Pour vérifier cette identité examiner Figurd 9 Le demi parallélépipede avec les coins ABCDEF
consiste de trois pyramides. Les pyramides ABCD et DFEC estdlumes identiques, comme les pyramides ABCD
et BCDF . Pour vérifier trouver les bases avec aires ideasigtles mémes hauteurs. |

6-53 Exemple : Comme exemple prendre le tétraédre avec les dhins

—1 2 0
b= -3 et ¢=| —4
6 0

Sl
Il
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Figure 6.19: volume d’un tétraédre

Calculer le produit triple & I'aide de

~1 0 12
axcé= X —4 | =
0
et
12 2
@xa-b=| 0 |-| -3 | =24+24=148
4 6

L'ordre inhabituelle des vecteurs ne change que le signéslitat, mais simplifie les calculations.

1 48

VTetraeder = 6 VSpat = F =8

6.7 équations des plans

6.7.1 forme genérale d’une équation d’'un plan

La forme générale d’'une équation d’'une droite est
ar+by+cz+d=0

avec des constantes réeld, c etd. Le planE consiste de tous les points, y, ) € R? tel que I'eéquation ci-dessus
est satisfaite. Sur 'axe deson ay = z = 0 et donc le point d'intersection avec I'axe desst déterminé par
'équationa = + d = 0. On arrive a

intersection sur I'axe des

8
|
|

intersection sur I'axe deg

<
I
I

intersection sur I'axe des

w
I
|

QIO

Si il n'y a pas de termg dans I'equationi = 0), puis la valeur de/ n'importe pas pour vérifier si le point se
trouve dans le plans. Alors le plan est paralléle a I'axeydet typiquement il n'y a pas de point d'intersection avec
cette axe.

SHA 18-12-07



CHAPITRE 6. VECTEURS 192

Observer que le plan ci—dessus ne déterminé pas una@guRdur un seul plan plusieurs equations difféerentes
sont possibles. Les deuz équations

15z —-2y+4z4+7 = 0
—3x+4y—8z—14 = 0
rendent un seul plan (ensemble des solutions). Une équaeiat €tre multipliée par une constante (ne pas zéraj)cDo
des quatre constantesb, c etd seulement trois sont desrais* constantes. Un plan est déminé par trois points.

6-54 Exemple :Trouver I'équation d’un plan qui passe par les trois points
(1/2/=3) , (0/—-4/0) et (3/-1/3)

Il est possible de trouver les valeurs des constantes. &

Solution : L'équation est de la forme
ar+by+cz+d=0

Utiliser les trois points donnés pour arriver a trois &pns pour quatre inconntis

al 402 —c3+d =0
a0 —b4 —c0+4+d =0
a3 —bl +4+c3+4d =0
On a trop de inconnus et dopchoisir* d = 4. Puis la deuxieme équation permet une solution avec dedres entier
et on arrive au systeme
a +2b —3c= —4
—4b = —4
3a —1b +3c= —4

La deuxiéme équation rertd= 1 et donc le systeme

a —3c=—6
Ja +3c=-3
Addition des deux équations donae= —9/4 et donc3 ¢ = a + 6 = 15/4. Puis on arrive & la solution
-9

5

Pour obtenir des nobres entier multiplier I'équation agec
-9z 4+4y+52z+16=0

Maintenant il est fagile de trouver les intersections des@axes.
16

T = +§ intersection sur 'axe des
16 . . ,

y=-7 intersection sur l'axe deg
16 . . ,

z= 5 intersection sur I'axe des

6-55 Cefinition :  Latrace un pln général
ar+by+cz+d=0

dans le plan desy est la droite d’intersection des deux plans. Elle est carasé par la condition = 0 (plan de sy)
et I'équation du plan ci—dessus. Donc on trouve

axr+by+d=0

2p|us tard on va voir des méthodes systématique pour desae type de probléme.
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6-56 Exemple : Les équations der trois traces du plan
Te—3y+m12z—99=0

sont données par

dans le plan:y +7x—3y—99=0
dans le plan:z +7x+72—-99=0
dans le planyz —By+m2z—99=0

6.7.2 forme paranetrique de I'équation d’'un plan

Un plan est déterminé par un pojitians le plan et deux vecteurs de directigrsb. Puis tous les points dans le plan
E sont de la forme

x P1 aj b1
Yy = D2 + u as + v b2 m|t u,v S R
D3 as b3

ou bref
Y=p+ud+vb avec u,veR

Si les parameétres et v atteinds tous les nombres réels on obtient tout le planrihex Figures.2Q

Sy

Figure 6.20: paramétrisation d’'un plan

657 Exemple : Sil'origine (0/0/0) est dans un plan puis les vecteurs

3 -5
i=| -6 et b=| —4
~10 —2

sont paralleles au plafi. Une forme paramétrique du plan est

x 0 3 -5
= 0 | tu —6 +v —4 avec u,v R
—10 —2

ou en utilisant des composantes

r = 43u-—>5v
= —6u—4v
= —10u—2v
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Utiliser deux de ces trois équations pour éliminer leapartres, etv

-2
y—2z=14u+0v etdonc u= L o z
Addition du double de la premiere équation a la deuxi@nogluit
2z —y—2
2x+y=0u—14v etdonc v= %

Utiliser ces deux valeurs pouretv dans la premiére équation pour obtenir une des forme atdri I'équation de

ce plan.
14e=3(y—22)—5 (2x—y)=10x+8y—62

et puis
4 —-8y+62=0

ou
20 —4y+32=0

6.7.3 vecteurs normales

Un planE est déterminé par un poiptdans le plan et un vecteur normale4 0. Le pointZ = j + @ se trouve dans
le plan si le vecteud est orthogonal &. Examiner cette situation en Figuse21pour trouver la condition

@-p) L #
@—-p)-7 = 0

S|

Sy

Figure 6.21: un plan, donné par un point et un vecteur normal

6—-58 Exemple : Trouver le plan par le poini, perpendiculaire au vectetr avec

—2 -1
p= 7 et n=

Solution: Utiliser la condition ci—dessus et calculer les produiti@ca pour arriver a la forme générale de cette
équation d'un plan.

— —

= -

Z-n
T —1 -2 -1
y |- 3 = 7 : 3
z 2 ) 0 2
—r+3y+2z = 2+21+0=23
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L'exemple ci—-dessus montre que les coefficientset c dans la forme générale
axr+by+cz=—-d

corresponds au vecteur normale

6-59 Exemple : Si un plan est donné par un poigitians le plan et deux vecteurs de direcmbetl?(parall‘ele au
plan), puis un vecteur normale est donné par le produibvigtie ded etb. Voir Figure6.22

Figure 6.22: un plan, donnépar un point et deux vecteursrdetin

Sile point(3/2/1) se trouve dans le plan et le vecteurs

3 -5
a=| -6 et b=| —4
—10 —2

3 ) —28 —2
A=dxb=| -6 |x| -4 |=| 56 | =14 4
—10 —2 —42 -3

Seulement la direction du vecteur normale est important(lgomoment) et donc on choisit des nombres plus simples
ii = (-2, 4, —3)T eton arrive a I'equation du plan

n-& = n-p
-2 T -2 3
4 Y = 4 | 2
-3 z -3 1
—2z+4y—3z = —64+8-3=-1
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6-60 Exemple : Trouver I'équation du plan par les trois points

(1/2/=3) , (0/—4/0) et (3/-1/3)
Trouver la solution de cet exemple a pdd@® avec une méthode differente.

Solution: Choisir le premier point comme point initial et puis deuxteers de direction sont donnés par les vecteurs
de différences.

-1 2
i=| —6 et b=| -3
3 6
Le produit vectorielle rend un vecteur normal
—1 2 —27
i=axb=| -6 | x| =3 | = 12
3 6 15
et donc une équation pour ce plan
T —27 1 —27
y 12 | =] 2 12
z 15 -3 15

ou
—27Tx+ 12y + 152 = —48

Diviser par 3 pour obtenir
—9r+4y+52+16=0

Cette réponse coincide avec la solution de I'exemple de pa2 &

6.7.4 forme Hessienne, distance d’un point du plan

Pour un vecteur normal seulement la direction est important, donc on pout chossiloageur. Un bon choix est
donné par laormalisation du vecteur normal a uvecteur d’unité, veut dire

ni
=1 n avec |jii]| =/nf4+n3+ni=1
ns
Parce que la longueur dgest 1 le produit scalairg- 77 = —d correspond a la composantegidans la direction de

7, voir Figure6.23 Ce nombre est la distance orienté de I'origine de ce plan.
mxr+ney+nsz+d=0

Pour un vecteur quelconqué € R? le produitZ - 7 rend la composante d& dans la direction de. Donc
I'expression
h=Z-n—d=&¢-i—p-n=@—-p) 7

correspond a ldistance orientedu pointZ du plan. La distance géométrique est donnée par la valeoiue de la
distance orientée. Le signe indique de quel coté du pldrosee le point. Si pour deux points on obtiens le méme
signe puis le points se trouve de la méme coté.

Le vecteur
Iy=T—hi=2—(¥-7—d) @

correspond a larojection orthogonaledu pointZ sur le plan. Pour vérifier cette résultat utiliser deuxeskation:
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S|

Figure 6.23: forme Hessienne de I'équation d'un plan

1. &, se trouve dans le plan:
Calculer la distance du point du plan par
distance = #p-ii—d=2-7—(F-n—d)fi-n—d
= Z-n— (%
2. ¥ — ), estperpendiculaire au plan

A cause de
T—Ey=F—-(@F-(@-A—-d)n)=T - 7—-d) 7

ce vecteur est un mutiple du vecteur normiat donc orthogonal au plan.

6.8 eéquations des sphres

Une spheére (surface d'une boule) dans I'esfiteorrespond a un cercle &t. Donc les idées, méthodes et résultats
sont similaires.

6—61 CEfinition :  Une sphere avec centhd et rayonR consiste de tous les points= (z,y, z)* € R3 pour lesquels

. (7 01)- (7 21) = B2

—

r—M

Multiplier les expression dans les parenthéses pour ghiae équation quadratique pour le vectgur
F-Z—2M-F+M-M-R*=0
Si le centre de la sphére est donné pAr= (u, v, w)” puis cette équation devient

(x —u)® + (y —v)* + (2 —w)* = R?

6—62 Exemple : Soit7"un point sur la sphere avec centvket rayonR. Le vecteurs est unvecteur tangentsi il est
perpendiculaire au vecteur de connection\deu pointz. Donc la condition est

6~(F—M):O

Remplacer le vectedur par un vecteur de connectian— i d’un point arbitrairer’ avec le point” sur la sphére pour
arriver a I'équation dyplan tangenta cette sphére au poifit

—

(@—7) - (F— M) =0
%
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6-63 Exemple : Le point(3/2/1) se trouver sur une sphére avec celifrél /3) et rayon 3. Trouver
(a) I'équation de cette sphére.
(b) I'equation du plan tangent pour ce point et sphéere.

(c) latrace de ce plan dans le plan, veut direx = 0.

Solution: L'égiation de cette sphére est donné par

x 5 T 5
—| 1 : y | — 1 1 =32
3 z 3

Mettre (z,y, z) = (3,2, 1) pour verifier que le poinf3/2/1) se trouver effectivement sur la sphere.

5 3 5
—| 1 : 2 | -11 =922 4+1+22=32
3 1 3

Le vecteur de connection du centre au point de contact est

5 —2
F-M=|2|-|1|=] 1
1 3 —2

et donc I'équation du plan tangent est donné par

(:E’—F‘)-(F—J\Z/) - 0

T 3 -2
-1 2 1 = 0

1 -2

z—3 -2
y—2 |- 1 = 0

z—1 -2
—2r4+6+y—2—-2z4+2 = 0
—2rx+y—2z = —6

Mettre (z,y, z) = (3,2, 1) pour verifier que le poinf3/2/1) fait partie du plan.
—2.-342-2=-6
Pour trouver la trace de ce plan dans le pta 0 on arriva a
y—2z=—6

A l'aide de Mathematicayénérer la Figuré.24 Le code produit d’abord le plot pour la shpére et pius |& péagent.
Aprés les des graphiques sont combinées a 'aide du comi8teow] | dans une seule graphique.

| Mathematica |
Kugel[r_,phi.] := {5 + r Cos[phi] , 1+ r Sin[phi] ,3— Sqrt[9-r"2]}
KugelPlot=ParametricPlot3D[Kugel[r, phi{r,0,3},{phi,0,2Pi}]

| Mathematica |
Ebene[x,y-1 = {x,y,(6—2x+y)/2}
EbenenPlot=ParametricPlot3D[Ebene[x,¥k,0,5},{y,—3,3}]

| Mathematica |
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Figure 6.24: sphere et plan tangent

Show[EbenenPlot, KugelPlot, ViewPoint> {—20,—30,30}]
¢

6-64 Exemple : Soit 77 un vecteur de direction avegi| = 1 et examier une sphére avec centdeet rayonR,
donner par I'équation B L
F-F-2M-F+M-M—-R*=0

La doite donné par la paramétrisation
0

a zéro, un ou deux points d'intersection avec la sphéers pomt sont caractérisés par I'equation quadratique
£ f-7—t2M-i+M-M—R*=0
Les longueurs des secteur de I'origine au point d’'inteisectont données pé; et |to|, parce quéd|7i|| = 1. Pour le

produit des deux solutioh ett, de 'équation
t24+bt+c=0

on trouvet; to = ¢ (Viete) et donc
tyto=M-M — R?
Cette valeur est indépendante du vecteur de dire¢tion
Cette calculation montre quetlieéoréme des écantesde la géomeétrie dans le pl&? est aussi correct pour des
¢

spheres dans I'espate.
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6.9 problemes

6.9.1 orerations avec des vecteurs

e Probléme 6-1:
Dessiner la droite
3r—2y+6=0

dans un system cartésienne. Trover la longeur des detinissur les axes.

e Probleme 6-2:
Esquisser la droite
8xr—y—12=0

et decider si elle passe par les poiffis= (1.5,0), P, = (4,4) et P3 = (3, 2).

e Probleme 6-3:
Dessiner 'ensemble des solution du systeme des inégalitdessous.

2v—-3y+6 > 0
3r—2y—9 < 0
r+y—2 > 0
r < 5

x > 0

y > 0

e Probleme 6-4:
Dessiner I'ensemble des solution du systeme des inégaiitdessous.

r—2y+4 > 0
r+y—2 > 0
z+2y—10 < 0
3r—y—9 < 0
x > 0
y > 0
e Probleme 6-5;
Démontrer que
@ x B* = [la@* - [|Bl|* - (@,b)°.

Tip: utiliser les définitions géométriques des prodsdalaires et véctorielles.

6.9.2 droites et plans

e Probleme 6-6:
Une droite passe par les poiriss, —2) et(2, 3). Trouver I'équation de la droite dans la forme standaréetleux
intersections avec les axes.

e Probleme 6-7:

Examiner le systéeme des inégalités ci—-dessous danare:pl
€) Ecrire dans la forme standard des droites 1, 2 et 3.
(b) Esquisser I'ensemble des solutions.

(c) Trouver les coordonnés du point dans I'ensemble ddisalavec la valeuy le plus grand possible.
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1: 3y+x <9
au—dessous de la droite qui passe par le fairit) avec une pente de 2
au—dessus de la droite qui passe par les deux p@nts et (8, 4)

e Probleme 6-8;
Examiner le systeme des inégalités ci—dessous danarapl

@) Ecrire dans la forme standard des droites 1, 2 et 3.
(b) Esquisser 'ensemble des solutions.

(c) Trouver les coordonnés du point dans I'ensemble ddisalavec la valeus le plus grand possible.

y+45<4

au—dessous de la droite qui passe par le gaint) avec une pente de |3

au—dessus de la droite qui passe par les deux p@ints et (7, 3)
x>0 et y>0

=W N =

e Probleme 6-9;
Transformer I'eéugation de la droie: — 6y + 25 = 0 dans la forme hessienne.

e Probléme 6-10: B B
Quel est la distance des deux poifts= (1, 3) et@ = (5,2) de la droitebx — 12y + 1 = 0?

e Probléme 6-11:
Trouver la forme standard d’'une droite avec distance 2 dgr@iet la droite est perpendiculaire au vectg8us
(1,-2).

e Probléme 6-12: .
Trouver la forme standard d’une droite avec distance 4 dgreriet la droite est passe par le pafht (4, —2).

e Probleme 6-13:
Deux droites sont donnés par les valeursrdems, a1, as et les équatiuons

y=mir+a und y=mox+as

Trouver une conditions poun; etms tel que les deux droites sont perpendiculaire.
Tip: tanay = mq , tanag = mo €tas = g +7/2.

e Probleme 6-14:
Deux droites sont perpendiculaire et se coupes dans le(pet.5). L'ordonnée sur I'axe degde la premiére droite
est2. Trouver I'équation de la deuxieme droite dans la fornamgard.

e Probleme 6-15:
Déterminer I'angle entre les deux droites.

20 —y—3=0
r—2y—2=0

e Probléme 6-16:
Rendre des résultagxactes Travailler avec les vecteurs

STl
I
Syl
I
—
®
o
oL
I
o
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(a) Calculer

—

a4+3b , 2d-¢ et bx¢é

(b) Trouver une équation d’une droite qui passe par le p@yfe/0) et dont le
vector de direction est orthogonal au vectéur

(c) Trouver le volume du tétraedre généré par les treeurs.
e Probleme 6-17:

On donne la droite
g:ry=3r+1

Déterminer la droite qui est orthogonal par rapport & titdiy et qui passe par le poift, 4).

e Probleme 6-18:
Déterminer le point d’intersectiofi du planz — y + 2z — 3 = 0 avec la droite passant par les poidts—1,0,4) et
B(1,2,0) .

e Probleme 6-19:
Etablir 'équation paramétrique de la droite d’interseic du plan

r—2y+z=0
avec le plan passant par les poidt®, 3, 1), B(—3,0,2) etC(1,2,3) .

e Probléme 6-20: B
Etantdonné le plan: = + 4y — 32+ 9 = 0 et le pointP(0, —5, 5). Déterminer 'imageP de P par rapport au plan
€.

e Probléme 6-21:
Déterminer I'angle aigu entre les platgs + 3y + 4z —6 =0et3z —2y —z+4=0.

e Probleme 6-22:
De quels points sur la droite

6
=14 [+t

7 2
apparaissent le segmentde= (1,0, 2) a B(5, —4,0) sous un angle droit ?
e Probleme 6-23:

(@) Trouver I'equation du plaf’ avec vecteur normal = (1, —1, 2)7 et une distancg/6 de I'origine, qui se trouve
au dessus du plan.

(b) Trouver une parameétrisation de la droite d’'intersettu planE ci-dessus etleplan+y + 2 = 2.

e Probléme 6-24:
Calculer l'aire du triangleA(1, —1, 3), B(2,1,3), C(4,1,-3).

e Probleme 6-25:
Déterminer I'eéquation paramétrique de la droite paspanP(1, 0, 3) et qui est orthogonal par rapport aux droites

2 -1
=1 0 |+t -1 et §= 2 +t 3
2 0
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e Probleme 6-26:
Etant donné les deux plags —y +32+4 =0, z +y — 22 — 3 = 0 et le pointP(2,0, —1). Etablir 'équation
paramétrique de la droite passant paget qui est parallele par rapport aux deux plans.

e Probleme 6-27:
Démontrer que les pointé(—3, —7), B(—6,5) etC(5, —39) se trouvent sur la méme droite.

e Probleme 6-28:
Veérifier que les quatres points sont das un seul plan.

(@
(0,2,4) , (1,0,5) , (2,2,4) et (1,4,3)

(b)
(3,1,-4) , (-1,3,8) , (-2,-1,2) et (1,—1,—4)

e Probleme 6-29:
Un plan passe par les trois points ci—-dessous

A(0/3/2) , B(-2/3/0.5) , C(4/2/1)
(a) Trouver I'equation du plan.
(b) Trouver les longeurs des trois sections sur les axes.
(c) Trouver un vecteur normale du plan.
e Probleme 6-30:
Calculer le volume des tétraedres ci—dessous.
(a) A(2/3/3), B(4/-1/4), C(1/1/-2), D(5/1/0)
(b) A(0/2/3), B(-2/2/-1), C(4/-2/2), D(3/6/0)
(c) A(0/2/4), B(1/0/5), C(2/2/4), D(3/1/0)
e Probleme 6-31: B
Un cone avec sommet a ['origin et I'axe dans la directiorvelateurd est definie par la condition que I'angieentre
un vecteurr = (z,y, z)7 € R3 etd est fix.
Trouver I'équation du manteau du cone avec demi—anglaw#durea = 30° et I'axe dans la direction de

d= (1,2,0)”. Le sommet est a I'origin. Exprimer I'équation en termeade et z. Reécrice cette équation comme
équation quadratique pour les variables.

e Probléme 6-32:
Un tétraédre est donné par les quatres somiets (0, 1,0), P> = (2,3,0) et Ps = (4,4, 1). Le quatrieme sommet
P, se trouve sur la droite

1 0
t)y=10 |+t ]| 1 avec teR
1 2

Trouver la position exacte du quatrieme somiigetel que le volume du tétraedre est 10 .

e Probleme 6-33: B B
Examiner les deux pointd = (1,2, 5) et B = (7,4, 3) et la droiteg donnée par la paramétrisation

g : Zt)y=19 [+t | -3 teR

(a) Trouverun poinﬁ sur la droitey tel que le triangled BC' soit isocele. AC = BC).
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(b) Calculer I'aire de ce triangle.

e Probléme 6-34:
Un planF et la doiteg, donné par

T 13 2
g y | = 7 |+t | -1 , teR
z - 3

n’ont pas de point d’intersection. Les poirfts = (1/2/ — 4) et P, = (0/2/ — 1) se trouve dans le plaf. Trouver
la forme Hessienne de I'équation de ce plan.

e Probleme 6-35: .
Un plan£ est donné par + 2y + 2 z = 27. Trouver une forme paramétriquer ¢ @ + s b , tel que les trois vecteurs
7, d etb sont orthogonals. De plus on demande que les longueutetiesont égales a 1.

e Probleme 6-36:
Un tétraédre danR? est donné par les points ci—-dessous.

9 0 4 —9
P=]| 3 , Po=1] 3 , Ba=1| o0 , Pi=| 2
-1 0 1

(a) Calculer le volume du tétraedre.

(b) Calculer la surface totale du tétraedre.

6.9.3 cercles et boules

e Probleme 6-37:
Déterminer le centre et le rayon du cercle qui passent pgrdatsA(6, —1) et B(4, 5) et dont le centre se trouve sur
la droite ci—-dessous.

g:3r+5y—11=0

e Probleme 6-38:
Etant donné deux point$(0, 0) et B(5, 0). Déterminer tous les points dont la distanceélet la double de la distance
de A.

e Probleme 6-39:

Etablir 'équation de la tangente au ceréleen pointP :
@ K: 2> +y?+ 162 — 4y +43 =0, P(-5,y), y <0;
(b) K : 4a* +4y* + 242 + 16y + 27 =0, P(—1.5,0);

e Probléme 6—-40:

(a) Trouver I'equation de la tangente d’un cercle avecreaht (3/4) et par le pointP (2/1).
(b) Trover la distance de cette droite du paiht—2, 3).
e Probléme 6—41: B
Examiner un cercle avec centre au pdifit= (4, 2) et rayonR = 3.
(a) Trouver les points d’'intersection avec la drajte- 2 x — 4.
(b) Pour quels valeurs du paramélréa droitey = 2 2 + \ est une tangente au cercle?
e Probléme 6—42:
Déterminer les points d’'intersection de la sphere aveefgre)M et le rayonR avec la droite passant pdret B :
a) M(0,0,0), R =11, A(0,6,10), B(2,6,9);
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b) M(Gvilov 79)7 R = 175 A(07553)7 B(775873)7

e Probléme 6—-43:

Déterminer les équations des plans tangentes au sphécela centre)(0,0,0) et le rayonR = 3 en points

P(2,y,2).

e Probleme 6-44:
Déterminer I'équation cartésienne du plan passanfjjar —5, 3) et qui est paralléle par rapport au plan

e Probleme 6-45:
Une boule eR? est donnée par I'équation

22 —dx+y  +6y+224+9=0

(a) Trouver le centre et le rayon de cette boule.

(b) Déterminer la distance du plart y + 2z = 17 de cette boule.

e Probléme 6-46:

Une bouleK de rayonR = 6 touche le planc — 2y + 22z —1 = 0 au pointz = 1,y = 3 etz =7 La boule est

au—dessus du plan. Trouve un des points d’intersectionlieule K avec la droitey donnée par

T 0 1
= 0 |+t 1
-2

e Probléme 6-47:

Soit la demie sphere nord de la terre a droite avec un rdyen
6300 km. On donne la position de la ville de Zurich (CH) et de Salt

Lake City (USA) dans la table ci-dessous. //E;éf“%g—;\g\\
latitude | longitude éél»/«/lilll\\"\\’\ﬁ
Zurich 470 +8° é/j’ll’.l|‘\\\‘\§
9, i
SaltLake City| 41° | —112° ‘Q'..' ==“‘“"‘

1]
\
T

La liaison la plus courte entre les deux villes & la surfexzéaderre
est dans un plan qui passe par l'origine et les deux villeg,-d.
suivant un grand cercle.

(a) Représenter les positions des deux villes par deswsateR?.

(b) Trouver la distance entre les deux villes, mesuréerlg une droite.
(c) Trouver la distance entre les deux villes, mesuréesarface de la terre.
(d) Trouver un vecteur normal du plan avec ce grand cercle.

(e) Trouver la latitude maximale sur le grand cercle ensalkux villes.
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6.9.4 solutions pour quelques prol#mes

Solution pour probleme 67 :

(@)
Die Standardform einer Geradengleichungyist « - .
r+0b.
5
1
Geradel ylx) = 3— 3% s
Gerade2 ylz) = =242z s
1
Gerade3 y(x) = 3% 2

1 2 3 4 5 6

(b) Die Figur oben rechts zeigt die Graphen der drei FunktiniDie gesuchte Losungsmenge entspricht dem klei-
nen, geschlossenen Dreieck rechts.

(c) In der Figur ist auch ablesbar, dass der am weitesten lidggmde Punkte (grosster Wert derKoordinate)
gegeben ist als Schnittpunkt der Geraden 1 und 2zBioordinate des Schnittpunktes der Geraden 1 und 3 ist
gegeben als Losung der Gleichuhg % x = —2+2x. Das fuhrt aufg x = 5 und somitr = % Dery—Wert
kann bestimmt werden mit Hilfe einer der beiden Geraden,zB —2 + 2 1—75 = 1—76 . Somit hat der gesuchte
Punkte die Koordinatefr,y) = (12, 12).

Solution pour probléeme 6-8 :

(@)
La forme standard d’une équation d’une droite gst .
a-z+b.
5
. 1
droite 1 : ylx) = 4— 3% s
droite 2 : ylz) = 1+3x s
. 1 1
droite 3 : y(x) = 3 + 5% 2

1 2 3 4 5 6

(b) La graphique ci—-dessus montre les graphes des troiidoscL’'ensemble de solution correspond au petit tri-
angle a droite.

Lire aussi dans la graphique que le point avec la composal@elus grande est le point d’intersections des
droites 1 et 3.

(c) Lacomposante de ce point d’'intersection des droites 1 et 3 est solutionédgiation 4 — % T = f% + % x.

On arrive ar = 4 + % = % La valeur dey peut étre calculer a l'aide de une des deux droites, panpbe

y=-1+1%=7=275.Alors on obtiens les coordonnées y) = (4.5, 2.75).

Solution pour probléme 6-9 :—0.8z + 0.6y — 2.5 = 0.

Solution pour probléme 6-10 :2.31 et —0.15. Les signes differentes indiques que les deux points seardes
cotées differentes de la droites.

Solution pour probleme 6-11 L'équation doit étre de la forme
lx—2y=d

Utiliser la forme hessienne pour déterminer la valeud.de

Sl
Sl
Sl =
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On obtient

i:iQ

NG
avec les deux solutions
d=+25

Alors I'équation de la droite est

lo—2y=+2V5
Solution pour probléme 6-13 :ms = —1/ml
Solution pour probleme 6-15 ry ~ 143.1°.

Solution pour probléme 6-16 :

(@)

4 —27
a+3b= 6 , 2a@-G=4(e—7?) et bxé=| 2e—4n
T+ 6 —e

(b) Le vecteur de direction de la droite doit &tre perpendiculairezaUn choix simple est] = (-3,2,0)T. On
arrive a la droite paramétrique

T 2 -3
y | =1 2 |+t 2 avec teR
z
Des autres solutions sont possibles.
(€)
Vol = - ’6-(5><8)
2 —27
= 1 3 2 4
== 6 e—4aTf
s —e

1
= 5 |-167m+6e—em

Solution pour probleme 6-17 = + 3y — 13 = 0.
Solution pour probléme 6-18 :5(0, 1, 2);

Solution pour probléme 6-19 :
13
+1 7

!
Il

Solution pour probléme 6-20 :P(2,3, —1).
Solution pour probléme 6-21 :78.6°
Solution pour probléme 6-22 :P; = (2, —4,—1) et (4,0, 3)

Solution pour probleme 6-23 :
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(a) Verwende die Hessesche Normalenform um den Abstandstimeen.

) . 1 x

i = = | - = +v6
7] V6
r—y+2z = =6

Damit der Ursprung oberhalb der Ebene liegt, muss der Wert:Moei z = y = 0 negativ sein. Somit ist die
Ebenengleichung —y + 2z = —6.

(b) Zu bestimmen sind die Losungen des Gleichungssystems

r — y + 2z = —6
r + vy + z = 2
Mit Hilfe von erweiterten Matrizen erhalt man
1 -1 2| -6 1 -1 2 —6 1 -1 2 —6
— e
1 1 1| 2 0 2 -—-1]| 8 0 1 -1/2| 4

Wahlez = ¢ als Parameterund man erhgib= 4+ 2/2 = 4+¢/2unde = —6+y—22= —6+4+1/2—2t =
—2 — 3 ¢ und somit

w

El
y | = 4 +1 %
z 0 1
Solution pour probléme 6-24 7
Solution pour probléme 6-25 :
1
=1 0 |+t 0
3 -1
Solution pour probléme 6—26 :
—1
7= +t
-1
Solution pour probléme 6—28 Controller a I'aide déVlathematica
| Mathematica
Needs[”LinearAlgebra ‘CrossProduct ‘"]
a={0,2,4};
b={1,0,5};
c={2,2,2};
d={1,4,3};
Cross[ba,cal.(d-a)
0
|
Solution pour probléme 6-29 :
(a) Les vecteurs de connection des trois points sont
-2 4
a= 0 et b=| -1
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Alors le vecteur normal du plan est donné par

-2 4 —1.5
0 X
—1.5 -1 2

St

I
Q
X
Sl

I
Sl

I

|
—_
I

|
oo

Une solution pour I'équation du plan est donc

x
n-| y—3 = 0
z—2
—152z—-8y+2z = —-24+4

3x+16y—4z = 40
(b) Les trois section sur les axes sont facile a trouver.

40 5

sec — 5 sec — & et sec — -1
x 3 Y > z 0

(c) Trouver le vecteur normal ci-dessus, par exeniple (3,16, —4)7T.

| Mathematica
f[x-,y-,z.] =ax+by+cz+d
Solve[ {f[0,3,2]==0,
f[-2,3,1/2]==0,
f[4,2,1]==0}] /. d — 40
Solve::svars:
Warning: Equations may not give solutions
for all "solve” variables.

| ~.{{af> -3, b—> —-16, c—> 4}}

L'équation est
—3xr—16y+42+40=0

Solution pour probleme 6—30 Verifier a I'aide deMathematica

| Mathematica
Needs[”LinearAlgebra ‘CrossProduct ‘"]
a={2,3,3};
b={4,-1,4};
c={1,1,-2};
d={5,1,0};

1/6 Cross[ba,cal].(d-a)

12
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Solution pour probléme 6-31 :
On trouve

F-d= & I|d] cos

Utiliser d = (1,2,0)7, a = 30° etcos @ = /3/2. Donc

T 1
3
y || 2 = \/z2+y2+z2\/5§
z 0
V15
T+2y = \/m2+y2+22—2
2 2, 2, 2y 19
(x+2y)? = (2 +y*+2°) —

4
On trouve une équation quadratique pouy et z.
Solution pour probleme 6-32 :

Trouver le volume du tétraédre a I'aide du triple produit

vV o= [AE,A@,AE}

| ==

- (A?B x Ab) - AD

Chaisir le point D sur cette droite, tel gié = 10. On arrive a une
équation pour le paramette

2 4 1 2 1
6 V(t) = 2 [ x| 3 1+t | =] -2 —14t | =2-6¢
0 1 14 2¢ -2 1+2¢
Alors I'équation a résoudre est
1 29
V=--t=10 = t=——
3 3
Le point P, sur la droite est donné par
5 0 1 1
Et)=1 0 -5 |t ]= 2 =[] -9.667
2 o —18.333
Solution pour probleme 6-33 :
(@)
Iz () - A|* = |Z(t) - B
(5+t4)2+(7T—t3)>+(3+15)% = (—14+t4)*+(B-1t3)>+(5+1t5)*
83+12-14+¢*50 = 51+t2-6+t>50
t16 = 51 —-83=-32
t = =2
Utiliser ¢ = 2 enZ(t) rendC = (-2, 15, —2)
(b) Trouver I'aire a I'aide du produit vectorielle.
12

(A-C)x (B-C)=| 48
84
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Alors )
aire zﬁmi_”pqé_émzﬁﬂ%zm7

Solution pour probléme 6-34 :
La droiteg est paralléle au plaf, donc le vecteur de direction de la droite est aussi vectediréction du plan.
Un deuxieéme vecteur de direction est donné par le vectegodnection?, — P». Alors on arrive au vecteur normal

du plan

2 1
n=1] —1 | x 0 =
3 -3
Le pointl3 fait partie du plan et alors
3 1
9 2 =17
1 —4

Une forme normale de I'équation du plan est

x

y | —17=0

Pour la forme Hessienne il faut encore normaliser le veaieur
3z +9y+2z—17

Vo1

Solution pour probléme 6—35 Un vecteur normal est donné par

0

Le vecteur de locatiofidans le plan doit étre un multiple du vecteliparce qu'il est perpendiculaire au deux vecteurs
de direction7 etb (graphique). Alors” = A 7. Utiliser cette condition dans I'équation du plan.
Foi=Mi-it = Mi||? = 9 =27

On arrive a\ = 3 et# = (3,6,6)7.
Les deux vecteurs de directighet b sont perpendiculaire &. Produire des tels vecteurs a 'aide du produit
vectorielle.

1 0
ag = 2 X 0| = 2
2 0 —2
0 8
by = axin=| 2 |x = -2
-2 -2
Normalisez ces vecteurs.
0 0
. 1 1 1 1
a = = 0= —F—= —_—
[| ol V8 V2
-2 -1
1 1 2
5 = = go = — -1
0ol V6
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Alors I'eéquation du plan est

T 3 0 2
t s
v =16 [+5 | [tH |
z 6 -1 -1
D’autres solutions sont possibles.
Solution pour probleme 6-36 Soit
—2 2
6:::f% A—E% = 0 , b= _é‘* _1 = -3 , C= _A‘* _1
2
(@)
Vol = X (@xB)-=—1
6
Alors le volume est 1, avec orientation négative du t&tra.
(b) Trouver les aires des quatre faces et puis additionner.
laxb] = 9
laxal = V5
IBxal = 2v89

|b—a)x @—a)] = 2V35
Addition et puis diviser par deux pour arriver a une aired&0.9681 .

Solution pour probléme 6-37 :M(2,1), R = v/20;

Solution pour probléme 6—38 Cercle acvec le cent®/ (—5/3,0) et le rayonR = 10/3.

Solution pour probléme 6-39 @)3x — 4y +7=0,b)6x +8y+9=0
Solution pour probleme 6—40 :

(@)

N
S
[
— N
~
VR
wW =
ot —,— ~—
I
o

I
o

1
— (z+3y—5)=0
it (x+3y—5)
Utiliser (z,y) = (—2, 3) pour trouver la distance orintée.
distance = L (-=243-3-5) = 2
V10 V10

Solution pour probléme 6—41 :
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(@) Kreisgleichungistz —4)? + (y — 2)? = 9. Setz man die Geradengleichupg- 2 = — 4 ein, so ergibt sich eine
quadratische Gleichung fir.

(x—4)?+(y—-2)°
(x—4)?+ (22 —4—2)?

(22 =82 +16) + (4% — 242+ 36) — 9
522 - 322 +43 =

o O © ©

T12 =

32+4322-20-43 16+ V41 | 1.91938
10 5 4.48062

124+ 241 { —0.16125

= 2x10,—4= ~
yL.2 b2 5 1.96125

Somitist(z1, 1) ~ (1.91938 , —0.16125) und (x5, y2) ~ (4.48062, 4.96125).

(b) Kreisgleichungistx —4)2 + (y — 2)? = 9. Setz man die Geradengleichupg- 2 2 — A ein, so ergibt sich eine
quadratische Gleichung fir.

(z—4°+(y—-27° =

(x—4)?+ 22+ ) —2)?
(22 —8x+16)+ (42> + N2 +4+4 . —8x—4)\) -9 =
5224+ (4A—16)z+ A2 —4A+11 =

o O © ©

Die Gerade ist eine Tangente, falls die beiden Losungeamaoenfallen. Somit muss die Diskriminaté
4 a c) Null sein. Das ergibt eine quadratische Gleichung flr BarameteA.

(A4N—16)2 —4-5- (N2 —4A+11) = 0
AN 4+48X2-36 = 0
A 4+1220-9 = 0
—12 4+ /144 + 36 —12.7082
)\1,2 = + :—Gi\/45%
2 10.708204

Solution pour probléme 6-42 a) S1(2,6,9), S2(6,6,7) b) S1(7,2,3), Sa2(14,—1,3)
Solution pour probleme 6-43 2x +y +2z—9=0et 2z —y+22—-9=0
Solution pour probleme 6—44 3z — 5y — 42 —19=10
Solution pour probléme 6—45 :
() Avec completion du carrée on transforme I'équatioargoouver les parametre de la boule.
22 —dx+y  +6y+224+9 = 0
(x -2+ (y+3)2+22 = —9+22+3%=4
Donce le centre esti = (2, —3, 0) et la boule a un rayon de= /4 = 2.

(b) Dabord trouver la distance du centre de la boule du plarvdcteur normalisé du plan est

1
) 1 e
n=- ——-— =
12412422 Ve
V6
Donc la forme Hessienne de I'équation du plan est
1 1 2 17
—r+—=y+—F=2——==0
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Das distance orientée du cenfrédu plan est

1 1 2 17 18
d:%2+%(73)+%07%:%:73\@

Avec rayonR = 2 on arrive a la distance boule—plady/6 — 2 ~ 5.34847.
Solution pour probléme 6—46 :La composante du point de contacte est donnée par I'équation du plan:6 +

2z —1 =0, alorsz = 3. Le vecteur de connection du point de contact au centre deuke looit &tre un multiple du
vecteur normal. Donner les coordonnées du centre a lthideecteuri = (1, —2, 2)” normalisé. On obtient

1 6 1 3
M= - = -1
V12 +22 422 -

Alors I'eéquation de la sphere est
(@ =32+ (y+1)* + (: = 7)* = 67

Dans cette équation on utilise la peramétrisation dedéelpour arriver a

(=32 +@+1)?+ (=77 = 6
t=3)°+(t+1)>+(6-2t—7)7° = 6
(I+1+4)2+(—6+2+4)t+9+1+1 = 36
61> = 25
5
t = +—
V6
Les deux point d’intersection sont
T 5 1
V6

Solution pour probleme 6-47 Die geographische Breite ist der Erganzungswinkebatfzum Winkeld in Kugel-
koordinaten.

(a) Mit leicht modifizierten Kugelkoordinaten ergibt sidir Ziirich Z und Salt Lake CityS

cos47° cos8° 4254.78
Z=R| cosd7® sing° ~ 597.97 | km
sin47° 4607.53
und
cos41° cos112° —1781.13
S=R| —cos4l® sin112° | ~ | —4408.45 |km
sin 47° 4133.17

(b) der Abstand entlang einer Geraden ist gegeben durch
dy = | Z — S| ~ 7856.3 km

(c) Um den Abstand entlang des Grosskreises zu bestimmess, noerst der Winkel zwischen den beiden Vek-
toren bekannt sein

—~

l ~0.222 = o~ 1.346 = 77.15°

Z,
Ccosx = =
1Z]

Ty |

Es gilt
do = R o =~ 8482.72 km

Der Abstand entlang der Erdoberflache ist grosser alammtler Geraden.
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(d) Ein Normalenvektor kann mit dem Vektorprodukt bestinerden. Anschliessend kann der Vektor auch norma-
lisiert werden.

~92.35126 —0.588792
ii=SxZ~| 266176 | 107 oder 7= | 0.666546
1.8258 0.457209

(e) Untersuchen Sie die durch dieAchse und den Normalenvekt@s aufgespannte Ebene. Der Normalenvektor
712 schliesst mit dete—Achse den selben Winkel ein, der exakt die maximale gedigelpe Breite angibt. Somit
gilt

maximale Breite= arccos 0.457 ~ 62.8°
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6.10

recapitulation

Apres ce chapitre on doit

malitriser les opérations graphigue avec des vecteurs.

savoir calculer avec des vecteur d’'une fagon fiable et em@ddition, multiplication avec
scalaire, produit scalaire et produit vectorielle.

savoir travailler avec des formes differentes des équatiles droites.
savoir travailler avec des formes differentes des équoatiles plans.
maitriser les traduction géomeétrie a algebre pouitelspplans , cercles et boules.
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