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Chapitre 1

L’intégrale définie

1.1 Introduction

Un puissant moyen d’investigation en mathématiques, en physique, en méchanique, ainsi que dans d’autres
disciplines est fourni par I’intégrale définie, une des notions fondamentales de 1’analyse. Le calcul des
aires délimitées par des courbes, des arcs, des volumes, du travail, de la vitesse, du chemin, des moments
d’inertie, etc., se ramene au calcul d’une intégrale définie.

Considérons I’aire A d’un trapeze curviligne qui est limité en haut par la fonction continue, positive
y = f (x), en bas par I’axe y = 0 a droite par une verticale x = b et a gauche par une verticale x = a.

y

a X x+h b

Figure 1.1: Approximation de I’aire

Si0 < h < 1 on peut approximer 'aire A (z,x + h) entre des verticales = et x + h par f (§) h pour
n’importe quelle valeur de x < & < x + h.

A(z,x+h) =~ f(§)h

Posons

M = t = inf t
SO = T

et on voit que
mh<A(x,x+h)<Mh

Maintenant le but est d’approximer I’aire A par une somme des aires des bandes de largeurs de plus en plus
petites.

1 SHA 29-11-19



CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE 2

1-1 Définition : On dit que ’ensemble P = {x¢, 21,2, ..., Ty} est une partition de I’intervalle [a, b] si
a=r0<x21<T9< ... <Tp1<Tp=2>

Utilisons les notations

Aa:i::z:i—:ci_l pour i:1727...,n
|P| = max Az; finesse de la partition
i=1,2..n

M; =sup{f (z) | ;-1 <o <3}
m; = inf{f (z) | zi-1 <z < 2;}

et formons les sommes

=1

=1

La somme S s (P) est appelée somme intégrale supérieure ct S 7 (P) somme intégrale inférieure.
Examiner les problemes 1-1, 1-2 et 1-3.

1-2 Définition : Soit f : R — R une fonction bornée. On dit que la fonction est intégrable sur I’intervalle
[a, b] si on aun nombre S € R tel que

S¢(P)—S si |[P|—0

Sy(P)—S si |[P|—=0

Le nombre S est appelé intégrale de la fonction f sur ’intervalle [a, b] et on écrit

S:/abf(x)dw:[lbf(t)dt=Lbf

Le nombre S (I'intégrale) ne doit pas dépendre de la suite des partitions choisies; le résultat doit étre le
méme si seulement | P| — 0.

Soit I = [a, b] et f une fonction bornée et intégrable avec

M:St‘é?f(t) m = inf f (¢)

puis on peut vérifier que
b J—
m(b—a)gﬁf(P)g f(z)de <Sp(P)< M (b-a)

a

A cause de m; < M; on a pour toute partition P

Sp(P) <Y f(&)Aw; < Sf(P)
i=1

pour n’importe quel choix des valeurs intermédiaires x;—1 < &; < x;.
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CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE 3

1-3 Théoreme : Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et intégrable sur [a, b]. Puis on sait que
pour n’importe quel choix des valeurs intermédiaires &; on a

n b
Zf(gi)mﬁ/f si |[P|—=0
i=1 a

La preuve de ce théoréme se base sur 1’inégalité au—dessus et n’est pas difficile.

Figure 1.2 montre un exemple d’une partition P = {x¢, x1, ..., x5} etun choix des points intermédiaires

&i-

N\

Figure 1.2: Somme intégrale
1-4 Théoreme : Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Si on trouve une suite Py, de partitions telle que
‘P/J—)O et gf(Pk)—ﬁf(Pk)—)O si k— o0

on sait que f est intégrable et

b
/a f(x)dx = kli}n; Sy (Py) = kli}ngoﬁf (Pr)

1-5 Exemple : Regarder la fonction f (x) = 1 + x sur I'intervalle [2, 3]. Pour n € N on peut choisir la
partition z; = 2+ i/naveci =0,1,...,n.Ona Ax; = 1/n et parce que la fonction est croissante, on a

1—1

m; = f(xi1) =1+zi_1 =3+ "

i
Mi:f(xi):1+$i:3+g

SHA 29-11-19



CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE 4

et puis
n . n n—1
i—1.1 1 (n—1)n
Sp(P)=3 B+—=)o =" 3+ 53 k=3+"5
=1 =1 k=0
et N "
— i. 1 1 (n+1)n
Sp(P)=) B+-)===) 3+—5> i=3+ .
i=1 neno e i=1 2n

Puis il est vraiment facile a voir que Sy (P) et Sy (P) converge vers 7/2 si n tend vers I'infini. A cause du
théoréme au—dessus on sait maintenant que 1 + x est intégrable sur [2, 3] et

3
/ 1+xdaczz.
9 2

1-6 Exemple : Regarder la fonction

)1 sizxeQ
f(x)_{o siz € R\Q

sur I’intervalle [0, 1]. Vérifier que
S;(P)=0 et Sp(P)=1

pour toute partition P. Puis cette fonction n’est pas intégrable.
Si on regarde une partition uniforme z; = i/n, i = 0,1, ..., n et des valeurs intermédiaires

&= %(xi—l +2;) €Q

on obtient
n

Y f(&)Ar =1
i=1
pour tout n € N.
Pour la méme fonction et partition on peut aussi choisir des points intermédiaires &; = ﬁ +x; ¢ Qet
puis on obtient

Y f(&)Ar =0
=1

o

1-7 Définition : Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceaux sur I’intervalle [a, b] si et
seulement si

1. i t li iste.
wgzgrf(:r)e xgglﬁf(x) existe

2. f est continue, sauf pour un nombre fini de points s1, So, . . . Sm.-
3. lim f(z)et lim f(z)existepourtout i=1,2,...,m.

T—8;+ T—>S;—

Les théoréemes suivants sont trés importants pour des applications et produisent une classe énorme des
fonctions intégrables. 1l est difficile de trouver une fonction bornée mais non intégrable sur des intervalles
finis.
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CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE

[a, b)].

1-8 Théoreme : Si f : [a,b] — R est bornée et continue par morceaux, elle est intégrable sur

1-9 Théoreme : Chaque fonction monotone et bornée sur un intervalle est intégrable.

On doit indiquer que ces deux théorémes ne sont pas utiles pour calculer des valeurs d’integrales, mais

que pour vérifier que les intégrales existent.

1-10 Définition : Soit @ > b et f une fonction intégrable sur [b, a]; puis on utilise

/abf(x)dw:—/baf(a:)dx

En utilisant des partitions il n’est pas tres difficile de vérifier que le résultat suivant est juste.

1-11 Résultat : Soita < b < cet f : [a,c| — R une fonction intégrable, puis on a

/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx:/:f(x)dx

Donc on a les regles de calcul suivantes pour 1’intégrale définie:

/abc1f(x)+029(x)dm = /abf(x)der@ /abg(x)d:c
f(a)dr = /abf(m)dx+/bcf(x)dx

b a
f(z)de = —/b f(z)dz

1-12 Résultat : Symétrie
Soit p (x) une fonction paire et u () une fonction impaire. Puis on sait que

/_(:p(x)dx - 2/0ap(x)dx

/_L;u(:r) dr = 0
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CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE 6

Figure 1.3: Théoréme de la moyenne du calcul intégral

1.2 Théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral

Les résultats de cette section sont trés importantes et forme la base pour beaucoup des applications de
I’analyse.

1-13 Théoreme : Théoréeme de la moyenne du calcul intégral

La valeur de I'intégrale définie d’une fonction continue est égale au produit de la longueur de
I’intervalle d’intégration par la valeur de la fonction a intégrer pour une certaine valeur intermédiaire
de I’argument.

b
[ Hayde=0-a) F© pourun <o

Démonstration : Soit

mi= min f(z) = f(wn) et M= max f(z)=f(wu)

On sait que
1 b
flam)=m < o— /a f(@)de < M= f(xy)

et a cause du théoreme des valeurs intermédiaires il existe un £ entre x,, et xs tel que

b
fQ) =, [ o
O

Considérer une fonction intégrable sur un intervalle [a, b] et x € (a, b). On va maintenant chosir la borne
supérieure d’intégration comme variable d’une fonction F' ()

F(:p):/xf(t)dt

c’est—a—dire que I’intégrale sera une fonction de sa borne supérieure. Maintenant on essaie de calculer la
dérivée de cette fonction. L’aire entre les deux verticales pour x et x + h est égale a F' (z + h) — F' (x) et
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CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE 7

donc

a X xi x+th

Figure 1.4: Preuve du théoréme fondamental

Au-dessus on a utlilisé le théoréme de la moyenne et que la fonction f est continue. On a donc trouvé la
preuve du théoréme suivant.

1-14 Théoreme : Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral
f (z) étant une fonction continue et si I'on pose F (z) = [* f (t) dt ona

L F(@) = f (@)

En d’autres termes: la dérivée d’une intégrale définie par rapport a sa borne supérieure est égale
a la fonction sous le signe intégral dans laquelle la variable d’intégration a été remplacée par la
valeur de la borne supérieure (sous la condition que la fonction f soit continue).

Ce théoreme montre la connection entre le calcul différentiel et le calcul intégral. On voit que I’intégrale
est I’opération inverse de la dérivée. Comme conséquence on obtient facilement
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CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE 8

1-15 Théoreme : Formule de Newton—Leibniz
Soit f une fonction continue et F' une fonction dérivable, telles que

—F()=1 ()

puis

Démonstration : Soit N
D (x) :/ f(t)dt
a
A cause du théoréme fondamental on sait que
() = f (z) = o F (@)

Puis on sait que

Si on met x = a on obtient
®(a)=F(a)+ K ou K=%®(a)— F(a)=—F(a)

Puis

b
M@z/f@ﬁ:F@—F@

O
1-16 Exemple : Pour calculer
3
/ 1+ zdx
2
on utilise F (z) = x + 322 et F’ (z) = 1 + x pour obtenir
3 9 4\ 7
/ l+xde=F(3)—F(2) = <3—|—> — <2+> =z
9 2 2 2
¢

1-17 Exemple : Calculer I’aire sous un arc de la courbe y = sin z.
En regardant le graphe de la fonction f (x) = sin (x) (Figure 1.5) on voit qu’il faut calculer I’intégrale

s
/ sin x dx
0
A cause de di (—cosz) =sin x ona
X
s
/ sinx dr = —cosm + cos 0 = 2
0

¢
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Figure 1.5: L’aire sous un arc de y = sinx

1.3 L’intégrale indéfinie
Dans cette section f est toujours une fonction continue.

1-18 Définition : Une fonction F est dite fonction primitive de f si

1-19 Exemple : Soit f (z) = 22, puis

et on a trouver deux fonctions primitives de z2.

1-20 Résultat : Chaque fonction f : [a,b] — R continue a une fonction primitive.

Démonstration :  Soit a un point fix dans I’intervalle et nous regardons

F(:c):/xf(t)dt

A cause du théoreme fondamental on sait que F' est une fonction primitive de f.

|

Malheureusement ce résultat ne contient pas d’algorithme pour trouver une fonction primitive F'. Il
existe méme des fonctions simples pour lesquelles il n’existe pas de fonctions primitive élémentaire, par

g2 sin x
exemple e(~*") ou .
T

L’exemple au—dessus montre qu’il existe toujours multiple fonction primitives. Soit

F(z) mit %F(:p) = f(x)

Puis pour chaque constante ¢ € R on sait que

est une fonction primitive, par—ce que

dzx
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Soit G (x) une deuxieme fonction primitive. Puis
G (a) = F(a)
d
o (G@) = F(2) = f2)-f(2)=0

Donc la différence entre deux fonctions primitives est toujours une constante. C’est la base pour la définition
de I’intégrale indéfinie.

k

1-21 Définition : Soit f () une fonction continue sur I’intervalle /. Puis I’ensemble de toutes les fonctions
primitives de f est appelée intégrale indéfinie de f et on utilise la notation

/f(x) dx

1-22 Exemple : La fonction g (¢) = cos (2t) est continue partout. On peut deviner que

4 sin (2t)/2 = g (t)

donc pour chaque constante c la fonction i
Gt) = sin2(2t) Le
est une fonction primitive de g. Puis on a
/g(t) dt = Sin2(2t) +c¢  ceR

1.4 Méthodes d’intégration

Pour chaque regle d’intégration il y a une régle correspondante pour 1’intégration a cause de la relation

fondamentale d
S F@)=f) = /f(rc)dw:F(wHC

Donc on peut créer une table d’intégrales avec les dérivés correspondentes

Dérivée Intégrale
4 kg =k [kdr=kr+c
%@3:2@“ f:rdx:%x2+c
d%m":n:n”_l fx"dxzﬁx”“—i—c
pour n€Z pour n€Z,n# -1
4 n || =1/ J1/zde=1n|z|+c
dx
4 sing = cosx fcosa:d:z::sinzr+c
dx
£ cosw = —sinz | [sinzdr = —cosz + ¢
%e’::ez [etdx =e* + ¢
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Cette table pourrait étre allongée, mais dans chaque formulaire mathématique vous trouvez des tables plus
longues et détailées.

Mais on a besoin de quelques regles d’intégration pour simplifier les intégrales. Soient f, g, F et G
des fonctions de x avec F’ (z) = f (x) et G'(x) = g (). On va supprimer la variable indépendante = pour
toutes les fonctions.

Dérivée Intégration
L kf)y=k Ly [kfde=kF+ec
Lf+g=Lf+Lg| [f+gdr=F+G+c
Regle des sommes Regle des sommes
w(fa=rg+f-g|[f-dde=Ff-g-[[ gdu
Regle des produits Intégration par partie
i (Fog)=(f'og)-g | [(fog) g dz=Fog+c
Regle de chaine Substitution

Ces formules forment la base pour toutes les méthodes d’intégration.

1.4.1 Exemples pour la regle des sommes

La régle des sommes simplifie le calcul des intégrales des sommes ou différences des intégrales. Elle est
tres facile a appliquer. Donc on peut trouver les intégrales indéfinies des polyndmes d’une fagon facile.

1-23 Exemple : A cause de la reégle des sommes on calcule

/1:2—7cos1:dx = /x2d:c—7/cosxdac

1
= §x3—7sinfc+c

1-24 Exemple : Pour x > 0 on sait que
1 . 1 .
/—|—smxdaz = /d:v—i—/smxdm
x T

= In x| —cosz+c

1-25 Résultat : On a

1.4.2 Intégration par partie
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1-26 Exemple : L’intégrale indéfinie
/ rsinx dx
est de la forme
[ @) d@) iz
avec f (z) = x et ¢’(x) = sinx. Donc on peut utiliser g () = — cos z et on obtient
/xsinxdx = f-g'da:—f-g—/f'-gdm
= x(—cosx) —/1 - (—cosx) dx
= —xcosx+ /Cosx dx
= —xcosr+sinx+c
¢
1-27 Exemple : Regarder I'intégrale indéfinie
/ 3e* dx
comme intégrale de la forme
[ @) @) iz
Utiliser I’intégration par partie pour réécrire I’intégrale avec
(a)
Fla)=a® et g (x)=e>
(b)
fl@)=e" et g(x)=2°
Lequel des deux chemins de calcul va simplifier I’intégrale? &

Il y a une autre notation pour cette regle de calcul
/udv:uv—/duv

1-28 Exemple : On peut calculer I’intégrale indéfinie

/ sin® z dx
en utilisant sin? z = sinz sin z et donc

/sian dr = /sian da;—/sina: sinx dx

= —cosx sinx+/cosx cosz dx
= —cosz sinaz+/(1—sin2x) dx

= —cosx sinx+x—/sin2xdx
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Cette équation peut étre résolvée pour I’intégrale inconnue et on arrive a
. 9 1 .
sin“ x dx = 3 (—cosx sinx +x + C)

Controler ce résultat avec un formulaire. &

1.4.3 Substitution
La regle de chaine pour les dérivées dit que

d

= P9 (@) =F'(9(x)) -4 ()

et donc on arrive a

et pour les intégrales définies

1-29 Exemple : Pour calculer I’intégrale

3
/ sin (22) x da
0

g(z) =12 avec ¢ (z)=22x

on doit réaliser que

et donc
s, I /
= sin (z*) 2z dx = = sin (g (z)) ¢' (z) dx
2 Jo 2 Jo
9(3)
= L [ = L ceos0) |y = & (—eos9)+1)
= 5 sin =3 cos =0 = 3 cos
g(0)
¢
1-30 Exemple : Avec la substitution © = x> + 1 on obtient
d
M _9r ou du=2zdr
dx
et donc on calcule I’intégrale indéfinie
/ V1422 2zr dx
comme 5 )
/\/1—1—962 Qxda::/ul/2 du = gu?’/Q—I—C’:g (1+2%)%2+C
¢
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14

1-31 Exemple : Pour calculer I’intégral

2
x
[ o
N
on peut utiliser la substitution
z=a*+2° et dz=32%dx

2 2
=§ﬁ+C:§\/a2+m3+C’

et on obtient

/xQd _l/ld
Vi 3 ) &Y

¢
1-32 Exemple : Pour calculer I’intégrale
! 1
/ arctan (x) 5 dx
0 1 + x
on peut utiliser la substitution
1
u=arctanz et du=-—-dx
1+=z
et on obtient
1 m/4 1, /4 2
/Oarctan(x)l $2d:c—/0 wdu =5 u”| =33
¢
1-33 Résultat : P ()
x
de=n|f(z)|+C
|
1-34 Exemple : Voila un exemple simple
/tana: dx = / ST e = —In |cosz |+ C
cos T
¢
1-35 Exemple : Pour des constantes a,b € R on sait que
r—a 1 2(z—a) 1 9 9
/(tz—a)z—i-b2 v 2/(x—a)2+b2 ) n((z—a)”+b%) +
¢

1-36 Résultat : Substitution trigonométrique
Pour quelques intégrales on peut utiliser des substitutions similaires.

Dans I’expression on remplace par et on obtient

S
I

N

sinz | +a /1 —sin?z =acosz

va? + b2u? u=- tanz | +aV1-+tan?z =

NG

S
|

e o e o e

1 /1
+a T—lzatanz
COS 2 Ccos® z
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1-37 Exemple : Pour calculer I’intégrale
/ V1—22dx
on peut utiliser la substitution

. dx
T =sinu et d—:cosu ou dxr =cosu du
U

et on obtient

/\/1—x2da: = /\/1—sin2ucosudu

= /0082 u du

1 (2
:/ cos udu
2
vy
2

sin (2u)
C
1 +
arcsin ¢  sin(2arcsin z)

_ C
SR 1 *

1-38 Exemple : Pour calculer I’intégrale

[ o= [ = e

On doit voir que I’expression n’est définie que pour 0 < x < 2. Puis on peut utiliser la substitution

. T
1—x=sinu et d—:—cosu ou dxr = —cosudu
u

et on obtient

2% = (sinu —1)> et w = arcsin(l — z)

et

2 _
/1:16 dr = (smu 1) (—cos u) du

(1—1x)? V1 —sin? u
= —/(sinu—l) du

= /sin2u2sinu1du

1 2
= —/—COS( u)—QSinu—i—ldu

2 2

-3 in (2
= 72u + Smi u) —2cosu+ C

Avec les identitées

cosu = cosarcsin (1 — z) = \/1 —sin?(arcsin (1 — 2)) = /1 — (1 — )2 = /20 — 22

et

sin (2u) = 2sinwu cosu =2 (1 —z) /22 — 22
z? 3 1
——dz = —iarcsm(l—x) -3 B4+2z)V2r—22+C

on arrive a

¢
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1.5 Intégration des fonctions rationnelles

Dans cette section on trouve une méthode pour calculer les intégrales des fonctions rationnelles. La méme
méthode de la décomposition en éléments fractions simples est utile pour les transformations de Laplace.
Dans toute la section on regarde des polyndmes P (z) et () (x) et on cherche a calculer Iintégrale

[ o

Si P/Q est une fonction rationnelle impropre, elle peut étre reécrite comme

tel que le degré de R est strictement plus petit que le degré de ().

Le résultats de ce chapitre sont formulées pour des fonction rationnelles propres, veut dire la divi-
sion des polyndmes est déja fait. De plus les polynomes P et () sont réels.

Utiliser le schéma ci-dessous pour trouver les intégrales indéfinies. Les pas sont expliques et illustrées
par des exemples.

1. Division des polyndmes, si nécessaire.

2. Trouver les zéro du dénominateur..

3. Décomposition en fraction simples.

4. Trouver les intégrales pour tous les termes.

5. Présenter le résultat.

Les calculs pour quelques exemples peuvent étre longues et laborieux. Souvent I’utilisation d’une calcula-
trice ou ordinateur est indiqué.

1.5.1 Décomposition en fractions simples

1-39 Exemple : Verifier que

P@) = 1w-2 172 — 22 1,2 -3
Qxr) 23+22-100+8 (z—1)(z—2)(z+4) z—-1 -2 x+4

11 est difficile de trouver une fonction primitive pour I’expression a gauche ou de trouver la transformation
de Laplace inverse. Il est nettement plus facile de travailler avec les expressions simples a droite. &

Soit

P(z)= Zakxk et Q(z)= Zbkxk
k=0 k=0

avec n < m (fonction rationelle propre) et b,, = 1. Le polyndme @) de dégrée vom m a exactement m
z€ros, peut étre complexe. Donc la factorisation du polyndme est

3

Q(z) =

(x — z)

k=1

SHA 29-11-19



CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE 17

Parce-que le polyndme @) (x) est réelle les zéros complexes vient en paire et on peut combiner les deux
termes 2z = «, & 0, dans la forme ci-dessus et transformer en

(z — (ar +ifk)) (x— (or —iBr)) = (z — ax)? + B}
Si le polynome Q) a my zéros réells xj, et 2 mo zéros complexes z; = oy & 15 on trouve
mi+2me =m

et la factorisation et termes réels

Q@) = [[@—a0) [[((x - o)+ 8D
k=1 k=1

La décomposition en fractions simples se base sur cette notation de factorisation du dénominateur. Chaque
terme dans la factorisation produit un terme de la décomposition. Trouver la liste ci—dessous.

facteur — terme dans la décomposition
A
(x — ) —
T — Xp
n Ay Ag An
(=) IR T TR AR AT
A(x—ax)+ B Az + B
)2 2
(@=a)™+8) = T " Gt B
Az + By Asx + By A,x+ B
xr — o)+ BE)" — e i L
(( k) k) (:L‘ _ Oék)2 4 5}% ((x _ Oék)z + 513)2 ((x _ Oék)2 + 5£)n
ou N Al(x—ozk)—i—Bl AQ(ZL'—Otk)—i-BQ ”.An(x—ak)—FBn
(@ —ap)?+ 87 ((z—on)?+ B7)? ((z —o)? + BY)"

Les deux dernier lignes représente des termes identiques. Le choix est a déterminé par les calculs a suivre.
Souvent la deuxieme forme est préférable.

1-40 Exemple : Pour I’exemple 1-39 on trouve
Qr)=2"+2"-100+8=(z—1) (z—2) (x+4)
etpuism = 3,x; = 1, z9 = 2 et x3 = —4 et la décomposition en fractions simples est de la forme

P (x) 17z — 22 A B C

Q@) (@-1)@—-2(e+4d) -1 "2-2" 244

Il reste a trouver les valeurs des coefficients A, B et C'. Ecrire I’expression a droite comme une seule
fraction.

172 — 22 Alx-2)(z+4)+Bxz-1)(z+4)+C(z—-1)(z—2)

(z—1) (x—2) (z+4) (x—1) (x—2) (x+4)

Cette équation doit étre satisfait pour tout valeur de z € R. A cause des dénominateur identiques on peut
comparer les numérateurs.

172 —22=A(x—-2)(x+4)+B(xz-1)(z+4)+C(z—1)(xz—2)

11 existe des méthodes différentes pour déterminer les inconnues.
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1. Multiplication et théoréme d’identités des polynomes
Multiplier toutes les expressions a droite et puis arranger par des puissances en x nous donne I’équation
172 —22 =22 (A+ B+C)+2 (244 3B —3C) + (—8A — 4B + 2C)

A cause du théoreme d’identités des polyndmes cette équation est satisfait pour tout z € R si et
seulement si le systéme des équations linéaires est satisfait.

1 1 1 A 0
2 3 =3 B | = 17
-8 —4 2 C —22

1l existe plusieurs méthodes pour résoudre ce systeme. La solution unique est

A 1
B | = 2
C -3

2. Choisir des valeurs intelligentes
Dans I’equation

172 —2=A(x—-2)(x+4)+B(z—-1)(z+4)+C(z—-1)(z—2)

choisir = 1 pour obtenir
—5=A(-1)(5) etdonc A=1

Choisir x = 2 pour obtenir
12=DB(1)(6) etdonc B =2

Choisir x = —4 pour obtenir
—90=C (-5)(—6) etdonc C=-3
Il est a vous de comparer I’effort de calcul nécessaire pour trouver la solution. &

1-41 Exemple : La forme de la décomposition en fraction simples de

P (z) 3 B 3
Qx) 2t —a3+222+222-60 (r—2)(z+3) (22 —2z+10)

est donnée par
P ({L‘) Aq Ao Asx + Bg

Q (z) _:L’—2+x—|—3+(:n—1)2+32

Ecrire I’expression a droite comme une seule fraction pour arriver a

:L‘3
(@—2) (z+3) ((x—1)2+3)
A1z +3) (2 —1)2+3)+ Ay (z—2)(z —1)2 +32%) + (A32 + B3) (x — 2) (x + 3)
(x —2) (z+3) ((x —1)2+32)

Les deux dénominateur coincide et donc on peut examiner les numérateurs seulement.
P =A@ +3)(z—12+3)+ Az -2)(z—1)>+3%) + (A32+ Bs) (z — 2) (z + 3)

Choisir les bonnes valeurs de = pour trouver les constanted d’une fagon simple.
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e Examiner z = 2

8
8=A1(2+3)(2-1)2+3")+0=4,50 = A=
e Examiner x = —3
9 9 27
—27=04+A2(-3-2)((-3-1)*+3°)+0=—A45125 — AQZEE)

e Pour trouver les deux constantes manquent nous utilison le zéro complex z = 1 + ¢ 3.
(1+43)% = 0+ (A3(1+43)+B3)(1+i3—-2)(1+i3+3)

1+i9—-27—i27 = (A3+ Bs+i3As) (—13+1i9)
—26—-i18 = (—40A3—13B3) +1i(—30A3+ 9 Bs)

—-26 = —40A35-—13Bs;

—-18 = —-30A435-+9B5B;3

On obtient la solution - 5
A3 = — By = —

3= 195 8 3T g3

Par conséquence la décomposition en fractions simples est donné par

P(z) 8 1 L2 L T8x+10
Q(r) 50x—2 1252+3 125 (x —1)2 + 32

Utiliser Octave' et la commande residue () pour trouver la décomposition en fractions simples, et

d’autres informations.

| Octave
[T 00 OF;

[1 -1 2 22 —-60];

P, K, E] = residue (B, A)

B =
A=
[

s

}

R =
0.31200 — 0.117331i
0.31200 + 0.117331i
0.21600 — 0.000001
0.16000 — 0.000001

P =
1.00000 + 3.000001
1.00000 — 3.000001

—3.00000 + 0.000001
2.00000 + 0.000001

K = []1(0x0)
IE[1111] |

Les vecteurs P et E contiens I’information que la fonction rationnelle a des poles simples pour 1 73, —3
et 2. Dans le vecteur R on trouve les coefficients de la factorisation

P(z) 031200 —i0.11733 031200 +:0.11733 0216  0.16
Q(z) =  x—-1-143 x—1+1i3 r+3 z—2

I
—

! Avec MATLAB la forme des arguments change trés peut.
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Combiner le deux expressions complexes.

0.31200 — 70.11733  0.31200 +20.11733
- + -
r—1—13 r—1413
(0.31200 —30.11733) (x — 1 4+ 43) 4+ (0.31200 +70.11733) (z — 1 — i 3)
(x—1—-143)(r—1+1i3)

C =

0.624x + 0.08
(x—1)2+49

Trouver le dénominateur par Octave avec

| Octave
R(1)*[1 —P(2)] + R(2)*[1 —P(1)]
—
0.624000 0.080000

Confirmer les résultats a 1’aide de Mathematica.

| Mathematica
flx_] = x"3/((x=2)(x+3)(x"2-2x+10));
Apart[f[x]]
4 27 2 (5 + 39 x)
+ +
25 (=2 + x) 125 (3 + x) 2

125 (10 — 2 x + x )

1-42 Exemple : La forme de la décomposition en fractions simple de

P(x) 2?2 -5 B 2 -5
Q(z) xt+2z3+2224+22+1 (z+1)2 (22+1)

est donnée par
2?2 -5 Ay Aa Bx+C

(x+1)2 (22 +1) 7x+1+(x+1)2+ 241

Ecrire I”expression 2 droite comme une seule fraction pour arriver 2
2 —5=A (z+1)(@®+1)+ A4 2>+ 1)+ (Bz+C) (x4 1)*
Choisir des bonnes valeurs de x pour trouver les coefficients.

1. Choisir z = —1 pour arriver a

—4=A52 etdonc Ay=-2

2. Parce-que 1’équation est correcte pour tout z € R on peut calculer les dérivés pour arriver a une
nouvelle équation.

20=A; (*+ 1)+ (z+1)22) + A2 22+ B (z+1)>+ (Bz +C) 2(z + 1)
Siz = —1 tous les termes avec (z + 1) sont zéro et on trouve

—2:A12+A2(—2):A12+4 etdonc A; =-3
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3. Pour faire disparaitre les termes avec A; et Ay choisir le zéro complexe x = +i de (22 + 1) pour
arriver a une équation complexe.

—6=(Bi+C)(i+1)>=(Bi+C)i2

(6-B2)+iC2=0

Pour-que cette équation soit correcte il faut que la partie réelle et imaginaire sont zéro et donc

B=3 et C=0

Finalement on arrive a
z?—5 -3 —2 3z

(x —1)2 (22 +1) _a:+1+(:1c+1)2+x2+1

Pour utiliser Octave if faut d’abord multiplier le dénominateur

(z4+1)-(x+1)- @ +0zx+1) =2 +22° + 222 + 22 +1

a I’aide de la commande

| Octave
denum = conv(conv([1 1],[1 1]),[1 O 1])
—>

| denum = 1 2 2 2 1

puis on utilise residue ()

| Octave
B=1[10 —5];
[R, P, K, E] = residue (B, denum)
—>
R =
—3.0000 — 0.0000i
—2.0000 + 0.00001
1.5000 — 0.0000i
1.5000 + 0.0000i

P =
—1.00000 + 0.000001
—1.00000 + 0.000001
0.00000 + 1.000001
—0.00000 — 1.000001

K

E
I

et donc

o
=
o)

el
e}
N

P(z) —3 —2 15 15
+ S
Q(x) x+1 (z+1) r—1i x+1
-3 n -2 + 3z
r+1 (x+1)2 2241

A I’aide de Mathematica on peut utiliser le code ci—dessous.

| Mathematica
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22
flx_] = (x"2=5)/( (x+1)"2 (x"2+1) )
Apart[f[x]]
. -2 3 3 x
— +
2 1 +x 2
| (1 + x) 1 + x |
%
1-43 Exemple : La forme de la décomposition en fractions simple de
P(z) x—5
Q(z) (x+1)?(22+1)
est donnée par
r—5 . Ay n Ao n Bz +C
(x+1)2(22+1) x+1 (x+1)2 2241
Trouver les valeurs de A1, Ay, Bet C.
Solution: Avec Octave
| Octave |
denum = conv(conv([1 1],[1 1]),[1 O 1]);
| [R, P, K, E] = residue ([1, —5], denum) |
%

Les idées des exemples ci—dessus pour déterminer les valeurs des coefficients sont applicable pour tout

probléme. Trouver la description de la méthode de Heaviside.

11 faut examiner les situations suivantes:

facteur — terme dans la décomposition
A
(x — ) —
T — Ty
n Ay Ag A
S e (x—xk)2+"'+($—$k)”
A(xr—ax)+ B Az + B
2 2
— + —
Arx+ By Asx + By A,x+ B
r — o)+ BE)" — e i L
A (x — B A - B A (x — B,
ou N 1(z —ag) + By 2(z — o) + By (z — o) +

(@ —ap)?+ 87 ((z—on)?+ B7)

(@ - aw)2+ B
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1-44 Résultat : Pour calculer les coefficients dans la décomposition en fractions simples utiliser le
méthodes suivantes:

cas 1 : Pour un facteur simple x — x, dans le dénominateur () choisir x = xj, pour déterminer la valeur de
la constante A.

cas 2 : Pour un facteur multiple (x — x)" dans le dénominateur () choisir x = xj, pour déterminer la
valeur de la constante A,,. Puis trouver les dérivés des numérateurs et choisir de nouveau x = x3 pour
trouver A,,_1/ Répéter ce pas jusque vous arriver a Aj.

cas 3 : Pour un facteur simple (z — oy, )+ ﬂ,% dans le dénominateur () choisir x = «y, +1 By pour déterminer
les valeurs des constante A et B. Utiliser les partie réels et imaginaire de I’équation. Typiquement on
tombe sur un systeme de deux équations linéaires.

cas 4 : Pour un facteur multiple ((z — ay)? + B2)™ dans le dénominateur Q les calculs sont laborieux.
Combiner les cas 2 et 3. Choisir x = «y + i O pour déterminer les valeurs des constante A,, et
B,,. Utiliser les partie réels et imaginaire de I’équation. Puis examiner les dérivées pour trouver les
constantes A,_1 et B,_1. Répétez si nécessaire.

cas 5 : identique au cas 4.

1-45 Exemple : Pour calculer les coefficients dans la décomposition en fractions simples de la fonction

$2

28 — 825 +202% — 8022 + 128z — 64

il faut d’abord trouver les pdles. x = 2 est un pdle de I’ordre 5 et x = —2 un pole simple. Donc on a

562 A1 A2 A3 A4 A5 B

c—20 (242 (-2 @22 w—2f T w—2 w25 (z+2)

et il faut examiner I’équation
= (A (z—2)'+ Ao (2 — 23+ A3 (2 — 2+ Ag (z — 2) + A5) (2 +2)+ B (v —2)°
Trouver les coéfficients.

1. Choisir x = —2 pour trouver

~1
4=B(-4)° etdonc B=_—
256

2. Choisir = 2 pour trouver
4=A5(4) undsomit As=1

3. Tout dérivé de 1’ordre plus petit que 4 du terme (z — 2)°, calculé pour z = 0 vaut 0. La premiére
dérivé des termes (x — 2)" pour n > 2 vaut aussi 0 au point z = 2.

4. La premiere dérivé de I’equation dessus pour x = 2 nous donne

4=A,4+ As

3
Utiliser la valeur connue As = 1 pour obtenir A4 = T
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5. La deuxieme dérivé de 1’equation dessus pour & = 2 nous donne

2= A3 8+ Ay 2
€
16°

6. La troisieme dérivé de I’equation dessus pour = 2 nous donne

Utiliser les valeurs connues pour obtenir As =

0:A224+A36
-1

64

7. La quatrieme dérivé de 1I’equation dessus pour x = 2 nous donne

Utiliser les valeurs connues pour obtenir As =

0=A4,96+ A3 24

1
Utiliser les valeurs connues pour obtenir A; = 256"
Avec ce calcul laborieux on arrive a
z? B 1 1 N 1 L3 1
(x—2)° (x+2) 256 (x—2) 64(x—2)2 16(x—2)3 4(x—2)* (r—-2)°> 256 (z+2)

Les programmes numériques vont avoir des problémes avec cette question construit. Il est numériquement
difficile de détecter un pdle de I’ordre 5.

| Octave
B=1[10 0];
A =11 -8 20 0 —80 128 —64];
[ P, K, E] = residue (B, A)

R’
I |

1.5.2 Intégrales des fonction rationnelles élémentaires

La décomposition en fractions simples des fonction rationnelles produit plusieurs termes. On cherche les
intégrales indéfinies de ces fonctions. Dans des tableau ou dans votre calculatrice trouver des listes des
intégrales des fonctions rationnelles. Générez la table courte ci—dessus sans outils supplémentaires.

1
/dx = In|z|+C si z#0
x
1 .
/ de = In|z—a|+C si z#a
T—a
1 —1 1
—dx = +C si n#l et x#0
" n—1zn1
1 —1 1
de = i 1 et
/(az—a)” x n—l(w—a)"—1+c si n#l et zx#a
1
/dm = arctanz + C
22 +1

arctan % +C

(z —a)
— +C

arctan

S = S
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r—a _ 1 N2 42

/1d _ vt ac
@222 T o (@2 o2y s Y

/ 1 de — T +2n—1/ 1 d
@+ YT a2 @2 20k ) @2+ 02)n

Vérifier la derniere formule récursive a 1’aide de la dérivé

d x
dx \2nb? (22 4+ b%)"
La table des intégrals des base ci—dessus suffit pour trouver les intégrales des fonction rationnelles. Pour
des calculs concrete il existe une source des probleme supplémentaire. Pour calculer

b
P
/ (@) .
o Q)
il faut vérifier que le dénominateur ()(x) n’a pas de zéro dans I’intervalle [a, b]. Si la fonction a un pdle
dans I’intervalle elle n’est pas bornée et par conséquence ne pas intégrable.

1.5.3 Integration des fonctions rationnelles

Dans cette section nous allons examiner quelques exemples.

1-46 Exemple : Calculer

3 22
/2 (x—1)(z+2)(x—4) du

Solution: La décomposition en fraction simples est de la forme

x2 A B C

G—1)@12)(@-4 -1 242 -4

et donc il faut resoudre
?=A@+2)(z—4)+B@x-1)(z—-4)+C(x—1)(z+2)

pour tout x € R choisir des ,,bonnes” valeurs des x.

x équation
x=1 1 = A(-9)

r=4 16 = C18

avec les solutions 1 92 8
A — ; R B = — N C - -
9 9 9

On a tous q’il faut pour calculer I’intégrale indéfinie.

/ ca dr = / A + B + ¢ dx
(x—1)(z+2)(z—4) B r—1 z42 x-4
~1 2 8

- /9(x—1)+9(x+2)+9(x—4)

-1 1 2 1 8 1
9 x—ldx+9/x+2dm+9/x—4dx

-1 2 8
= 3 In ]m—1]+§ In ]m+2[+§ Injz—4|+C

dx
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Parce-que il n’y a pas des pdles dans I’intervalle entre 2 et 3 il est facile de donner I’intégrale définie.

3 2
X
= —Injlz—-1|+2In|lz+2[+8 In|x—4
/2<m_1><x+2><x—4> (—In |z — 1] o +2) o —4])

(—In2+2In5+8In1l)

Ol RO~ O+

1
~9 (—In1+2In4+8 In2)

(—In24+2mIn5-4In2-8In2)

O = O

(In 25 — 13 In 2) =~ —0.64359

1-47 Exemple : Calculer I’intégrale

1
/mQ—ldx

1 1 A B A(@+1)+B(x—1)
x2—1_(x—1)(x+1)_x—1+:):+1_ (x—1) (x+1)

a I’aide de la décomposition

Choisir z = %1 dans
1=A(x+1)+B(x-1)

pour touver A = 1/2et B = —1/2 et donc

1 1/ 1 1
der = = - d
/xz—l v 2/:c—1 c+1
1

1
= 3 (In|z—1—In |x+1|)—|—C:§ In

r—1
r+1

o

1-48 Exemple : L’inégrale définie

ne peut pas étre calculer a ’aide de

2 1
/ 2 d$ =
o x4 —1 r+1|'z=0

1

2

1 1 —In 3
= — —_ — 1 =

5 <ln 3 In > 5

2

parce-que la fonction n’est pas bornée dans I’intervalle [0, 2].

(—n(z—1)+2 I (@+2)+8 n(d—2)) |

‘ 3
r=2
3

r=2
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1-49 Exemple : Pour trouver la valeur de I’integral définie

5 5 2P
do= | — 2 4
/Qf(x) * /21’3—|—3$2—4 .

utiliser le chemin de calcul suivant:

1. Division des polyndmes avec reste, pour écrire f () comme somme d’un polyndme et une fonction
rationnelle propre.

2. Trouver les zéros de dénominateur.
3. Décomposition en fractions simples.
4. Trouver I’intégrale indéfinie.
5. Calculer I’intégrale indéfinie.
Appliquons ces pas, 'un apres I’autre.
1. Un calcul long, mais élémentaire montre que

5 —2322 — 122 + 36
° =22 -3r+9+ ; v

)= 5 g2 23 + 322 — 4

2. Les z€ros du polyndme sont facile a trouver.
Qz)=a3+32>—4=(x+2)?(z-1)

3. La décomposition en fraction simples est de la forme

—23z% — 122 +36  —232% — 122+ 36
3+ 322 —4 (2422 (x—1)
A B C
B 3:+2+(x+2)2+x—1

A@+2)(z—1)+B(x—1)+C (z+2)?
(x+2)? (z-1)

et il faut examiner 1’équation
—2322 — 122 +36=A (z+2)(x — 1)+ B (z — 1)+ C (z +2)*

pour tout z € R. Choisir x = —2 et x = 1 pour trouver des équations pour B et C. Pour I’équation
pour A examiner les dérivées au point x = 2.

92424436 = B(-3)
—23-12436 = C (9)
92-12 = A(-3)+B

On obtien

1 32 -80 32 —208
C - = N B = — . A = — _— = —
9 3 3 + 9 9
Au lieu de travailler avec les dérivées on peut aussi utiliser une autre valeur de z, par exemple z = 0.
On arrive a

36=—-2A-B+4C

Utiliser les valeurs de B et C' pour déterminer A.
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4. L’intégrale indéfinie

A B C
_ 2
/f(:v)d:c—/x 3x+9+x+2+(x+2)2+x—ldx

est facile a trouver et le résultat est

3
/f fx — 2249z +An |z +2 - +C In |z — 1| + Konst.

B
2 (@+2)

Utiliser les valeurs de A, B et C ci—dessus.

5. On ne trouve pas de pole pour 2 < z < 5 et donc on peut calculer I’intégrale définie.
5

b 1 2 2 1
/ f(x)de = (3.@3—3:62—1—9.%—88 ln(x+2)—37+§ ln(x—1)>
2

2 3 (z+2) 2=2

Une simplification laborieux montre que

/f do=0 4 2 ma 2

1.6 Intégration numérique

1.6.1 Formule des trapezes

Pour une ,, bonne* fonction f (x) on utilise I’approximation

h/2 h
1) = [ flaydo g (7 (-h/D) + £ (/2) =T ()

—h/2

Dans la séction sur I’interpolation linéaire (Chapitre Applications des dérivées) on a trouvé que 1’approximation

1.2 2
F)-a)= (G- ) 10+

est juste. La fonction g () est la droite qui fait la connection entre le point (—h/2, f (—h/2)) et (h/2, f (h/2)).

Il est facile de vérifier que
h/2

T(h):/ g (z) dz

—h)2
Pour estimer I’erreur de 1’intégration on calcule

h/2 /2 o2 2 _
[ r@-g@an= [ (5 -0) 0+ o= T3 1101 +o()

—h/2 —h/2

et donc on arrive a 1
1(h) =T (h) ~ 5 £"(0)
On peut démontrer que

1(h) ~ T ()] < = Mo

M — "
2=, max  1f7(@)

On peut trouver la formule et I’ordre de I’erreur avec une méthode plus directe (Probleme 1-55).
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1-50 Exemple : Considérer la fonction

f(z) = cos (2x)

et pour A > 0 on calcule
h/2

I(h)= [ f(z)dx=sin(h)

—h/2
iz £(0)=—4
T (h) = h cos (h)

Ci—dessous sont présentées des calculs avec Mathematica de 1'intégrale exacte I (h), de I'intégrale
approchée T (h), de I’erreur relative et du quotient de 1’erreur par k3 (pour des valeurs différentes de h)

I(R) =T ()  12(I(h)—T(h))
1(h) 13

| Mathematica
Clear[f,x,h];
fx-] Cos[2x];
i[h_] Integrate[ f[x],{x,—h/2,h/2}];
t[h_] (f[=h/2]+f[h/2])*h/2 ;
expr[h.] = {h, N[i[h].5], N[t[h],10],N[(i[h]—t[h])/i[h].5],

N[12(i[h]=t[h])/(h"3),10]};
TableForm[{expr[1.0],expr[0.5],expr[0.25],expr[0.1],
expr[0.05],expr[0.025],expr[0.01]}]

1 0.841471 0.540302 0.357907 3.61402

0.5 0.479426 0.438791 0.0847561 3.90089
0.25 0.247404 0.242228 0.0209207 3.97506
0.1 0.0998334 0.0995004  0.00333556 3.996

0.05 0.0499792 0.0499375  0.000833472 3.999
0.025 0.0249974 0.0249922  0.000208342 3.99975
0.01 0.00999983  0.0099995  0.0000333336  3.99996

La valeur théorique
12 (I (h) — T (h))
L3
correspond assez bien au calcul. &

~—f"(0) =4

On peut utiliser I’approximation au-dessus pour évaluer I’intégrale d’une fonction f (x) sur I'intervalle
[a,b]. A la place de déterminer 1’aire en dessous de la courbe on évalue I’aire en dessous des trapézes. La
figure 1.6 présente cette méthode.

Pour cette illustration on obtient

_b—a

-5 &
" 5

ri =a+th pour =0,...,5

et

[P f(@)yde ~h(Lf(a)+ f(x1)+ f(x2) + f (x3) + f (xa) + 11 (1))
4
n (f(a)+f(b)+2;f(xi)>

Voila la formule générale analogue

Q
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Figure 1.6: Interpolation linéaire

1-51 Théoreme : Intégration par la formule des trapézes.
Soit f : [a,b] — R une fonction 2 fois différentiable et

xi=a+1th pour i=0,...,n.

Alors on a: .
b n—

[ @~ (f(a)+f(b)+22f(wi)> .
a i=1

L’erreur de 1’approximation est de ’ordre 1/n?, ou bien h?. On a:

b_
Erreur =~ 12@ (&) h? € € la,bl.

Pour des polynémes du degré 1 (droites) la formule des trapézes donne le résultat exact.

Probléme 1-55 montre un raisonnement alternative pour le résultat ci—dessus.

En Octave utiliser lacommande t rapz () pour I'intégration numérique avec la régle des trapezes. Pour
calculer

™

/07T sin(z/2) dx = —2 cos(x/2) v = 2

utiliser

Octave
x = linspace(0,pi,200); y = sin(x/2);
integral = trapz(x,y)

difference = integral — 2
—>

integral = 2.0000
difference = —1.0384e—05

Voici un programme simple en Mathematica qui définit la formule des trapezes pour I’intégration des
fonctions.

Mathematica
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trapez[f_,a_,b_,n_] := Block[{h=(b—a)/n,i},
| (2%Sum[ f[a+ixh],{i,1, n — 1}]+ f[a]+f[b])xh/2];

Comme ¢a on obtient I’'intégrale

1
4
—— _dr =4arctanz|l_, =
/01+:c2 oo =

pour des valeurs différentes de n et une table montrant en outre la déviation de 7.

| Mathematica
Clear[f,x,n,a,b];
flx_] = 4/(1+xxx);
res[n_] ={ n, trapez[f,0,1,n],Pi — trapez[f,0,1,n]};
TableForm[{N[res [5]] ,N[res[10]],N[res[20]] ,N[res[40]],N[res[80]],N[res[160]]}]

TableForm= 5 3.13493 0.00666654

10. 3.13993 0.00166666
20. 3.14118 0.000416667
40. 3.14149 0.000104167
80. 3.14157 0.0000260417
—6

160. 3.141586143173127 6.51042 10

1.6.2 Formule de Simpson

Pour une ,,bonne* fonction on peut aussi utiliser 1’approximation

h
h
I(h) = /hf(x)dfv% 3 (f(=h) +4f(0) + f (h)) = 5 (h)
Utiliser une interpolation quadratique par morceau pour vérifier la formula. On peut démontrer que

1
S (h) —I(h)| < —My h°
1S (h) ()\_90 4 h?,

_ (@)
My = max [f (x)]

Pour h suffisamment petit on a méme
1
S(h) =1 (h) = o= f(0) B
90
On peut trouver la formule et I’ordre de I’erreur avec une méthode plus directe (Probleme 1-56).

Ce résultat est basé sur 1’interpolation quadratique avec la formule pour 1’approximation

1

fl@)=p(@) = 5 FO0) @ = ko) + o (k)
RS TSR (UEr (SO {ORIOESIS)
Il est facile de vérifier que
h
S(h) = /hp(a;) dx
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Pour estimer I’erreur de I’intégration on calcule

h h 1
/ F @) = p(x) do :/ S IO(0) (@~ W) + o (W) de =0+ 0 (")
—h —h
et donc on arrive a
I(h)—S(h)=o(h%).

Pour trouver la forme exacte de 1’erreur on devrait calculer un terme de plus pour I’interpolation quadratique.

1-52 Exemple : Considérer la fonction
f (z) = cos (2x)
et pour & > 0 on calcule
1(h) = [, f(2)dz = sin (2h)
4
4 f(0)=16
_ 442cos (2h)
() = e

Ci-dessous sont présentées des calculs avec Mathematica de ’intégrale exacte I (h), de I’intégrale ap-
prochée S (h), de I’erreur relative et du quotient de 1’erreur par 2% (pour des valeurs différentes de h)

S =I(h) o S(h)~L(h)
1(h) E

| Mathematica
Clear[f,i,s];
f[x_] = Cos[2xx];
i[h_] Integrate[ f[x],{x,—h,h}];
s[h_] (f[—h]+4f[0]+f[h])*h/3 ;
expr[h_] = {h, N[i[h],5], N[s[h],10],N[(s[h]—i[h])/i[h],5],

N[90(s[h]—i[h])/h"5,101};
TableForm[{expr[1.0],expr[0.5],expr[0.25],expr[0.1],
expr[0.05],expr[0.025]expr[0.01]}]

> 1. 0.909297 1.0559 0.161229 13.1944
0.5 0.841471 0.846767 0.00629428 15.2538
0.25 0.479426 0.479597 0.000357835 15.8105
—6

0.1 0.198669 0.198671 8.9314 10 15.9695
-7

0.05 0.0998334 0.0998335 5.56218 10 15.9924
—-17

0.00025 0.000999517  0.000999517 3.08749 10 255.965

La derniere ligne de cette table est inutile. Pourquoi? La valeur théorique

correspond assez bien au calcul. &
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On souvent utilise 1’approximation au-dessus pour I'intégration d’une fonction sur I’intervalle connue
[a, b]. Parce que, en cours de I’intégration par la formule de Simpson, on réunit toujours deux intervalles, il
faut évidemment que 7 soit un nombre pair, ou bien que le nombre des points x; soit impair.

En utilisant cette méthode on obtient pour n = 6

n=6 h:bga 2 =a+ih  pour i=0,....6
et
b
[ e & L@+ (00) 42 (2) 4 f (22) +2f (@) 445 (a5) + £ (1)
3
= g (f (a) = f(b) +2Z(2f($2i71) +f(l“2i))>

Voila la formule générale analogue

1-53 Théoreme : Intégration par la formule de Simpson.
Soit f [a,b] — R une fonction 4 fois différentiable, soit n un nombre entier pair et

r; =a+ih pour ¢=20,...,n.

Alors on a

n/2

b
[ t@des g | f@ = F0)+2Y @f (raim0) + £ (220)
a =1

Lerreur de I’approximation est de I’ordre 1/n*, ou bien h*. On a:

_ (4) 4
Erreur = 180 ¢ n € € [a,b)].

Pour des polynémes du degré 3 la formule de Simpson donne le résultat exact.

Probléeme 1-56 montre un raisonnement alternative pour le résultat ci—dessus.

Voici un programme simple en Mathematica qui définit la formule de Simpson pour I’intégration des
fonctions.
| Mathematica |

simpson[f_,a_,b_,n_] := Block[{h=(b-a)/n,i},
(2+Sum[2% f[a+(2%i —)xh]+f[a+2%i*h],{i.1, n/2}]+ fla]—f[b])*h/3];

Comme ¢a on obtient I’intégrale

1

4

/ 5 dr = 4arctanz|l_o =7
0o 1+=x

pour des valeurs différentes de n et une table montrant en outre la déviation de 7.

| Mathematica
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Clear[f,x,n,a,b];

fx_] = 4/(14+xx%x);

res[n_] ={ n, simpson[f,0,1,n],Pi — simpson[f,0,1,n]};

TableForm[{N[res [6]] ,N[res[10]],N[res[20]] ,N[res[40]],N[res[80]] ,N[res[160]]}]

-7
6. 3.14159 8.72654 10
-8
10. 3.14159 3.96506 10
—10
20. 3.14159 6.20008 10
—-12
40. 3.14159 9.68825 10
—13
80. 3.14159 1.5099 10
—15

160. 3.141592653589791 2.22045 10

Il est instructif de comparer cette table avec celle obtenue par la formule des trapézes. Ca doit faciliter
le choix de la méthode dans une situation pratique.

Malheureusement on peut pas utiliser directement la méthode de Simpson si le nombre des points de
base x; donnés est impair. Mais on a trouvé une solution de ce dilemme.

1.6.3 Formule de Simpson 3/8

Si une ,,bonne” fonction f (x) est donnée sur un nombre de points de base z; pair, on peut d’abord évalué
I’intégrale sur les trois premiers intervalles par la formule suivante:

y
y = £(x)
EY X
) X1 %2 X3 X4
Figure 1.7: Simpson’s 3/8—Regel
xr3 3
|5 @ e S (o) 437 (02) 4 3f (w2) + F (a).
xo

Si on écrit

/ff(ra)dxz/:f@)dm%jf(m)dm,

on peut évaluer la premiere intégrale en utilisant la formule ci-dessus et remplager la seconde intégrale
par la formule de Simpson pour un nombre pair d’intervalles. L’erreur totale de 1’approximation est de
I’ordre 1/n*, o bien h?.
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1-54 Exemple : Considérer I’intégrale

T sinx
/ dx
/2 L
Une intégration analytique n’est pas possible.

1. Calculer cette intégrale par la formule des trapézes avec une erreur de 10~% en maximum.

2. Calculer cette intégrale par la formule de Simpson avec une erreur de 10~% en maximum.

Solution :
sin x
f@) = 2
2sinx 2cosx sinz
" - _ i
24sinxz  24cosx 12sinx  4cosx sinx
fD(z) = — — + +

0 x? 23 22 x

Ainsi on peut démontrer que
p 10
|f" (z)] < — pourtout 7w/2<x<m
m

et
130

1f@ (2)] < == pourtout 7/2<z <.
Y

1. Pour la formule des trapezes on a
m/210 (7/2\* 107 (1\® _ [(1)°
| Erreur | < / / <
u —_— | —] = — - .
— 12 n 96 \n/ ~ \n

Sionan > 1000, I’erreur est plus petite que 10, En calculant I’intégrale par la formule des trapézes
avec n = 1000, on obtient beaucoup plus tard

| Mathematica |
Clear[f,x,n,a,b];
f[x_] = Sin[x]/x;
N[ trapez[f,Pi/2,Pi,1000],10]

0.4811749017

2. Pour la formule de Simpson on a
2130 (7/2\*  130x* /1\* 1\*
| Erreur | < /2180 (/2 =T (2) <22(=) .
180 = n 18032 \ n n

Donc il faut que
1076 /1\* 2.2 \ /4
— 2> | - ot n>|—— .
2.2 (n) (106>

Sion an > 39, lerreur est plus petite que 1075, En calculant I’intégrale par la formule de Simpson
avec n = 40, on obtient tout de suite

| Mathematica |
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Clear[f,x,n,a,b];
f[x_] = Sin[x]/x;
N[simpson[f,Pi/2,Pi,40],10]

0.4811748824

3. Par Mathematica on détermine la méme intégrale en utilisant les routines installées

| Mathematica
N[Integrate[f[x],{x,Pi/2,Pi}],10]

0.4811748838
I

4. Comme on joue avec la formule de Simpson, on voit que I’estimation de 1’erreur ci-dessus est d’une
tres mauvaise qualité. Une valeur plus petite pour n va produire une erreur assez petite.

| Mathematica |
Clear[f,x,n,a,b];
f[x-] = Sin[x]/x;
N[simpson[f,Pi/2,Pi,10],10]

0.481174526

1-55 Exemple : Vérifier la formule pour I’erreur par rapport a h. Calculer I’intégrale et I’ erreur pour
1
/ rsin x dx
-1

e avec la formule des trapézes pour n = 10, 20, 40 und 80.

e ecxactement.

e avec la formule de Simpson pour n = 10, 20, 40 und 80.

e Calculer le quotient pour deux valeurs de n en séquence. Qu’est—ce que vous trouvez? (Chercher la
raison pour ce résultat)

Solution:

| Mathematica
Clear[f,x,res];
f[x_] := x*Sin[x];
int := Integrate[f[x],{x,—1,1}];
res[n_] ={n,trapez[f,—1,1,n],trapez[f,—1,1,n]—int,
simpson[f,—1,1,n],simpson[f,—1,1,n]—int };
TableForm[{res[10],res[20],res[40],res[80]}]1//N

10. 0.611563 0.00922546 0.602282 —0.000054888

—6
20. 0.604641 0.00230381 0.602334 —3.41153 10

-7
40. 0.602913  0.000575792  0.602337 —2.12926 10

-8

80. 0.602481 0.000143938 0.602337 —1.33032 10
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|
¢

1-56 Exemple : Calculer les mémes résultats comme pour le probleme au—dessus, mais pour I’intégrale

1
1
—2|d
/_1|l‘ 7| T

Solution : La fonction n’est pas deux fois dérivable, donc on ne peut rien dire sur la convergence des
approximations numériques. La valeur exacte peut étre trouvée par un dessin.

| Mathematica |
Clear[f,x,res,int];
f[x-] = Abs[x—1/7];
int = ( 36+64)/98 ;
res[n_] ={n,trapez[f,—1,1,n],trapez[f,—1,1,n]—int,
simpson[f,—1,1,n],simpson[f,—1,1,n]—int };
TableForm[{res[10],res[20],res[40],res[80]}]//N

10. 1.02857  0.00816327 1.02476  0.00435374
20. 1.02286  0.00244898 1.02095  0.000544218
40. 1.02071 0.000306122 1.02 —0.000408163
80. 1.02054  0.000127551 1.02048  0.0000680272

|
Est—ce que vous pouvez expliquer le résultat au—dessous.
| Mathematica
newint = simpson[f,—1,1/7,2] + simpson[f,1/7,1,2];
{newint,int, newint—int }//N
{1.02041, 1.02041, 0} |
Tip: Examiner la fonction sur les intervalles partielles. &

1.6.4 Pascal-Programme zur numerischen Integration

Malheureusement cette section n’est pas encore traduit.

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine praktisch brauchbare Integrationsroutine zu entwerfen. Die zu inte-
grierende Funktion f(z), die Integrationsgrenzen a und b sowie die gewiinschte relative Genauigkeit sind
vorzugeben, dann sollte das Programm das Integral berechnen. Die vorgestellten Programme sind dem Buch
,Numerical Recipes in Pascal* von Press, Flannery, Teukolsky und Vetterling entnommen [ , ].
Es gibt auch Versionen dieses Buches fiir die Programmiersprachen Fortran, C, Java, .. ..

Trapezregel

Zuerst betrachtet man die Integrationsformel fiir die Trapezregel mit /N Teilintervallen.

= b—a b—a
TN:<f<a)+QZf(CL+i N )+f(b)> 5N
=1

Diese Formel kann auch auf die folgende Art graphisch dargestellt werden.
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— b—
N=6 (1 2 2 2 2 2 1) =
Nun sind die Summenformeln fiir 7 und 75y gemeinsam zu betrachten
N-1
Ty = (f@+2 S flatit)+ ) b
=1
IN—1 W )
Ty = (142 X St i) +10)) ¢
1=
Fiir N = 6 ergibt dies folgende Graphik.
— b—
N=6 (1 2 2 2 2 2 1) ST

N=I2 (1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1) b=

Hieraus kann man ablesen, dass

1 b—a b—a
Tov = 5T + 5 ;f(aﬂzz—n ~)

Somit kann 75 aus Ty berechnet werden, indem nur noch die neu dazukommenden Punkte beriicksichtigt
werden. Dies fiihrt auf die folgende Reihenfolge von Berechnungen:

Ty b T} 13 T16 ED)

Die PASCAL-Prozedur t rapezd beruht auf dieser Idee. Die Zeilennummern sind selbstverstidndlich nicht
Teil des Programms, sondern als Orientierungshilfe gedacht.

1: PROCEDURE trapzd(a,b: real; VAR s: real; n: integer);
2 (» Programs calling TRAPZD must provide a function

3: func (x:real) :real which is to be integrated. They must
4: also define the variable

5: VAR

6: glit: integer;

7: in the main routine. x)

8: VAR

9: j: integer;
10: X, tnm, sum,del: real;

11: BEGIN
12: IF (n = 1) THEN BEGIN
13: s := 0.5+ (b—-a)* (func(a)+func (b)) ;
14: glit :=1
15: END
16: ELSE BEGIN
17: tnm := glit;
18: del := (b—-a)/tnm;
19: X := a+0.5xdel;
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20: sum := 0.0;

21: FOR j := 1 to glit DO BEGIN
22 sum := sum+func(x);

23: X := x+del

24 END;

25: s := 0.5x(s+(b—-a)+xsum/tnm) ;
26: glit := 2xglit

27: END

28: END;

Diese Prozedur berechnet den n—ten Schritt der Trapezregel. Die Funktion func wird zwischen a und b
integriert. Wird sie mit n = 1 aufgerufen, so erhélt man eine sehr grobe Schitzung des Integrals. Darauffol-
gende Aufrufe mit n = 1,2, 3, ... (in dieser Reihenfolge) verbessern die Schitzung durch Dazufiigen von
272 weiteren internen Punkten. Nach dem Aufruf mit n wurden somit insgesamt 27! ++ 1 Stiitzpunkte ver-
wendet. An keiner Stiitzstelle wurde die zu integrierende Funktion zweimal ausgewertet, dies ist der grosse
Vorteil dieser Implementation. Die Rechenzeiten konnen erheblich verkiirzt werden.

Durch mehrfaches Aufrufen dieser Prozedur kann das Integral der Funktion func von a bis b berechnet
werden. Nun braucht man noch ein einfaches Verfahren, um das Integral mit einer vorgegebenen relativen
Genauigkeit (Anzahl richtiger Stellen) zu berechnen. Hier gibt es leider kein narrensicheres Verfahren. Die
verwendete Idee vertraut darauf, dass der tatsdchliche Fehler von 75 kleiner ist als die Differenz zwischen
T'x und T5p. Dies wird als Abbruchkriterium verwendet. Die folgende Prozedur berechnet das Integral
mit 6 richtigen Stellen. Durch @ndern der Konstante eps kann die gewiinschte Genauigkeit vorgegeben
werden. Es werden hochstens 279 ~1 11 Stiitzstellen verwendet. Wird die gewiinschte Genauigkeit hiermit
nicht erreicht, so stoppt die Prozedur mit einer entsprechenden Fehlermeldung ab. Die Wahl von jmax=20
limitiert die Anzahl der Stiitzpunkte auf maximal ca. 1 Million.

1: PROCEDURE gtrap(a,b: real;VAR s: real);

2: LABEL 99;

3: CONST

4: eps=1.0e-6;

5: Jmax=20;

6: VAR

7z j: integer;

8: olds: real;

9: BEGIN
10: olds := -1.0e30;
11: FOR j := 1 to jmax DO BEGIN
12: trapzd(a,b,s, J);
13: IF (abs (s—-o0lds) < epsxabs(olds)) THEN GOTO 99;
14: olds := s
15: END;
16: writeln (’pause in QTRAP - too many steps’); readln;
17: 99: END;

Nach diesen Vorbereitungen berechnet das ndchste Programm

PROGRAM pi_trap (input,output);

VAR a,b,integral : real;
glit :integer;

W N
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5:

6: FUNCTION func(x:real) :real;
7: BEGIN

8: func := 4/ (l+sgr(x))

9: END;
10:

11: {$SI TRAPZD.PAS}
12: {$I QTRAP.PAS}

13:

14:

15: BEGIN
l6: a := 0;
17: b := 1;

18: qgtrap(a,b,integral);

19: writeln(’'Integral: ’,integral,’ Fehler: ',
20: integral-pi,’ Stuetzpunkte: ’,glit);
21: END.

Simpson’s Regel

Hier muss aber sogleich herausgestrichen werden, dass die Trapezregel meist nicht die geeignete Methode
ist, um ein Integral zu berechnen, sondern Simpsons Regel sollte wegen dem besseren Konvergenzverhalten
verwendet werden. Hier ist die entsprechende Summenformel

b—a al ey
SQN:?)*QN (f(a)+42f($2i—1)+22f($2i)+f(b)> )
i=1 i=1

wobei x; = a+ z%‘—N“ Stellt man diese Formel fiir N = 6 graphisch dar, zusammen mit den entsprechenden
Termen fiir die Trapezregel, so ergibt sich.

Ts (2 4 4 4 4 4 2) b=
T, (1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 |t

S, (1 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 1) |l

Man kann ablesen, dass

2 1
3 3
d.h. die Simpsonregel fiir 2NV Stiitzpunkte ldsst sich leicht aus den Resultaten fiir die Trapezregel mit N
und 2N Punkten herleiten. Deshalb lassen sich die obigen Programme leicht modifizieren und mittels der
Prozedur t rapzd lasst sich die Simsonregel programmieren.

1
Son = = (2Ton — §TN) =-(4Toy —Tn)

1: PROCEDURE gsimp(a,b: real; VAR s: real);
2: LABEL 99;

3: CONST

4:

eps=1.0e-6;
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5: Jmax=20;
6: VAR
7 j: integer;
8: st,ost,os: real;
9: BEGIN
10: ost := -1.0e30;
11: os := —-1.0e30;
12: FOR j := 1 to jmax DO BEGIN
13: trapzd(a,b,st, J);
14: s := (4.0xst-ost)/3.0;
15: IF (abs(s-o0os) < eps*abs(os)) THEN GOTO 99;
16: 0s := s;
17: ost := st
18: END;
19: writeln (’pause in QSIMP - too many steps’); readln;
20:  99: END;

Nach diesen Vorbereitungen berechnet das Integral

mit dem folgenden Programm.

1: PROGRAM pi_simp (input,output);
2:

3: VAR a,b,integral : real;

4: glit :integer;

5:

6: FUNCTION func(x:real) :real;

7: BEGIN

8: func := 4/ (l+sgr(x))

9: END;
10:

11: {$I TRAPZD.PAS}
12: {$I QSIMP.PAS}

13:

14:

15: BEGIN
l6: a := 0;
17: b := 1;

18: qgsimp(a,b,integral);

19: writeln(’'Integral: ’,integral,’ Fehler: ',
20: integral-pi,’ Stuetzpunkte: ’,glit);
21: END.

Dieses Verfahren ist fiir die meisten Integrale durchaus effizient genug und wird deshalb auch oft einge-
setzt.

Zum Vergleich: gt rap verwendet 513 Stiitzpunkt und gsimp verwendet 17 Stiitzpunkte um das In-
tegral mit 6-stelliger Genauigkeit zu berechnen. Tatsdchlich erhdlt man mittels gsimp sogar 9-stellige
Genauigkeit.
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1.6.5 Intégration a I’aide de Gauss

Pour trouver une approximation de I’intégral d’une fonction f(x) avec peut d’évaluation de la fonction on
peut utiliser une idée de Gauss. Dans I’intervalle standard [—h , h] utiliser trois point de support +£h et0 et
des poids d’intégration w; et wg. Choisir tel que la formule

h
[ fta)do b (G £=6h) w0 £0)+ wr £(6h)
produit des résultats exactes pour des polyndmes des dégrées le plus hautes possibles. Donc examiner

Jh f@)de ~ b (wy f(—ER) +wo f(0) +wi f(ER))

ffh ldr = 2h = h(w;+wo+ wy) premigre équation
ffh rdr = 0 = Rh?(—wi&+ 0wy + wif) symétrie
ffh ?de = 20 = B3 (&4 wi€?) deuxieme équation
ffh pdr = 0 = h(—wi€+ 0w+ w&d) symétrie
ffh gtde = 2B° = B (w4 wig?) troisieme équation
ffh dr = 0 = hS(—wi& + 0wy + wi&d) symétrie
ffh Sdr = 2hT ~ KT (w1€5 4 wigd) détermine 1’erreur

Dans les équations ci—dessus on trouve un systeme de trois équations non-linéaires pour trois unconnues.

wog+2w; = 2
w & = %
wet = o
Dans le rapport de la deuxiéme et troisiéme équation on trouve £2 = g et donc £ = :t\/g . Puis utiliser la

deuxiéme équation pour trouver wy % = % et donc w; = g. La premiére équation rend wg = %. Donc on

trouve une formule de Gauss.

h h 3 3
/hf@;) do (5 f(—\/;h) +8F(0)+ 5f(+\/;h)>

A T'aide de I'intégration de % on voit que ’erreur de I’approximation de 1'intégrale pour une intervalle
standard [—h , h] est de 1’ordre O(h"). Pour une intégration globale (somme des intégrales sur des sous-
intervalles) on obtient un erreur de 1’ordre k5. Pour des valeurs de h petites I’erreur de 1’approximation sera
extrémement petit.

1-57 Exemple : Examiner I’intégral

w/2
I= / sin(z) de =1
0

a I’aide d’une intégration de Gauss avec une intervalle.

w/2—-0 =
ho= 2 4
1 ™ s
zo = 5;0+35)=7
3 s 3m
h
G = 5 B6f(e-)+8f(zo) +5f(z))
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En Octave utiliser

| Octave
x0 = pi/4; h = pi/4;
xm = X0 — sqrt(3/5)xh; xp = x0 + sqrt(3/5)xh;
Gauss = h/9%(5*sin(xm) + 8+sin(x0) + S5xsin(xp))
difference = Gauss —1
—>
Gauss = 1.0000
difference = 8.1216e—06

1.7 Exercices

1.7.1 Somme de Riemann

¢ Probléme 1-1:

Betrachten Sie die Funktion f (x) = 22 — 1 auf dem Intervall [0, 5] und unterteilen Sie das Intervall in n
Stiicke gleicher Linge. Bestimmen Sie die Ober— und Untersummen Sy (P,) und S ;(P,). Bestimmen Sie
die Limites, falls n gegen unendlich geht.

e Probleme 1-2:

Diviser I'intervalle [0, 2] en 5 secteur de la méme longueur et examiner la fonction f (x) = x (z—1). Trouver
la somme intégrale inférieure S;(P) et la somme intégral supérieure Sy(P). Trouver une représentation
graphique.

¢ Probleme 1-3:
Regarder I’intégrale

6
/ sinx dx
3

Diviser I'intervalle en 5 piéces de méme longeur et calculer la somme supérieure S(P) et inférieure S(P)
pour cette partition.

¢ Probleme 1-4:
Considérer la fonction f () = ¢ sur I'intervalle [0, 3] et utiliser des partitions en 7 intervalles de la méme
longueur pour démontrer que la fonction est intégrable et que

3
/ 2dt=9
0
e Probléeme 1-5:

Considérer la fonction f (z) = 72 sur I'intervalle [1, 4] et utiliser des partitions en n intervalles de la méme
longueur pour démontrer que la fonction est intégrable et calculer I’intégrale.

¢ Probleme 1-6:

Considérer la fonction f(x) = x? — 1 sur I'intervalles [4, 5] et subdiviser I’intervalle en n parties de la méme
longueur. Déterminer les sommes supérieure et inférieur Sy (P,) et S¢ (P, ). Déterminer les limites si n tend
vers I’infini.

¢ Probleme 1-7:
Diviser Iintervalle [0, 2] en 4 secteur de la méme longueur et examiner la fonction f(z) = cos(} z).

(a) Trouver I'intégrale exacte A de cette fonction sur cette intervalle.
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(b) Trouver la somme intégrale inférieure S ;(P) et la somme supérieure Sy (P).

(c) Trouver I’approximation de I’intégral par la régle des trapezes.

e Probleme 1-8:
Betrachten Sie die Funktion f (z) = cos (2z) auf dem Intervall [1, 4]. Als Partition P ist eine Unterteilung
dieses Intervall in 5 Stiicke gleicher Linge zu betrachten.

(a) Bestimmen Sie S (P).
(b) Bestimmen Sie S (P).

(c) Wihlen Sie als Zwischenpunkte &; die Mittelpunkte der Teilintervalle und bestimmen Sie
n
> f(&) Az
i=1

(d) Bestimmen Sie den Wert des Integrals exakt (mittels Hauptsatz).

(e) Vergleichen Sie die obigen Resultate und kommentieren Sie.

¢ Probleme 1-9:
Recalculer les intégrales ci—dessus a 1’aide du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral.

e Probleme 1-10:
Untersuchen Sie das Integral

2
/ el dt
0
(a) Zerlegen Sie das Intervall in 4 Stiicke gleicher Linge und finden Sie die exakte Formel fiir Sy = S ¥ (P).
(b) Zerlegen Sie das Intervall in n Stiicke gleicher Linge und finden Sie die Summenformel fiir S, = S (P).
(c) Finden Sie den exakten Wert der Summe .S,,.

(d) Bestimmen Sie den Grenzwert von S, fiir n — oo mit Hilfe der Regel von de 1’Hospital.

e Probleme 1-11:
Untersuchen Sie das Integral

2
/ et dt
0

(a) Zerlegen Sie das Intervall in 4 Stiicke gleicher Linge und finden Sie die exakte Formel fiir die Rie-
mann’sche Untersumme Sy = Sy (P).

(b) Zerlegen Sie das Intervall in n Stiicke gleicher Liange und finden Sie die Summenformel fiir die Rie-
mann’sche Untersumme S,, = Sy (P).

(c) Finden Sie den exakten Wert der Summe S,,.

(d) Bestimmen Sie den Grenzwert von S, fiir n — oo mit Hilfe der Regel von de 1’Hospital.
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1.7.2 Exercices de base

e Probleme 1-12:
Versuchen Sie diese Aufgabe ohne Skript und Formelsammlung zu 16sen.

(a) Geben Sie eine exakte Formulierung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung an.
(b) Formulieren Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

(c) Verwenden Sie den Mittelwertsatz um den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zu beweisen.

e Probleme 1-13:
Leite aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung das Theorem von Newton-Leibniz her.

e Probleme 1-14:
Finden Sie die Tabelle von unbestimmten Integralen in Ihrer Formelsammlung und verschaffen Sie sich
einen Uberblick.

e Probleme 1-15:
Décider lesquelles des fonctions suivantes sont continues par morceaux sur I’intervalle indiqué.
Entscheiden Sie, welche von den gegebenen Funktionen auf dem gegebenen Intervall stiickweise stetig sind.

(a) Fir z € [-10,10]

cos (1/x) fir x#0
fla) = )
0 fir =0
(b) Fiir 2 € [~10, 10]
xcos (1/x) fir z#0
flx) = )
0 fir =0
(c) Firz € [-10, 10]
1/x fir = >1
fla) = y
0 fir z<1
(d) Fiirz € [—10, 10]
cos a2 fir —10<2 <=2
f(x) =14 cos(2z) fir —2<x<0
cos/x fir 0<z<10

e Probleme 1-16:
Décider si les fonctions suivantes sont intégrables sur I’intervalle indiqué. Justifier la réponse.

(a) sin (2z — 22 + cos ) auf [0, 6].

(b) sin (1/z) auf [1, 6].

(c) sin (1/z) auf [—1,1].

(d) xsin (1/z) auf [-1,1].

@ f(x)=1fallsz <0, f(z) = 3z* — 5 falls & > 0 auf [-10, 10].

) f(x)=1fallsz € Qund f (z) =0 falls x ¢ Q.
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o Probleme 1-17:

Beweisen Sie, dass die Funktion f (z) = sin (1/2) auf dem Intervall (0, 1] integrierbar ist, obwohl sie nicht

stiickweise stetig ist.
Diese Aufgabe ist (zu) schwierig.

¢ Probleme 1-18:
Fiir eine oft differenzierbare Funktion f(z) setzen wir

3h
= /f(a:) dx

—3h
Berechne p
— I (h).
an L)
e Probleme 1-19:
Calculer
z—sin(2 )

1.7.3 Calcul des intégrals

e Probleme 1-20:
Calculer les expressions suivantes (sans calculatrice).

a = /2x3—ex/3da: flz) = /0 (/ sinh (z d:1:> dt

—2 2
b = /2 z* cosh (z°) dx d = / sinh (sin (z3)) dz
2

e Probleme 1-21:
Trouver les expressions suivantes

s t
a = /x3—2mdx d = /(/ 13xdaz) dt
0 1

b = /xS cosh(z?) dx e = /((33_2)2 dx

, r—2)34+13
2

c = / e ¥ sin(x) dx

-3
o Probleme 1-22:

Calculer d’une fagon exacte, veut dire pas de résultat numérique de la calculatrice.

o = [ sin(2a) do d = [t ol ds

z

d
b = /w\/1+3x2dx e = — sinh(cos z) dx

dZ 1
7
g2
c = /:):e dx
-7
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e Probleme 1-23:
Calculer les expressions A, B, C' und D ci—dessous d’une fagcon exacte, sans utiliser la calculatrice.

o d [*sin(z)
A = 1 2 C — . d
[ o [
2
B = / (1+ z) cosh(z) dz D = /x Inz dz
2

Tuyau pour B: partager en deux intégrales et symétrie
Tuyau pour D: intégration par partie

¢ Probleme 1-24:
Trouver les expressions suivantes d’une fagon exacte.

3 4
A = /mS—xdm D =
T2 -

5= [ Ve E =
0
c = / cosh (s) ds

e Probleme 1-25:
Calculer les intégrales suivantes exactement montrer les pas intermédiaires (sans calculatrice).

3 1 1 w/4 sin ¢
A = 2+ —d D = / ——d
/0 37 T2 o l+cos?¢ ¢
3 4
B = / ze ™ dx E = / sin(z — 2) e@=2*
-3 0

o /2 - e d Tuyau: Dessiner et réfléchir
= e“? coshe“* dx
0

¢ Probleme 1-26:
Déterminer les intégrales indéfinies suivantes.

a = /cos(5a:)da: c = /3(x4—2x)3dx

b = /x20085 dz

¢ Probleme 1-27:
Trouver les expressions suivantes

a = /2x3—cos§dx fz) = /Z</1tsin(7x)d:c> dt

-2 2
b = /1 z*sinh (22°) da d = / sinh (sin (2°)) dz
-2

[e=]

¢ Probleme 1-28:
Untersuchen Sie die folgenden Ausdriicke
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(a) Berechnen Sie exakt (c¢) Bestimmen Sie
s 2 2 1 d
[ s |
(b) Berechnen Sie exakt (d) Bestimmen Sie
2 d sin t2
2 (y%) _ — _dt
/_2 el dy dx /0 1+ t2

o Probleme 1-29:
Bestimmen Sie

/ sin'” z dx

2 2

Diese Aufgabe ist etwas schwieriger zu 16sen. Tip: sin“ x = 1 — cos® x und binomischer Lehrsatz.

1.7.4 Intégration par partie

o Probleme 1-30:
Vérifier la formule

/l’COSJI dx =cosx +x sinz + ¢

¢ Probleme 1-31:
Durch zweifache partielle Integration ergibt sich

/xzsina: dr = —a%cosx + 22 sinx + 2cosz + ¢

¢ Probleme 1-32:
Verwenden Sie partielle Integrationen um die folgenden Formeln zu verifizieren.

/l‘sin (ax) dx = Smaglx) B $COSa(a:z) Lc
/CL‘COS (ax) dz = cos (ZCW) n x sin (ax) Lo
a a
2
/x2 sin (az) dv = (21—:; sin (az) — (% - %) cos (az) + C
[l gy _coslan) _, frintan)
2 - - .

¢ Probleme 1-33:
Bestimmen Sie die folgenden Integrale mittels partieller Integration

a = /cos2xda: d = /xeg’md:r

b = /xexd:v e = /3xsin(2:v) dx

c = z2e® dx f = 2% cos (z/4) dz

Kontrollieren Sie die Resultate mittels Ableiten, einer Tabelle oder Mathematica.
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¢ Probleme 1-34:
Die Konstante K ist gegeben durch

7
/ e dr = K ~ 1.77
-7

Bestimmen Sie den exaken Wert des Integrals

Das Resultat wird K enthalten.

. _ 2 _ 2
Tip: 22 e™ =2 -ze ™™

¢ Probleme 1-35:

Schreiben Sie das Integral um, so dass im Resultat nur noch Integrale mit der Funktion f(z) vorkommen
(keine Ableitungen mehr).

Réécrire I’expression ci—dessous tel qu’on ne trouve que la fonction f(z) dans I'intégrale (plus de dérivée).

/Z 23 7 () da

0

1.7.5 Substitution

¢ Probleme 1-36:
Calculer les intégrales

a = /Cos4x-sin:cdx
b = /cos(2x2+x)‘(4x+1)d:c

e Probleme 1-37:
Remplacer les points d’interrogation ci—dessous par des fonctions (non zéro) telle qu’on peut calculer les
intégrals avec des substitutions. Puis trouver les intégrals indéfinie.

(a) (©

/sin4 (7x) dx / V1+sin?z| ? |dw
(b) (d)

/(x6—x)17d95 /mig,x)gdw

¢ Probleme 1-38:
Bestimmen Sie die folgenden bestimmten Integrale mittels Substitution.

3
a = /:csin:n2d:n
0

1
b = /xe_3m2 dz
0

c = /0 (sin (7x) — 2®)3(7 cos (Tx) — 32%) da
-2
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o Probleme 1-39:

Remplacer le point d’interrogation ci—dessous par une fonction (non zéro) telle qu’on peut calculer I’intégral

avec une substitution. Puis trouver 1’intégrale indéfinie.
/cosh3 (4z) dx

1.7.6 Fonctions rationelles

o Probleme 1-40:
Bestimmen Sie

/ S5x+ 11 A
2+ 32x—10

o Probleme 1-41:
Bestimmen Sie

99—z
—d
/ 2 —27—24 "
o Probleme 1-42:
Calculer

/ x7—5 dr
2 —-6x+9

o Probleme 1-43:

Calculer

/ 1522 4+ 262 — 5
St e 7

3+ 322 —4

o Probleme 1-44:
Trouver

/ 3z —4 d
— aAX
2 —6zx+34

o Probléeme 1-45:

Un des deux intégrales existe

1 1 1 1
A:/O R B:/O i@

(a) Décider laquelle des deux intégrales définies existe.

(b) Trouver une fonction primitive.

(c) Trouver la valeur exacte de I’intégrale.

o Probleme 1-46:

Untersuchen Sie die Funktion
3 —2r+1

(22— 1) (22 + 7Tz +12)

flx) =

(a) Finden Sie die Partialbruchzerlegung der Funktion f(x).

/f(:];) dz

(b) Bestimmen Sie
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(c) Bestimmen Sie

o Probléeme 1-47:
Trouver

Tip: e* = u

o Probleme 1-48:
Trouver

/ sin x d
x
cos x (1 + cos? x)

Tip: cosx = u

1.7.7 Intégration numérique

e Probleme 1-49:
Ecrire un programme (Modula, Pascal, C, HP-48,Mathematica . ..) pour calculer

/abf(:c)d:c

si f, a, b etn (pair) sont donnés, en utilisant la formule de Simpson.

¢ Probleme 1-50:
Betrachten Sie das Integral

2
/ COST .
o T +1
(a) Zerlegen Sie [0, 2] in 4 Teilintervalle gleicher Linge und verwenden Sie die Trapezregel um das Integral
approximativ zu berechnen.

(b) Zerlegen Sie [0, 2] in 4 Teilintervalle gleicher Lange und verwenden Sie Simpson’s Regel um das Integral
approximativ zu berechnen.

(c) Zerlegen Sie [0, 2] in 5 Teilintervalle gleicher Linge und verwenden Sie Simpson’s Regel um das Integral
approximativ zu berechnen.

¢ Probleme 1-51:
Betrachten Sie das Integral

3
1
/d:z:
1 X

(a) Bestimmen Sie die minimal notwendige Zahl von Teilintervallen, um das Integral mittels der Trapezregel
mit einem Fehler der sicher kleiner ist als 102 zu berechnen.

(b) Bestimmen Sie die minimal notwendige Zahl von Teilintervallen, um das Integral mittels der Simpson-
regel mit einem Fehler der sicher kleiner ist als 102 zu berechnen.

¢ Probleme 1-52:
Betrachten Sie das Integral

0.5 ,
/ e dx
0

Eine analytische Integration ist hier nicht moglich.
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(a) Teilen Sie das Integral in 4 Stiicke gleicher Linge auf und berechnen Sie das Integral approximativ mit
Hilfe der Methode von Simpson.

(b) Wie viele Werte der Funktion miissen berechnet werden, damit der Fehler bei einer numerischen Integra-
tion mit Hilfe der Trapezregel kleiner als 10~ wird? Die Antwort ist zu begriinden.

o Probleme 1-53:
Examiner I'intégrale

3
I:/ sinh (2z) dx
0

(a) Diviser I’intervalle en quatre sections de méme longueur. Puis trouver une approximation numérque de [
a I’aide de la formule de Simpson.

(b) Combien (valeur de n) de sections sont nécessaire pour que I’erreur d’une approximation par la formule
des trapézes rend un erreur plus petit que 1075 ?

(c) Combien (valeur de n) de sections sont nécessaire pour que 1’erreur d’une approximation par la formule
du Simpson rend un erreur plus petit que 10~ ?

o Probleme 1-54:
Soit

f(=h/2)=ca  f(h/2)=a

(a) Trouver un polyndme p (x) du degré 1 tel que

p(=h/2)=c_1  p(h/2)=¢

h/2
/ p(z)dz
—h/2

Comparer le résultat avec la formule du trapeze.

(b) Calculer en suite

¢ Probleme 1-55:
Untersuchen Sie die Taylorentwicklung einer Funktion

SO o SO o DO 4

F@)=10)+ 10+ - -

und den Stiitzstellen bei x = +h/2. Wie sind die Gewichte w_; und w; zu wihlen, damit in der obigen
Funktion moglichst viele Terme korrekt integriert werden durch die Formel

h/2
/ f (@) dwmwy f(—h/2)+wn f (h/2)

—h/2

¢ Probleme 1-56:
Die Aufgabe 1-55 kann auch mit drei Stiitzstellen bei —h, 0 und h durchgefiihrt werden mit den Gewichten
w_1, wo und wy und der approximativen Formel

h
/_ 1 (@) do o f(=h/2) 4w £ 0)+ 1 £ (1/2)

Leiten Sie daraus die Formel von Simpson her und bestimmen Sie die Ordnung des Fehlers.
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o Probleme 1-57:
Soit

f=h)=ca  fO)=co [f(R)=a

Trouver un polynéme p (x) du degré 2 tel que

p(=h)=c1  p0)=co ph)=a

/f;p(x)d:v

Comparer le résultat avec la formule d’intégration de Simpson.

et calculer en suite

¢ Probleme 1-58:
Eine oft differenzierbare Funktion f (x) ist gegeben auf dem Intervall —h < x < h. Das Integral soll
numerisch approximiert werden durch

h
/_hf(w) dv g1 f(—2)+ g1 f(2)

mit den zu bestimmenden Gewichten g_1, g; und fiir ein 0 < z < h.

(a) Bestimmen Sie die Werte g_; und g1, indem Sie verlangen, dass die Approximation fiir Polynome vom
Grad 1 das exakte Ergebnis liefert.

(b) Bestimmen Sie den korrekten Wert von z, indem Sie zusitzlich verlangen, dass 22 exakt integriert wird.

(c) Bestimmen Sie die Ordnung des Fehlers (beziiglich /), indem Sie f (z) durch eine Taylorapproximation
ersetzen und die Ergebnisse der exakten Integration mit der Approximationsformel vergleichen.

e Probleme 1-59:
Fiir eine oft differenzierbare Funktion f(x) setzen wir

(a) Finde die ersten drei Terme (inkl. h3) der Taylorentwicklung von E (h) = T (h) — I (h).

(b) Leite eine Formel her, um fiir gegebene a und b das Integral

/abf(x)d:c

approximativ zu berechnen. Bestimme die Ordnung des Fehlers.

(c) Fiir Polynome bis zu welcher Ordnung wird die Formel exakte Resultate liefern? Teste.

1
/ 2° dx
0

approximativ mittels 6 Stiitzpunkten im Inneren von [0, 1].

(d) Berechne
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o Probleme 1-60:

Bei einem Fass wird auf verschiedenen Hohen A der Umfang U ge-
messen. Berechnen Sie aus den gegebenen Daten das Volumen des
Fasses numerisch mit den Simpson—Regeln

Pour quelques hauteurs i on a mesuré la circonférence U d’un ton-
neau. Trouver le volume du tonneau par des méthodes numériques
avec les regles de Simpson.

o Probleme 1-61:

hcm | U cm
0] 200
20 | 210
40 | 215
60 | 214
80 | 208
100 | 195

Pour un barrage de 80 m de hauteur on a mesuré tous le 10 m de hauteur la largeur du mur. On a obtenu les

résultats suivants:

b=135

b=115

b=102

(a) Utiliser la regle de Simpson pour calculer la surface du barrage.
Tuyau: on connait la largeur de ce barrage tout en bas.

m
m
m

b=90 m
b=79 m
b=71 m
b=60 m
b=48 m

(b) Une force F' appliquée sur une surface A peut étre exprimée par la pression p selon la formule suivante

Force= surface - pression ou

La pression dans un liquide est donné par
p=pgh,

F=A-p.

ou p est la densite et h la profondeur au-dessous de la surface du liquide. Prendre les valeurs g = 1075 et

p = 100024

Le lac étant completement rempli d’eau, calculer la force totale sur le barrage.

¢ Probleme 1-62:
Betrachten Sie das Integral

5 1
- 4
/2 (z+2)3 "

(a) Bestimmen Sie das Integral exakt.

(b) Bestimmen Sie die minimal notwendige Zahl von Teilintervallen, um das Integral mittels der Simpson-

regel mit einem Fehler der sicher kleiner ist als 10~% zu berechnen.

¢ Probleme 1-63:
Regarder I’intégrale

5 1
g
/Q(m—10)2 v
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(a) Calculer la valeur exacte pour I’intégrale.

(b) Trouver la nombre n minimal, tel que I’approximation de I’intégrale par la formule de Simpson produit
un erreur plus petite que 1076,

o Probleme 1-64:
Calculer

i T
A= in— d
/Osm4 x

(b) avec la regle des trapezes et les trois points de support o = 0, 71 = 5 et x2 = 7.

(a) exacte

(c) avec la regle de Simpson et les trois points de support xg = 0, 71 = 7 et 13 = 7.

(d) Comparer les résultats ci—dessus et donner un commentaire.

o Probleme 1-65:

Schwingungsdauer eines Pendels

Das skizzierte Fadenpendel mit der Linge [ und der Masse m schwingt
fiir kleine Auslenkwinkel ¢ nahezu harmonisch, wobei die Schwin-
gungsdauer 7" aus der Ndherungsgleichung

2
T =27 l 1
g

berechnet werden kann.

Die exakte Berechnung der Schwingungsdauer erfolgt nach der Integralformel

w/2
l 1
Ty =44/ - /du A = sin (po/2)
\/; J V1= X2sinu

wobei g der maximale Auslenkwinkel ist. Berechnen Sie dieses Integral und somit die Schwingungs-
dauer 75 fiir die Winkel ¢ = 2, 10°, 20°, 30°, 60°, 90°, 140°. Erstellen Sie eine Tabelle mit den relativen
(prozentualen) Unterschieden von 77 und 7%. Zur Integration von 75 kann das Simpsonverfahren mit n = 10
verwendet werden.

¢ Probleme 1-66:
Weshalb liefern die in den Notizen vorgestellten Pascal-Programme fiir das Integral

2
/ 1 + sin?(4z) dx
0

sehr schnell ein sehr falsches Resultat? (Tip: zeichne den Graphen dieser Funktion)
Kann man dieses Problem besser in den Griff bekommen oder sogar eliminieren?
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o Probleme 1-67:

Thickness of ozone layer
Suppose p (x) is the density (in cm/km) of ozone

in the athmosphere at a height of  km above the zkm | p(z) spring | p (z) autumn
ground. For example, if p (6) = 0.0052, then at a 0 0.0034 0.0038
height of 6 km there is effectively a thickness of 6 0.0052 0.0043
0.0052 cm of ozone for each km of athmosphere.
The thickness of the ozone layer between heights a 12 0.0124 0.0076
and b can be found by the integral 18 0.0132 0.0104
b 24 0.0136 0.0109
/a p(z)de. 30 | 0.0084 0.0072
36 0.0034 0.0034
Values for p (x) found experimentally are shown in
the table on the right. Use Simpson’s rule to esti- 42 0.0017 0.0016

mate the thickness of the ozone layer between the
altitudes of 6 km and 42 km during both spring and
autumn.

¢ Probleme 1-68:

An electrician suspects that a meter showing the total consumption () in kilowatt hours (kwh) of electricity
is not functioning properly. To check the accuracy, the electrician measures the consumption rate R directely
every 10 minutes, obtaining the results in the following table.

t (min) 0 10 20 30 40 50 60
R (kwh/min) | 1.31 | 1.43 | 1.45 | 1.39 | 1.36 | 1.47 | 1.29

(a) Use Simpson’s rule to estimate the total consumption during this one hour period.

(b) If the meter reads 48792 kwh at the beginning of the experiment and 48953 kwh at the end, what should
the electrician conclude?

¢ Probleme 1-69:
(a) Examiner I’intégral f03 e~2t dt 41’aide des méthodes numériques. L erreur d’approximation doit &tre plus
petit que 1075 . Combien de points de support doit on prendre si on utilise
e la méthode des trapezes?
e la méthode de Simpson?

(b) Dans une riviere on mesure la température de I’eau une fois par heure. Déterminer la température
moyenne entre 9:00 et 17:00 4 I’aide de la méthode de Simpson.

Temps 9:00 | 10:00 | 11:00 | 12:00 | 13:00 | 14:00 | 15:00 | 16:00 | 17:00
Temperature | 24.1 | 25.0 | 284 | 29.1 | 303 | 302 | 27.3 | 259 | 239

1.7.8 Problémes mixtes

¢ Probleme 1-70:
Trouver les expressions suivantes
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(a)

X
223 — cos = d
/l’ COS3I’

(b)
-2
/ x4 sinh (22°) da
1

o Probléeme 1-71:

(©)
£(z) = /0 (/j sin (72) d:p) dt
(d

/2 sinh (sin (z3)) dz

-2

Utiliser I’intégration par partie (deux fois) pour trouver I’intégrale indéfinie.

o Probléeme 1-72:

/x2 cosh (=7z) dz

Remplacer la boite vide par une fonction de sorte qu’on puisse calculer I’intégrale. Puis trouver 1’intégrale.

2
/ sin (23 — 2z) dx
-1

o Probléeme 1-73:

Verwenden Sie zweimal partielle Integration um das folgende unbestimmte Integral zu berechnen.

e Probleme 1-74:
Calculer les expressions suivantes

(2)
2 -3
/($3_9$)1/5 dz
(b)
2% L hzd
/ —{—?COS T ax
©

2x
_r g
/334 TR

¢ Probléme 1-75:
Gegeben ist die Funktion

/ 2% sinh (x/2) dx

(d)
3
/ cosh (2z + 1) dz
0
(e)
2
/x d
(x+2)2+3
®
/ sin® z dx
0
Tip: sin®z = 1 — cos® x

72

f ) =

Eines der beiden Integrale

(x+2)(z—2)(x—4)(x—2)

/03 f(x) dx  oder /_11 f(z) dzx
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kann berechnet werden.
Entscheide welches und bestimme den Wert ohne Zuhilfenahme des Taschenrechners.

e Probleme 1-76:
Trouver une primitive de

—2 et 1 sont les zeros du dénominateur.

o Probléeme 1-77:
Calculer

¢ Probleme 1-78:
Calculer les intégrales suivantes:

(@ (©)

3 .
/ cosh (2z + 1) dx /sm x dx

0
(b) Tip: sinfx=1-cos? x
/ V9 — 422 g
—dx
x

¢ Probléme 1-79:
Examiner la fonction f (x) = e® sur I'intervalle [—1,1]. Diviser I'intervalle en n morceau de la méme
longeur.

(a) On cherche une approximation de la fonction. Trouver le nombre n tel que I’erreur maximale d’une
approximation linéaire par morceau est plus petit que 1075,

(b) On peut utiliser la partition ci-dessus (partie a) et la méthode de Simpson pour calculer I’intégral | El e* dx.
Estimer I’erreur maximal de cette approximation. Ne calculer pas 1’intégral.

1.7.9 Solutions de quelques problemes

Solution pour probléeme 1-3 :

Sf(P)=0.6-(sin3 +sin3.6 +sin4.2 + sin 5.4 + sin 6) ~ —1.335
S;(P) =06 (sin3.6+sind.2 + (—1) + sin 4.8 + sin5.4) ~ —2.4498

Solution pour probleme 1-5 : Mit Riemann’schen Summen arbeiten und fiir n € N sei h = 3/n und

n—1 n—1
S¢(P) hz7x?:h27(1+z’h)2
i=0 =0
n—1 n—1 n—1 n—1
= ThY (1+42ih+@h*)=Th> 1+14h> Y i+ 7h* > i
=0 i=0 i=0 i=0
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1 —Dn2n-1
VY2 oL P S it L1 €2

6
(n—1)n (n—1)n(@2n-1)
— 7.3414-92 "2 7. 97
* 2n2 T 6713
1 2
= T3414-90 47272 =147
und
i=1 i=1
= ThY (1+2ih+@h%) =7h Y 1+14r> Y i+ 7h Y i
i=1 — g £
2
1 (2n+1
2n? 613
1 2
= T34 1495 47275 = 147
Beachte

S(P) < 147 < S¢(P)

Das Resultat wird bestitigt durch

4 4 3
7 7407
72% dr = - 2® = — — - =147
/1 et de=ga’| 3 3
Solution pour probléme 1-7 :
(a)
2 2
4 4
A= /0 cos(% x)dr = = sin(%x) e—0 = sin(=) — 0= -

(b) Da die Funktion im Intervall [0, 2] monoton fallend ist, sind die Ober- und Untersumme leicht abzu-

geben.
S(P) = % (f(0.5)+ f(1)+ f(1.5)+ f(2)) ~ % (0.92388 + 0.70711 + 0.38268 + 0) ~ 1.0068
S(P) = % (f(0)+ f(0.5) + f(1)+ f(1.5)) = % (14 0.92388 + 0.70711 + 0.38268) ~ 1.5068

(c) Eine genaue Inspektion zeigt, dass das Resultat der Trapezregel durch den Mittelwert der Ober- und

Untersumme gegeben ist.
1 _
Ti=3 (S(P)+ S(P)) ~ 1.2568
Diese Vereinfachung ist nur fiir monotone Fuktionen korrekt.

Ein einfacher Test der Rechnungen ist

S(P)<Ty~ A< S(P)

Solution pour probleme 1-10 :



CHAPITRE 1. LINTEGRALE DEFINIE

60

(a)
2 (0, 12, 1, 32
54—1 <€ +el+e +e )
(b)
Sn = 2 (eo Fe2m et Syt 62(”_1)/”>
n
9 n—1 2%
= —_ en
n
k=0
(¢) Es handelt sich um eine geometrische Summe mit Faktor e2/” und wegen
-1
T =7
k=0 1
gilt
2 1—¢? o 1/n
Sn n1—e2/n =2(1-¢) 1—e2/n

(d) Mit Hilfe der Substitution x = 1/n ist der folgende Grenzwert zu bestimmen.

T
lim 2(1—-¢€%) —— = 2(1-¢€%) lim ——
:pi%l—l- ( © ) 1—€QZ ( € ) :E—1>I%)l+ 1_€2m

1
_ 2 :
= 20=e) B —

1
= 2(1—62)—2:62—1

X

Solution pour probleme 1-11 :

(a)
2/ _ip ~1 —3/2 -2

Sy = 1 (e +e t4e +e )

(b)
R A L L )
n
2 o~ 2
= — e n
n
k=1

(c) Es handelt sich um eine geometrische Summe mit Faktor e~2/" und wegen

qu:qll_qQ

k=1

n n

gilt
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(d) Mit Hilfe der Substitution x = 1/n ist der folgende Grenzwert zu bestimmen.

—2x
e x
li 201—e?) 22— = 2(1—¢"?) 1 —_
x—l>r(r)l+ ( ) 1—e 22 ( ) x—l>r(r)l+ e2r — 1
1
_ R N
= 2 (1 € ) wligl—l- 2 €2$

= 1—¢2

Solution pour probléeme 1-16 : integrierbar, integrierbar, nicht leicht entscheidbar, integrierbar, integrier-
bar, nicht integrierbar.

Solution pour probléeme 1-18 : 3(f (—3h) + f (3h))
Solution pour probleéeme 1-19 : Théoréme fondamental et une substitution z = x — sin(2x)
z

F(z)= / cos (€3 dt

-1

dilz F (2) = cos (e3?)
d .
e (x —sin(2z)) =1 —2 cos (2x)
s—sin(22)
% / cos(e®) dt = cos (3 @52 2))) . (1 — 2 cos (22))

-1

Solution pour probléme 1-21 :

. 1 1
a = /w5—2xdx:/$3—e“n2da::x4—exan—i—C
4 In 2

1
b = /m?’ cosh(z?) do = 1 sinh(z?) + C

3
c = / e’ sin(z) dr =0 wegen Symmetrie
-3

d = /OS</1t13xd:r) dt_/os<123 (t2—1)> dtzg <t§—t>

_ (z — 2) 1 3
e = /(x2)3+13dx_31n\(x 2+ 13|+ C

Solution pour probleme 1-22 :

1 1
a = /x2+sin(2:c) dx:§x3—§ cos(2x) + ¢
1 12
b = /$\/1+3x2dx—6/6x(1+3x2)1/2dm—63(1+3x2)3/2+c
7 2
c = / ze ¥ dr =0 wegen Symmetrie
-7

d = /635/3 + Cos(g) de = —3e7 /342 sin(g) +c

e = — sinh(cos x) dx = sinh(cos z)
dz 1
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Solution pour probléme 1-23 :

27 ) $3 2m
A = /_7r sin(z) + z da::—cos(x)—kg o
2 3 3 9 3
= —cos(27r)+( ;:) —(—cos(—w)—%):—2+%=—2+37r3

2 2 2

B = / cosh(x) dz + / x cosh(z) dx = sinh(x) ‘ o T0=2sinh(2)

-2 -2 *_
verwende Symmetrie

d [!si in(t
c = — sin(z) dr = sin(t) Hauptsatz
dt 0 X t
x? 21 x? T x? x?
D = /xlnxd:v—2lnx—/2xd:p—2lnx—/2daz—2lnx—4—|—0

Bei D fiihrt eine partielle Integration “in die andere Richtung” nicht zu einem einfacheren Ausdruck. Die
Rechnung fiihrt zu einer Gleichung fiir D und somit auch zur Losung.

x

L wmr—2) = mz+Z-1

da:<m nx— ) nx—i—m
/:Ulnxdx:x-(x-lnw—x)—/l-(w'lnx—:n)d:c

1
= x'(x‘ln:z:—x)+2x2—/x'lnxdx

D

1
2D = xQ-lnx—§x2+C

Solution pour probleme 1-24 :

A = /3x3—aj4dx— aj_wj’
—2 2 4 10/ |,__,

34 35 24 25 81 —16 243+32

3

410 4 10 4 10
65 275  325-550 —225  —45
4 10 20 20 4

22
2

B:/ Vi dt =
0

™

C = cosh s ds = sinh s
—TT

= 2sinh 7
s=—T

D = ffﬂ 53 cosh s ds = 0 wegen Symmetrie.
Fiir F kann eine Integral-Tabelle verwendet werden

s ™
E = / S2COSSdS:2/SZCOSSdS
-7 0

™

(45 coss — 4 sins + 2 s sins)
= A4

s=0

Solution pour probleme 1-25 :
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(a)

3 4
1 1 1
A:/1‘3+2d$:x - —
0 3 X 12 xl‘:O

Wegen der Division durch Null ist dieses Integral nicht definiert.

(b)

3
B = / ze ™ dr =0 wegen Symmetrie
-3

(c) Eine Substitution u = e2* fiihrt auf

2

2
1 1
C= / €%* coshe®® dx = = sinh e** = - (sinh et — sinh 1)
0 2 =0 2
(d) Die Substitution u = cos¢ mit du = — sin ¢ d¢ fiihrt auf
V22 g 1 ™
D:/1 H_quu:arctanu‘u\/5/2:4—arctan2

(e) Die Funktion ist ungerade beziiglich des Punktes (x,y) = (2,0) und folglich ist

FE = / sin(x e@=2? gz — 0

Solution pour probleme 1-28 :
(a)

648

‘3 35 3
—+2-3 9.-3=—=129.6
5+ + 5

3 3 5
/(m2+3)2dx:/934+6x2+9d:12:$5—I—2x3+9:c0:
0 0

(b) Substitution u = 33 mit du = 3y dy

2 3 I 1 |
/2y2e(y)dy:3/8e“du:36“/8:3(68—68)

(c) Partialbruchzerlegung

1 1
23 +522+6x z(z+2)(xr+3)
A B C
- E+x+2+x+3
 A@H+2)(z+3)+Ba(x+3)+Cx(x+2)
a z (z+2) (z +3)
Einsetzen von x = 0, x = —2 und x = —3 liefert sofort

1=A46 , 1=B(-2) und 1=C3

und somit

C 1 1 1
/ 7dx:fln\x]—§ln]x+2]+§ln]x+3]+c

/x3+5w2+6x +3 6
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(d)
sin? z

el =
dx Jo 1+ ¢2 1 +sin’z

d sin © t2
COS T

Solution pour probléeme 1-29 : Bei der Aufgabenstellung ist ein Fehler unterlaufen. Die gestellte Aufgabe
ist etwas schwierig, aber mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes losbar.
(1 — cos? z)® sin z da

/sin”x dr = /
/(kzg:()( i > (=1)% cos?k a:) sin x dx
_ 28: (( 2 ) (—1)* /cos%x sinwdm)
k=0

8 1
> (1R T g2kt a:) Le

gilt mit partieller Integration

—x2 2
/x2ewdx = /xxemda:

Also ist

7
a2 —T 2
/x2exdm = —e*”
0

Es wurde verwendet, dass

7 7
/ e’ dmz1 / e’ dx:E
0 2 /. 2
Solution pour probléme 1-35 : Particlle Integration
3 gl _ 3 ¢ 2 p!
/:Uf(a:)daz = :cf(x)—/?)a:f(x)dx
= m3f’(x)—3x2f(x)+/6xf(w)dw

Somit

z

xzo—l-/zfixf(x)dx
0
= sz’(z)—?)zzf(z)—l—/Zﬁxf(x)dm

0

/ B @) de = (28 f (2) — 342 f ()

0
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Solution pour probléme 1-36 :
4 . —1 5
CoS x‘smxdar:? cos” x4+ C

b = /cos(2x2+x)'(4x+1) dx = sin (22% + )+ C

Solution pour probleme 1-37 :

(a)
. 4 1. 5
/sm (7x) cos (7Tx) do = 3z Sin (Tx)+ C
(b)
/(:1;6 — )" (62° —1)de = % (2% —2)8+C
(©)
/\/1 +sin?x (2 cos = sin z) dx = ; (1+4sin?2)%2 + C
(d)

2 3z —2 3z\—1

Andere richtige Losungen sind moglich fiir diese Aufgabe.

Solution pour probleme 1-38 :

3
1
a = /wsinxde:—Cosg
0 2 2

1

3.2 -1 _5.2

b = /xegx de = — 3%
0

1
—1 1
:7673—}—7

6 6 6

=0

c = /0 (sin (7x) — 2®)3(7 cos (Tx) — 32%) da
_92 .
3)4

1
1 (sin (7z) — x .

= = (sin(-14) - (-2
= i (sin (14) — 8)*
Solution pour probléme 1-39 : Substitution , oder auch Kettenregel
/(:osh3 (4x) (sinh(4x)4) dox = i cosh? (4z) + C
Solution pour probléme 1-40 : Faktorisierung der Nenners
2 +32-10=(z—2) (z+5)
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Partialbruchzerlegung
Sz + 11 A B 3 2

x2+3x—10:x—2+x+5:x—2+x+5

Integration

bz + 11 1 1
T e =3 ) ——de+2 [ —— dr=3In|z—2|+2l 5|+ C
/3:2+3:C—10 v /:c—2 v /x—i—5 v=3Injz =2+ 2| +5+

Solution pour probleme 1-41 :

-9 —=x 1 3

Solution pour probléme 1-42 : Nullstellen des Nenners

22 —6x+9=(z—3)>

Partialbruchzerlegung
r—-5 A n B
(r—3)2 -3 (r—3)2
(x—3)—-2 1 . -2
(r—32 -3 (r—3)2
Integration

(z=3)-2 2
/Mda:l | 3|+7($_3)+C

Solution pour probléme 1-43 : Zéros du dénominateur
B 4+322 —4=(x—1) (z+2)?

Fractions partielles
1522 + 262 — 5 A B C

3+ 322 —4 _1‘—1+x+2+(x+2)2

L’équation a resoudre

1522 +260 —5=A(x+22+Bx+2) (z—1)+C (z—1)

z équation
x=1 36 = 94
r=-2 3 = -3C
=0 -5 = 4A-2B-C

avec les solutions A =4, C = —1et B = 11 et donc

/15x2+26x—5

1
dr=141 -1 — 4+ 111 2 C
B 3.2 1 x n |z ‘+x+2+ n |r+ 2|+

Solution pour probléme 1-44 : Wegen

22 —6x+34=(x—3)2+52
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ist die Partialbruchzerlegung bereits ausgefiihrt, und wir schreiben den Bruch um zu

3xr—4  3(@x—-3)+5  3(r—3) N 5
22 —6x+34 22-62+34 (r—3)2+52 (r—3)2+52

Somit gilt

3z — 4 3 (z—3) 5
_~  dr = R — ——d
/x2—6x+34 . /(x—3)2+52 x+/(x—3)2+52 *

3
T2 ¢

= gln ((x — 3)* +5%) + arctan

Solution pour probleme 1-45 :

(a) Die Funktion im Integral B hat eine Polstelle bei + = 1 im Intervall, und deshalb kann B nicht
berechnet werden.

(b) Zu berechnen ist A mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung.

1 1 a b c
@-D@trl)  (@-2@+@+l) z-2 242 z+1
a(xz+2)(z+1)+b(x—-2)(z+1)+c(x—2)(x+2)

(x—2)(z+2)(z+1)

Also ist die zu 16sende Gleichung
l=a(z+2)(z+1)+b(xz—-2)(z+1)4+c(z—2)(x+2)
Setzt man der Reihe nach x = 2, x = —2 und z = —1 so erhalten wir
1=a12 , 1=04 und 1=c(-3)

und somit

1
4= /(x2—4)(x+1) e

- / a b ey
n r—2 z+4+2 x+4+1 *
= alnjz—=2[+blnjz+2[+ch|z+1]+C

1 1 1
= 3 ln|x—2|+1 ln\x—|—2\—§ Injz+1|+C

(c) Mit der obigen Stammfunktion erhilt man

1 1
4= /o @ D)™
1

1 1 1
= (12 1n(2—m)+1 ln(x+2)—§ ln(x+1))‘x0

1 1 1
E(1n1—ln2)—|—1(1n3—1n2)—§(ln2—1n1)
In2 In3—1n2 In2 2In2 In3
__“ S — ~ —0.18744
D + 1 3 3 + 1 0.187445

Solution pour probleme 1-46 :
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(a)

B ;(;3—2:(}+1
@ = e +sD @+ @+
A B C D

x—1+x+1+x+3+m+4

Die zu I6sende Gleichung ist somit

2 —204+1 = A@@+1D)(z+3)(z+4)+Bx—1)(z+3)(x+4) +
+C(x—1)(z+1)(z+4)+D(x—1)(x+1)(z+3)

Es ergibt sich

r=1 = 0 = A40
r=-1 = 2 = —-B12
r=-3 = =20 = (C8
r=-4 = =55 = —-DI15

und somit
-1 1 5 1 11 1

_?x+1_§x+3+§x+4

(b)

/f(:z)da::_Gl 111(33—4—1)—2 ln(:L“—F?))—Fl?T1 In(z +4)+ K

/OGf(a:)da:

existiert nicht, da die Polstellen im Intervall liegen.

(c) Das bestimmte Integral

Solution pour probleme 1-47 :

1 1 e’ —3
/eQm—SeIdx:36m+ln o ’4—0
Solution pour probléeme 1-48 :
/ sin x dr = In V1+cos? x Lo
cos z (1 + cos? x) cos T

Solution pour probléme 1-52 :

(1£(0)+4f(0.125) + 2 f (0.25) + 4 f (0.375) + 1 £ (0.5))

Wl >

&

0.5 )
/ eV dr =~
0
24

~ 0.46129

(a) Mith = 22 gilt
— (144-0.98450 + 2 - 0.93941 + 4 - 0.86882 + 0.77880)
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(b) Fiir die Trapezregel gilt
h—
|Fehler| < T“ max |f" (z)] h2

a<ae<b
Fiir unsere Funktion f (z) = e~*" gilt
f(x) = —2x e
flz) = (a?-2)e™
7 (2)] = 42 —2]e™ <2
Somit ist die Ungleichung 05
1y 20t <107

zu erfiillen, d.h.

h<v12-10-6 =3.464-103

Somit ist die Anzahl der Teilintervalle
0.5

= — ~144.3
T
Mit n = 150 Teilintervallen wird die gewiinschte Genauigkeit erreicht.
Solution pour probleme 1-53 :

(a) Mith = % ist die folgende Formel anzuwenden

[~ g(f(0)+4f(h)+2f(2h)+4f(3h)+f(4h)) ~ 102,57

(b) Die Fehlerformel fiir die Trapezregel ist

(Fehler| < =% a2 = 2= gy (220 2
=12 T T 12 P U

Wegen

My = max f”(z) = max (4 sinh2z) = 4 sinh 6
0<z<3 0<z<3

fiihrt das auf die Bedingung

3 3\ 2
ﬁ45inhﬁ <n> < 1078
9.-108sinh6 < n?
n > 3-10* Vsinh6 ~ 426077

(c) Die Fehlerformel fiir die Simpsonregel ist

b—a 4 b—a b—a\’
|Fehler| < Myh* = My
180 180 n

Wegen

My = @ (z) = 16 sinh 2z) = 16 sinh
4 Orgj;{gf (x) Orgxa%%( 6 sinh 2x) = 16 sinh 6

fiihrt das auf die Bedingung
3 , 3\* s
- hd <
120 16 sinh 6 <n> 10
316

150 10% sinh6 < n*

35.16 1/4
n > <180 108 sinh6) ~ 812
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Solution pour probléme 1-54 :

(a)

(b)

h/2
/ p(z)dx = aret 4-20—1 h
—h/2

Dies ist genau das Resultat der Trapezformel mit einem Intervall.

Solution pour probléme 1-55 : Wir arbeiten von links nach rechts in der Formel

F@ =)+ 7@t 0 2 20 5 12O

4
5 G 2 T+ ...

1. Damit die Funktion 1 korrekt integriert wird, muss gelten

h/2
/ lde=h=w_1+w;
—h/2

Damit wird auch f (z) = f (0) exakt integriert.

2. Damit die Funktion x korrekt integriert wird, muss gelten

h/2 h h
/ rzdr=0=—-w_1 = +w =
_h2 2 2
Damit wird auch f (z) = f (0) + f’ (0) z exakt integriert.

Das ergibt zwei Gleichungen fiir die Koeffizienten w_; und w; mit den Losungen w; = w_; = % Es gilt

also
h/2 .
[ g aon LRI O,
—h/2

Dies ist die Trapezformel.

Wegen
h/2 1 3 3
/ Lo, o 2 (h) _F
—h/22 2-3 2 24
h? h? h3
wergp ey Ty
gilt
h/2 " —h/2 h/9 "
hy2 2 2 12

Dies ist die lokale Fehlerabschitzung der Trapezformel.

Solution pour probléme 1-56 : Wir arbeiten von links nach rechts in der Formel

" ®3) (4)
@ =@+ @t T L0 O
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1. Damit die Funktion 1 korrekt integriert wird, muss gelten

h
/ lde =2h =w_1 +wy + wy
—h
Damit wird auch f (z) = f (0) exakt integriert.
2. Damit die Funktion x korrekt integriert wird, muss gelten
h
/ rdr=0=—-w_1h+wih
~h
Damit wird auch f (z) = f (0) + f’ (0) x exakt integriert.
3. Damit die Funktion 2 korrekt integriert wird, muss gelten

h
2
/ xde:§h3:w_1h2+w1h2
—h

Damit wird auch f (z) = f(0) + f/ (0) x + @ 22 exakt integriert.

Das ergibt drei Gleichungen fiir die Koeffizienten w_1, wg und w;

w_1 +wyg 4w = 2 h
—w_1 4w, = 0
wW_1 +w; = % h
mit den Lésungen w; = w_; = % und wy = %. Es gilt also

h —
[ s asn LRI O I,

Dies ist die klassische Simpson—Formel.
Wegen

h -
/ 2dr = 0
—h

—w_1 h3+0w0+w1 o= 0
h 5
/ 2t de = 2h
_h 5
2 hP

—w_1 A+ 0wy +wy bt = 3

wird der Term mit 2> exakt integriert. Der Fehler tritt erst fiir Integrale von z* auf, und somit ist der lokale

Fehler des Simpsonverfahren von der Ordnung /°. Genauer gilt
h 1" 3) (4)
0 0 0
—h 2 6 24
f(=h)+4f0)+ f(h)

2h5_2h5

—h
3

Dies ist die lokale Fehlerformel fiir das Verfahren von Simpson.

Solution pour probleme 1-58 :
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(a) Wir verlangen, dass die Funktionen f (z) = 1 und f () = x exakt integriert werden

h
2h:/ ldx = g1+q1
—h

h
0:/ rdr = g-1(-2)+gq2
—h

Diese zwei Gleichungen fiir die Gewichte werden gelost durch g_; = g1 = h.

(b)

9 h
3h3:/ P?dr=g 122+ q22=2hz"
—h

Daraus folgt sofort 22 = £ h? oder z = h1/1/3.

(c) Die Taylorapproximation von f (z) ist

f(4) (0) $4 +0($4)

1 "
T) = + T+ 7+ T+ +
2 6 24
Man sieht leicht, dass ,
O:/ Bdr=g (- +g22=0
—h
aber

25 "o 4 4 51
- h’ = xrdr# gz +q 2z =2h% =
5 —h 9

Die Approximationsformel ist also fiir Polynome der Ordnung 4 nicht mehr exakt, und der (lokale)
Approximationsfehler ist von der Ordnung h°.

Solution pour probléme 1-59 : Nur eine Teillosung (mit Mathematica)

| Mathematica
int[h_] = Integrate[f[x],{x,—h,h}];
t[h_] h(f[—h/3] + f[h/3]);

e[h_] ; int[h] — t[h];

Series[e[h],{h,0,3}]

' 3

2 £7°[0] h 4
+ O[h]

9
|

Solution pour probleme 1-60 : Utiliser h; = ¢ - 20 cm et

100 100 72
V:/ 7rr2dh:7r/ U@dh
0 0 4

Avec Simpson 3/8 et Simpson (normale) on obtien

1 60
1 5 UP(ho) +3U(h) + 3U(ha) + U (hs)) +
1 40

+t- 5 (U?(hg) + 4 U?(ha) + U?(hs))
1
= 875r (200° 4 3 - 210% + 3 - 2157 + 214%) + 3% (214% + 4 - 208% + 195%)
349209 [em®] =~ 350 1

V =

Q
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Une estimation simple donne r? ~ 11 dm? et donc
Vah-mr?a1l-7-10 dm® ~ 3451

Solution pour probleme 1-63 :

(a)

b gy — 1 11
/2 r—102 " 2-1027 5 8 40
(b)
f@)=(@-10)"2% , f(2)=-2@x-100"3 , f'(z)=6(x—10)"*
O (x) = =24 (2 —10)"° , f&(x) =120 (z—10)"6

Pour x < 2 < 5 on sait que

120 120 120
(4) - < -
@)= G507 = Go10p ~ 13625
et donc on a la condition 5 120
— —— . pt<107°
180 15625 -
qui est satisfait pour
3
— =h <0.297
n

et donc n > 10.09. Parce-que n doit étre pair on obtiens n = 12.

Solution pour probléme 1-64 :

(a)
A:/Oﬂsinidx: 4 cos% ::0:4(—cosg+coso) :4(_;/§+§) =4-2V2~ 117157
(b)
Trap = (f(o) v 2f(g) n f(w)) g - (0 +2 sin(g) + *f) g ~ 1.15648
()
Simp = (f(@) +4f(g) + f(w)) % - (o +4 sin(g) + *f) % ~ 1.17173
(d

|A — Trap| ~ 0.0151 und |A — Simp| ~ 0.00016

Der Fehler der Simpson—Approximation des Integrals ist erheblich kleiner. Der Algorithmus von Simp-
son ist besser.

Solution pour probleme 1-68 :

| Octave
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h = 10;

integral = h/3%(1%1.31 + 4%1.43 + 2%1.45 + 4%1.39 +2%1.36 +4x1.47+1x 1.29)

—>

integral = 84.600 . . .
| ISince 84.6 x 60 = 5076 # 161 = 48953 — 48792 the installtion has to be fixed.
Solution pour probléme 1-69 : Quelle: [ , p.- 261]

(a) Die Fehlerformeln sind dem Kurs zu entnehmen. Wegen (™) (z) = (—2)"e2 gilt My = | f”(0)| = 4
und My = |f®)(0)] = 16.

e Trapezregel

b— 3 3\ 2
|Fehler| < IQC‘ My B2 = =4 () < 1078
1
9 — < 107
n? -

n > V910 = 3000

Somit sollten mehr als 3000 Punkte verwendet werden.

e Simpsonregel

b—a . 3 3\* s
|Fehler| < 180 My h :@16 -] <10

16-81 1
il 10
60 nt — 0

16 - 81
n > 4%10%682

Somit sollten mehr als 69 Punkte verwendet werden.

(b) Der Durchnitt kann als Integral durch Intervall-Léange aufgefasst werden.

1 17
Tnittel = 3 / T(t) dt
9

Das fiihrt auf

241+4-25.0+2-284+4-291+4+2-303+4+4-30242-2734+4-25.9423.9
1+44+24+44+2+4+24+441

= 27.53

32
30
28
26
24

22

10 11 12 13 14 15 16 17

Solution pour probleme 1-70 :
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(a)
/2x3—cosxd:t—1x4—?>sinx+0
3772 3
(b)
/ x4 sinh (22°) dz = 0 (cosh 2 — cosh 64)
1
()

£(z) = /0 (/j sin (7) da:) dt = % (z cosT — % sin(?z)>

(d) Weil die Funktion f (z) = sinh (sin (23)) ungerade ist gilt

2
/ sinh (sin (%)) dz =0
-2

Solution pour probleme 1-79 : Alle Ableitungen der Funktion ¢* sind wiederum e®. Somit ist der Maxi-
malwert aller Ableitungen auf dem Intervall [—1, 1] gegeben durch e! = e.

(a) Die Funktion ist zu approximieren, d.h. keine Integration. Die Formel fiir die Fehlerabschitzung ist

M2 e 2
107° < |Fehler| < =2 p2 = - =
< [Fehler| < =3 8 n?

Das fiihrt auf die Bedingung
n? > Z 10° und somit n > 368.66

Man kann also mit n = 370 weiterrechnen

(b) Die Fehlerabschitzung ist hier

Fehler < —= M, (2 e 2y 2,610~ 11
cnier —_— — = — —_— ~ Z.
=180 * \n 90 \ 370
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1.8

Récapitulation

Apres ce chapitre on doit

connaitre la définition de I'intégrale définie avec les sommes de Riemann.

maitriser la connection entre les intégrals definies et indéfinies par le théoreme fondamental.
calculer les intégrales de base d’un facon rapide et fiable.

maitriser ’intégrations par partie.

savoir utiliser des substitutions simples et des table avec des intégrales.

utiliser I’intégration par fractions partielles.

étre capable de calculer des intégrales numériques, avec I’éstimation de I’ erreur (si nécéssaire).
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Chapitre 2

Applications de ’intégrale

2.1 Aires entre courbes

2.1.1 Coordonnées cartésiennes

L’aire déterminé par les inégalités a < x < bet g (x) <y < f (z) se calcule par I’intégrale

b
A= [ 1@ -9l do

Ceci correspond a la décomposition de 1’aire en des colonnes verticales étroites.

Laire déterminé par les inégalités a <y < bet!(y) <z < r(y) se calcule par I'intégrale

b
A=/ r(y) —1(y) dy

Ceci correspond a la décomposition de 1’aire en des rectangles horizontals étroites.

¢ Probleme 2-1:
Trouver 1’ aire comprise de la section bornée entre 1’axe des x et la parabole y = 4z — 2.

¢ Probleme 2-2:
Trouver la surface limitée par la parabole y? = 4z et la droite y = 2z — 4 par

(a) un découpage horizontal.

(b) un découpage vertical.

¢ Probleme 2-3:
Trouver la surface limitée par les deux paraboles y = 6z — 22 et y = 22 — 2z.

¢ Probleme 2—4:
Trouver la surface limitée par les graphdes des deux fonctions

y=fl@)=2"+2 et y=g(x)=a’+2>-22-1

¢ Probleme 2-5:
Soit une courbe donnée par y = f (x) = 2z — 3z et la droite horizontale yy = c. Trouver la valeur exacte
de la constante c telle que les deux aires Al et A2 soient les mémes.
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Y,

C -___;

AL/ Sy (z) =22 - 322

Tip: Utiliser aussi la condition f (1) = c.

o Probleme 2—6:

Construire un rectangle sous la courbe y = 4 — 22,
comme dans la figure a droite. Ou doit-on mettre
les points de base du rectangle pour que la surface
(en trois sections) entre la parabole et les droites est N
minimale?

(a) Trouver la valeur optimale pour x.
(b) Déterminer I’aire minimale.

¢ Probleme 2-7:

Examiner la surface dans le demi—plan y > 0, mais au—dessous de la parabole y = 2 2 — 22. Cette surface
est coupée en deux par une droite y = a x . Trouver la valeur de a telle que les deux sections ont la méme
aire.

2.1.2 coordonnées polaires

Un aire est généré par la ligne de jonction entre 1’origine et le point avec les coordonnées polaires (r (6), 6),
I’angle 6§ variant entre 6y et 6. L’aire se calcule par I’intégrale
01 1
A= ~ 72 () db.
0o 2

Ce résultat s’appelle formule du secteur de Leibniz.

¢ Probleme 2-8:

Spirale d’ Archimede

Le premier tour d’une sprirale d’Archimede est donné par la relation » = ¢ - § entre le rayon r et ’angle
0 < 0 < 2m, c étant une constante positive. Déterminer 1’aire a I’intérieur de cet arc.

o Probleme 2-9:

Calculer I’aire a I'intérieur de la courbe 7 (0) = 3 sin(26) dans le
premier quadrant.

1.5

0.5
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e Probleme 2-10:
Déterminer 1’aire inclus par la courbe » = cos (36), 0 < 6 < 27.

2.2 Centre de masse et moments

2.2.1 Centre de masse d’une surface

Considérer un ensemble de points pourvus des masses m; avec les coordonnées (x;,v;), (0 = 1,2,...,n).
La masse totale est donnée par
n
i=1

Les coordonnées du centre de masse sont données par

1 O 1 <
Ts =31 ;mzmz i ;yzmz

Considérer ces formules comme moyennes pondérées des coordonnées, les poids étant donnés par les masses
des points.

Une surface avec densité de masse constante 1 est décrite par les inégalités a < z < betg(z) <y <
f (z). La masse M correspond a I’aire A, et on a donc

b
M= [ @) g do

Pour obtenir cette intégrale, on a considéré les limites suivantes

N

b
M= Jin 37 (@)= 0(e) Aay= [ @) =gla) do

J=1
Par une réflexion similaire, on peut dériver les intégrales pour le calcul de la coordonnée x du centre de
masse

N b
Ma,= lim Sy (7 () (@) Aoy = [ o(f @) =g @) dz
j=1 @
Pour la coordonnée y, on obtient
N ) ) 1 /b
Myszggg§;f“”§9@”<f@»—guw>A%::QL (2 (@) - g (@) do
j=

Si la surface est décrite par les inégalités a < y < betg(y) < z < f (y), I’aire (la masse) est donné
par

b
M=/ fy)—9g(y) dy

La coordonnée y est donnée par

N b
M yq leiLnooj;yj (f (y;) — 9 (y5)) Ay, =/a y(f(y)—g(y) dy

La coordonnée z est donnée par

N ‘ A b
M z, —JTM;W (f (w;) — 9 () Ay = ;/a (P () —g* () dy
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e Probleme 2-11:
Déterminer le centre de masse d’un triangle avec les coins (0, 0), (a,0) et (a, b) par

(a) un découpage vertical.
(b) un découpage horizontal.

Remarque: a et b sont positifs.

o Probleme 2-12:
Déterminer le centre de masse d’un quart de cercle.

o Probleme 2-13:
Examiner la demie boule de rayon R, veut dire x4+ y2 +22< R%und z > 0.

(a) Donner une intégral pour le volume de la demie boule.
(b) Determiner le centre de gravité de cette demie boule a 1’aide d’une intégrale.

Tuyau: Utiliser le rayon du cercle d’une intersection sur hauteur z.

2.2.2 Moments de ’ordre 0 et 1

Considérer un ensemble de points pourvus des masses m; avec les coordonnées (z;,y;), (i = 1,2,...,n) et
une axe fixe. La distance du point (z;, y;) de I’axe est dénotée par r;. Puis le moment de ’ordre 1 de cet
ensemble de points pourvus d’une masse par rapport a 1’axe est donnée par la somme

n
M (1,axe ) = Zri m;
i=1
Donc le moment de I’ordre 1 par rapport a 1’axe des y est donné par
n
M (1,axe des y) = Zﬂh m;
i=1
et le moment de I’ordre 1 par rapport a I’axe des x est donné par
n
M (1,axe des x) = Zyz m;
i=1
De facon analogue, on définit le moment de I’ordre 0 par
n
M(0) =) m
i=1

ici, la situation de 1’axe ne joue aucun role.
En décomposant les surfaces de maniere convéniante et en formant des limites, on peut également
déterminer les moments de surfaces. En examinant les intégrales de la section précédente on voit que

A = M(0)
I M (1, axe des y)
T M (0)
M (1,axedes z)
Ys = M (0)
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2.2.3 Moments de ’ordre 2, moment d’inertie

L’énergie E d’un point pourvu d’une masse m qui bouge sur une droite avec une vitesse v, est donnée par
E= % mu?. Si le mouvement suit un cercle de rayon 7 avec une vitesse angulaire w, la vitesse est donnée
par v = wr. On peut donc calculer 1’énergie d’un tel point par &/ = % mr2w?. Si tout un systéme de points
pourvus d’une masse tournent avec vitesse angulaire w autour d’une axe, 1I’énergie totale est donnée par

L’expression

est appelée moment de I’ordre 2 ou moment d’inertie de ce systeme. Il joue le méme rdle pour des
rotations comme la masse pour des mouvements linéaires. A partir de ces réflexions on peut définir le
moment de 1’ordre 2 pour des surfaces (et corps) et le calculer a I’aide d’intégrales. Ceci est executé de
facon exemplaire pour quelques exemples.

¢ Probleme 2-14:

Déterminer le moment de I’ordre 2 d’un disque d’une épaisseur constante D, d’un rayon R et d’une densité
de masse p qui tourne autour I’axe centrale perpendiculaire au plan du disque. Confirmer que 1’énergie a
une vitesse angulaire w est donnée par

1 M RZ? 1
E:§J&: 1 w?  etdonc J:§MR2

¢ Probleme 2-15:
Déterminer le moment de 1’ordre 2 d’un disque d’un rayon R et d’une densité de masse p qui tourne autour
I’axe centrale dans le plan du disque. Confirmer que 1’énergie a une vitesse angulaire w est donnée par

1 M R? 1
E:iJﬁz 2 w?  etdonc JZEMRQ

¢ Probleme 2-16:

Une voiture bouge a 80 km/h. Déterminer la proportion de I’énergie du mouvement linéaire et de 1’énergie
de rotation des roues.

Données typiques: masse de la voiture 1000 kg, masse d’une roue 8 kg, diametre des roues 0.6 m.

e Probleme 2-17:
Par rotation du disque (z — R)? + ¢ < 72 (0 < r < R) autour de I’axe des y, un tore est généré. Etablir
I’intégrale pour le calcul du moment d’intertie de ce tore par rapport a la rotation autour de I’axe des y.

¢ Probleme 2-18:
Considérer la surface caractérisée par les inégalités a < = < bet g(z) < y < f(z). En déterminer le
moment de 1’ordre 2 par rapport a une rotations autour

(a) deI’axe des y.
(b) de I’axe des .

Vous pouvez (devez) supposer que a > 0 et 0 < g (z).
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Pour des rotations autour de 1’axe des y, les trois formules
b
M= [ @ g i
ab
Mz, = [0 (@) g@) da
ab
1= [P G@-g) e

se ressemblent un peu (moments de I’ordre 0, 1, 2). On est donc tenté de chercher des rapports entre M, x4
et Jy. Pour ceci, on détermine le moment d’inertie .Jg de la surface par rapport a une rotation autour de 1’axe
parallele a I’axe des y qui passe par le centre de masse.

b
Js = / (= 2)? (f (2) — g (2)) do
b
- / (22 — 2z, +42) (f (2) — g (2) da

b b b
= /562 (f (z) = g () dﬂf—2$s/$(f($)—9($)) dl‘+iﬂ§/ (f (x) —g(x)) dx

= Jy— 2z, Mfcs—l—:ch
= Jy,—22 M

Ceci nous fournit le théoreme de Steiner qui va nous étre trés utile.

Le moment de ’ordre 2 autour d’une axe quelconque se calcule en déterminant le moment de
I’ordre 2 autour de 1’axe parallele qui passe par le centre de masse de la surface et 1’additionnant
au produit du carré de la distance du centre de masse de 1’axe avec 1’aire.

Jy=Js+ Aax?

¢ Probleme 2-19:
Déterminer le moment d’inertie du disque (z — R)% 4+ y? < r? (0 < 7 < R) par rapport 2 une rotation
autour de I’axe des y.

(a) Par le théoreme de Steiner.
(b) Directement par une intégrale.

e Probleme 2-20:
La terre a une masse de M = 6 - 10** kg et un rayon de R = 6370 km. On estime la consommation
d’énergie mondiale annuelle 4 3 - 10%° J.

(a) Déterminer I’énergie ,,stockée”* dans la rotation autour de son propre axe.

(b) De combien un jour serait prolongés (aptes un an) si la consommation d’énergie était tirée de la rotation
de la terre?

e Probleme 2-21:
Si un disque avec rayon constant r et masse m tourne autour 1’axe perpendiculaire au disque qui passe par
le centre, le moment d’inertie est donné par

1
J == mr?
2
Un corps d’une densité constante p est généré par la rotation de la surface sous un arc de la courbe y = cosz

autour de I’axe des x. Calculer le moment d’inertie pour la rotation autour de 1’axe des .
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2.3 Flexion de poutres

|
1 >

L

Figure 2.1: Flexion d’une poutre

Nous examinons une poutre élastique avec position de repos horizontale. Sa déviation soit décrite par
une fonction y(x) pour 0 < x < L, voir Figure 2.1. Une section de la poutre est montre en Figure 2.2 et
détermine un moment d’inertie /. La valeur de I est donner par un intégral et correspond a un moment de
I’ordre 2. D’abord on va examiner pourquoi cette expression est important pour déterminer les déformations
des poutres.

hy

. ToI=["b(y)y* dy

Figure 2.2: Moment d’inertie

2.3.1 Energie de déformation

En probleme 241 on va trouver que 1’énergie nécessaire pour allonger une poutre de section A et longueur

L par AL est donnée par
1EA

Eelast = 5 T (AZ)Q

En Figure 2.3 trouver une petite section de la poutre déforme en Figure 2.1. Par la déformation les couches
au—dessus la hauteur o = H sont allongée et les couches au—dessous sont comprimée. Une couche mince
entre h et h + Ah peut étre simplifier comme allongée/comprimée d’une facon horizontale. Calculons
I’énergie nécessaire pour cette allongement.

Utiliser les notations suivantes.

hauteur de la couche non allongée
hauteur a examiner

largeur a I’hauteur h

=
SIIGH

module d’élasticité
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Figure 2.3: I’énergie pour déformation d’une poutre

En Figure 2.3 vérifier que

Al = (h—H) tana changement le longueur a hauteur h
Al =~ (h—H)a bonne approximation
Baast(h) = 3 ZH728 (Al
_ %E‘b(}lz)Ah (h — H)? a2

Avec une intégration der cette énergie par couche on peut calculer 1’énergie totale £(H) comme fonction
de la hauteur H de la couche neutre. Des lois de base de la physique et mécanique implique que la hauteur
H est tel que cette énergie est minimale.

b
1FE
E(H) = / 2bl(h) (h— H)* o? dh
2 E b
- O;l/ b(h) (h— H)? dh
d a2 B [P
d—HE(H) = —2l/a b(h)2 (h—H) dh
Cette condition extremale donc nous meéne a

b b
%E(H):O — /ab(h)hdh:/a b(h) H dh

et puis
[P b(h) b dh
=105
["b(h) dh
a
Donc on a montré que la hauteur H de la couche neutre est déterminée par le centre de gravité de la section.
L’énergie de déformation est donnée par un moment de I’ordre deux.

2.3.2 Les équations de base

Les relations physiques fondamentales sont
Ely'(x) = M(x)
EIyW (x)

Il
—~
8
~—
Il
~
—~
8
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Pour la signification des notations voir la table ci—dessous.

abbréviation  signification unité

coordonnée horizontale 0 < z < L

déviation verticale par rapport a la position de repos
longueur de la poutre

moment d’inertie

module d’élasticité

force verticale par longueur

S IV S IS
SRR

moment de flexion

D’abord, on veut vérifier que les deux formulations ci—dessus sont équivalentes. Pour ceci, il faut
d’abord déterminer le moment M (x) généré par les forces attaquantes a droite de . Cette intégrale peut
étre dérivée a I’aide d’une formule de sommes. Puis on détermine par moyen du théoreme fondamental du
calcul différentiel et inégral la deuxieme dérivée de cette expression.

L
M(x) = /<s—x>f<s>ds

d d [F
M (x) = dw/z (s =) f(s)ds

d [* d L
= d:v/ Sf(s)ds—dxx/ f(s)ds

L
- xf(:v)—/ f(s)ds—x f ()

= —/:f(s)ds

d L
@M(a:) = _da:/x f(s)ds
+f (x)

Maintenant on peut différentier la relation ET y”(x) = M (x) deux fois pour obtenir
2

BIy® (@) = £ M () = [ (2)

2.3.3 Flexion d’une poutre par son propre poids

Une poutre horizontale avec section A est cintrée par son propre poids. A = 0, il est fixé, donc y(0) =
y'(0) = 0. 1l faut déterminer la forme de la poutre. A une densité de matiére p, on a

f(z)=—gpA

2.3.4 Calculs a la main
D’abord on détermine a partir de la force donnée le moment correspondant M (x).
L

L
M(:c):—gpA/ (S—«T)dSZ—gpA%(s—x)Q _ gpA%(L—x)z

S=x
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Figure 2.4: flexion d’une poutre fixée

On a donc 1
Ely'(z)=—gp A5 (L—2)

Maintenant on peut intégrer cette relation deux fois par rapport & = pour construire de y”(z) la fonction
cherchée y (). Pour ceci il faut utiliser les deux conditions y(0) = ¢/(0) = 0.

By @) = B (V) [0 e)as)

1
= —gpA/ — (L —s)%ds
0 2

Brya) = B1 (40 + [ () as)

0
= g,oAg ((L—S)S—L3) ds
0
—(L—s)* sL3\ |*
prg A —
9r ( 24 6 ) ls=0
—~(L—a2)*+L* zL3
- A _
gr ( 24 6
A
- % (—(L—2)* + L* — 42 L)
Alors on a obtenu une formule pour y(z)
E
gpA
y(0) = m(—(L—o)4+L4):0
A
Y (0) = 2P (+4(L—0P+0-4L%) =0

Mathematica, premiere version

Les calculs ci—dessus peuvent étre exécutés par Mathematica. Comme cela, il ne faut que décider ce qu’il
faut calculer, les calculs sont faits par Mathematica.

| Mathematica |
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f[x_.] =rho g A
M[x_] = Integrate [(s—x)f[s],{s,x,L}]

.—(A g rtho)

2 2

—A g L rho) A g rho x

+AgLrhox - ——mW
2 2

| Mathematica |
yl[x_] = 1/(EI) Integrate[M[s],{s,0,x}];
y[x-] = Integrate[yl[s],{s,0,x}]//Simplify

2 2 2
—A grhox (6L —4Lx+x))

24 EI

| Mathematica |
y[L]

4
—A g L rho)

| 8 EI |

Par moyen des résultats ci—dessus on peut générer un graphique pour une situation de référence.

| Mathematica |
Plot[y[x]/.{L—>1, EI->1, A—>1, g —>1, tho—>1},{x,0,1}];

Changements d’échelles

Si la longueur L de la poutre est allongée par le facteur o« > 1, la déviation maximale est agrandie par le
facteur o*. Un doublage de la longueur résulte donc en un agrandissement par un facteur 16 de la déviation.

Si on n’agrandit pas seulement la longueur L, mais aussi la largeur et la hauteur par le facteur «, la
section A et le moment d’inertie changent aussi. Selon la table ci—dessous, la déviation maximale va étre
agrandie ,,seulement” par le facteur o. Un doublage de la longueur va agrandir la déviation par un facteur 4.

L — oL
A — a’A
I — otI
y(L) =45 L' — o' Lt =a?y(D)

Les réflexions ci—dessus montrent pourquoi on peut tres bien construire le modele pour un immeuble—
tour en styropore. Pour les vraies maisons, il faut utiliser des matériaux différents.

Charges différentes, calculées par Mathematica

Les calculs ci—dessus peuvent étre rassemblé en une fonction dans Mathematica.

| Mathematica
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Remove[ Auslenkung ]
Auslenkung[x_,L_,last_] :=
Module[{M,y1,s},
M[xt_] = Integrate [(s—xt)last[s],{s,xt,L}];
yl[xt-] = 1/(EI) IntegrateM[s],{s,0,xt}];

| Simplify [ Integrate [y1[s],{s,0,x}]1]

L’exemple ci—dessus peut maintenant facilement étre vérifié.

| Mathematica |
gewicht=Function[x,rho A g];
Auslenkung[x,L, gewicht]

2 2 2
Agrhox (6L —4Lx+x)

| 24 EI |

Comme on peut maintenant définir la fonction de charge de facon ,,quelconque’, on peut aussi examiner
des charges qui sont 1 a un bout de la poutre et 0 a I’autre.

| Mathematica |
abnehmend=Function[x,1—x/L];
zunehmend=Function[x,x/L];
Auslenkung[L,L, abnehmend]
Auslenkung[L,L, zunehmend ]

120 EI |

On pouvait s’y attendre que la poutre chargé plus au bout est cintrée beaucoup plus. Le calcul ci—dessus

montre que le facteur monte a % = 2.75.
La procédure ci—dessus est capable de calculer d’autres charges.

| Mathematica
exponentiel=Function [x,Exp[—x]];
Auslenkung[x,L,exponentiel ]

2 3

6 3 (1 +L)x X
-6+ —+6Xx - —m— + —
X L L

E E E

6 EI

2.3.5 Poutre soutenues des deux cotés

Une poutre horizontale avec section A est cintrée par son propre poids. Elle est soutenue az = Oetaz = L,
¢’est—a—dire y(0) = y(L) = 0. Il faut déterminer la forme de la poutre.

gpAL
2

M ()= —gpA g (L—af +(L—2)
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Figure 2.5: Flexion d’une poutre soutenue

En comparaison avec la poutre fixée, il y a un moment supplémentaire résultant de la force d’appui au bout
droite. On obtient Deux conditions aux limites sont évidentes: y(0) = y(L) = 0. Les appuis aux deux bouts
ne peuvent pas adopter de moment, et on obtient donc M (0) = M (L) = 0. Deux fois intégrer génére de
M () une formule pour la déviation y(z). La pente initiale d’abord inconnue 3’ (0) peut étre déterminée par
moyen de la condition y”(0) = 0.

Mathematica |
Remove[ Auslenkung , gewicht ,m,rho ,A]
Auslenkung[x_,L_,last_ ,kraft_] := Module[{moment,yl,yl0,res ,x1,x2,x3},
moment[x1_] = Integrate [(s—x1)last[s],{s,x]l,L}] + (L—x1)kraft;
y1[x2_] = yl0+1/(EI) Integrate [moment[sl],{s]1,0,x2}];
res[x3_]=Simplify[Integrate [yl[s2],{s2,0,x3}]];
Simplify[res[x]/. Solve[res[L]==0,y10][[1]]]]

Mathematica |
gewicht=Function [x,—g«m/L];
Auslenkung[L/2,L, gewicht , gxm/2]

3

-5 gL m

384 EI |

Le calcul suivant montre que le moment est décrit par une parabole avec les zéros x = O et x = L. Le

maximum estdoncaz = %

L
5 -

Mathematica |
Simplify [D[ Auslenkung[x,L, gewicht,g+m/2],{x,2}]1]

ém(fo)x

2 L

Cet exercice peut étre compris comme équation différentielle. Ceci simplifie le code Mathematica.

Mathematica |
ysol[x_]=y[x]/.DSolve[

{EI Dly[x],{x,4}]==—g+m/L,y[0]==0,y[L]==0,y’ ’[0]==0,y" *[L]==0},

y[x],x]
ysol[L/2]

2 3 4
—(g L mx) gm X gm X

{ + - }
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24 EI 12 EI 24 EI L

-5 gL m

384 EI

2.4 Longueur de courbes

Donnée une courbe par le graphe d’une fonction plusieurs fois différentiable f avec

y(z)=f(z) avec a<x<bh

et on essaye de déterminer la longueur de cette courbe. Pour ceci, on subdivise I’intervalle [a, b] par a =
xo < x1 < X9 < x3 < ...< xy = betrelie les points (z;_1,y;—1) et (z;,y;) par des morceaux de droites

de longueur Al; (interpolation linéaire par morceaux). Evidamment, on a
(AL)? = (i — 2i1)* + (i — %i-1)” = (Az;)* + (Ay)?
Par le théoréme de Darboux on sait que
Ay; = f' (&) Ax; pourun  xq <& <y

donc
Al =1+ (f' (&) Az

Si les divisions Ax; sont suffisamment petites, on obtient pour la longueur L de la courbe
n n
La) AL=)Y V1+(f(%)? Az
i=1 i=1

Cette considération nous emmene a définir la longueur d’une telle courbe par la formule

n b
L= lm Y VI (@ An= [ VIF(F@)Pde

A.’Eiﬁo =1 a

e Probleme 2-22:
Déterminer la longueur de 1’arc de la courbe y = 2%/2de z = 0a z = 5.

o Probléeme 2-23:

Etablir I’intégrale pour calculer la longueur du morceau de la parabole y = x2 entre * = —a et x = a.

Une courbe soit paramétrisée par le temps ¢ avec les fonctions

(z,y) = (x(t),y(t)) avec a<t<b

et on essaie a calculer la longueur de cette courbe. Pour ceci nous subdivisons I’intervalle de temps |[a, b]
para =tp < t; <ty <tz <...<t, =betrelions les points (x;_1,y;—1) et (x;, y;) par des morceaux de

droites de la longueur Al; (interpolation linéaire par morceaux). A cause de
Axi = T —Ti—1 = T (tl) Ati
Ayi = yi—yir =y (t) At
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(ALY = (zi — zim1)® + (Ui — yie1)? = (Az)® + (Ays)® & (&7 (8) + 57 (1)) - (At;)?

Al = /32 (t;) + 92 (t;) At

Si on en détermine la limite pour fiir A¢; — 0, on obtient

n b
T 2 (1) & 02 (4. _ %) 2
L 7}1_)1{)10 g Va2 () + 92 (t) At; / Va2 (t)+ 92 (t) dt

At;—0 =1 @

¢ Probleme 2-24:
Un cercle de rayon r peut étre paramétrisé par

x(t)=rcost , y(t)=rsint wobei 0<t<2r
Pour cette paramétrisation, on a évidamment
z(t)=—rsint , gy(t)=rcost

et donc

22 (t)+ 92 (t) = \/7’2 sin? (t) +r2cos? (t) = r

La longueur de la courbe se détermine maintenant par

27 2T
L= \/a':Z(t)—kg)Z(t)dt:/ rdt = 2mr
0

0

bestimmt werden.

e Probleme 2-25:
Déterminer la longueur d’un arc de la cycloide z = 6 — sin 0, y = 1 — cos 6, avec 0 < 6 < 27,

o Probleme 2-26:
Déterminer la longueur de 'arc x = e’ cost ety = elsintdet =0at = 4.

¢ Probléme 2-27:
Un cable dans le plan zy est attaché aux points (—3, H) et (3, H). La hauteur du cable est donnée par la
formule

y(m):acoshg , a=0.5

(a) Trouver H.

(b) Trouver la longueur du cable.
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2.5 Volume et surface de corps de révolution

¢ Probleme 2-28:
Par rotation de la région entre la courbe y = (v — 2) (x — 4) et I’axe des x autour de I’axe x = —5, un
volume borné est généré. Calculer ce volume.

¢ Probleme 2-29:
Par rotation de la surface entre la courbe y = (z — 2) (z + 2) et I’axe des « par rapport a I’axe = 5 on
obtient un volume. Calculer ce volume.

¢ Probleme 2-30:
Considérer la courbe y = sin x pour 0 < = < 7.

(a) La courbe est tournée sur I’axe des x. Dériver une formule pour calculer la surface générée par la rotation.
Donner I'intégrale définie résultante. La calculer ou bien par une fonction primitive (table) ou bien de fagon
numérique.

(b) La courbe est tournée sur I’axe des y. Dériver une formule pour calculer la surface générée par la rotation.
Donner I'intégrale définie résultante. La calculer ou bien par une fonction primitive (table) ou bien de fagon
numérique.

(c) La courbe est tournée sur la droite y = 1. Dériver une formule pour calculer la surface générée par la
rotation. Donner I’intégrale définie résultante. La calculer ou bien par une fonction primitive (table) ou bien
de fagcon numérique.

(d) La surface entre la courbe et I’axe des x est tournée sur I’axe des x. Dériver une formule pour calculer le
volume générée par la rotation. Donner 1’intégrale définie résultante. La calculer ou bien par une fonction
primitive (table) ou bien de fagcon numérique.

¢ Probleme 2-31:
Considérer la région entre 1’axe des y et la courbe = y? — 5y + 4.

(a) Trouver le centre de gravité de cette région.
(b) Larégion est tournée sur I’axe des x. Calculer le volume généré.

(c) Larégion est tournée sur I’axe des y. Calculer le volume généré.

o Probleme 2-32:

Considerer I’aire entre I’axe des x et la courbe y = e™*

? Examiner les valeurs de z tel que 0 <z < R.

(a) On applique une rotation par rapport a I’axe des y. Calculer le volume de ce solide de rotation.

(b) Examiner la courbe y = e’ pour 0 < z < R et appliquer une rotation par rapport a I’axe des y.

Trouver I'intégrale pour 1’aire de cette surface de rotation. Ne pas calculer I’intégrale.

¢ Probleme 2-33:

Regarder un cylindre avec 1’axe des z comme axe centrale, hauteur H = 20 cm et rayon R = 10 cm. Ce
cylindre est rempli d’eau. A cause d’une rotation par rapport a 1’axe centrale (vitesse angulaire w) la surface
de I’eau est donnée par la formule ci—dessous, ou 7 est la distance de 1’axe centrale. La vitesse angulaire du
cylindre est telle que la surface touche le fond au centre du cylindre. Combien de I’eau (en cm?) se trouve

dans le cylindre a ce moment?
2

h(r):ho—k;u—grQ
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Les calculs ci—dessus se simplifient souvent par la premiere regle de Guldin (souvent nommé le pre-
mier théoréeme de Pappus.

Le volume d’un corps de révolution est égal au produit de I'aire de la surface génératrice et le
chemin du centre de gravité de la surface.

Démonstration : Nous ne considérons que le cas particulier de la rotation autour 1’axe des x d’une surface
donnée par les inégalités a < x < betg(z) <y < f(z). Encecas,ona

b
Ver [ @) - g da
et
b
Ap=y [ Pa) - P do

Le chemin du centre de gravité lors de la rotation autour de 1’axe des z est donné par 2 7 y,, et c’est donc
facile a vérifier que
V=A27y,

o Probleme 2-34:
Déterminer le volume du corps généré par la rotation du cercle de rayon r avec le centre (0, R) autour de
I’axe des «x. Utiliser 0 < r < R.

¢ Probleme 2-35:
Déterminer la position du centre de gravité du demi—cercle 2> 4+ y? < R? ety > 0 par la premiére régle de
Guldin.

La surface de corps de révolution se détermine quelquefois par la deuxieme regle de Guldin (souvent
nommée deuxieme théoréme de Pappus)

La surface d’un corps de révolution est égal au produit de la longueur de la courbe génératrice et du
chemin du centre de gravité de la courbe.

Démonstration :  Nous ne considérons que le cas particulier de la rotation d’une courbe donnée par
y = f (x) pour a < x < b autour de I’axe des x. En ce cas, on a

b
L= [ VIt @P i

La coordonnée y du centre de gravité de la courbe est déterminé par I’équation

n b
Ly= Jim > f@)VIT @ An = [ [@VIT T @R da
Az—0 =1 “

et la survace O est donnée par
b
| 2 p @V (@) do

Donc on a évidamment
O = L 2my;
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o Probleme 2-36:
Déterminer la surface du corps généré par la rotation de la courbe de cercle de rayon r avec centre (0, R)
autour de I’axe des z. Utiliser 0 < r < R.

o Probleme 2-37:
Déterminer la position du centre de gravité de la courbe de demi—cercle 2% 4+ y?> = R ety > 0 par moyen
de la deuxieme regle de Guldin.

¢ Probleme 2-38:
Considérer la région entre les courbes y () = sinx ety = 1/2 pour § < x < %”.

(a) Déterminer les coordonnées exactes (s, ys) du centre de gravité de la région.
(b) La région est tournée sur la droite y = 1/2. Déterminer le volume du corps de révolution.

(c) Etablir une intégrale pour la surface O du corps de révolution ci—dessus.

o Probleme 2-39:

Soit @ > 0 un nombre fix. Examiner la courbe y = i + 22

2
pour 0 < x < a.

(a) Déterminer I’intégral pour la longueur L(a) de cette

courbe. Pas besoin de calculer la valeur de I’intégral. o
(b) Trouver une approximation de I’intégral ci—dessus a I’aide '
de la regle de Simpson et les points de support 0, 5 et a . o5

(c) Trouver la valeur approximative pour a = 1 a ’aide du
résultat précédent.

(d) On applique une rotation par rapport a I’axe des y a la
courbe originale. Déterminer la surface de révolution d’une
facon exacte.

2.6 Travail

¢ Probleme 2-40:
Un rouleau se trouve sur une hauteur de 40 m. Une masse de 30 kg est attachée a une corde de 50 m. La

L k o . R
masse spécifique de la corde est 2 ﬁg Trouver le travail nécessaire pour lever la masse a une hauteur de
25 m.

e Probleme 2—41:
Si un baton (section A, longueur L) consistante d’un matériel connu (module d’élasticité F) est allongé par
la longueur AL, il est allongé par une force F' avec

AL
F_EAT

Trouver une formule pour déterminer le travail nécessaire pour allonger le baton de la longueur de repos L a
la longueur L + z. Justifier soigneusement la maniere de dériver la formule. Au cours du calcul vous pouvez
utiliser |z| < L (si nécessaire).

Physique: pour une force constane, on a travail = force - chemin.
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2.7 Courant, voltage, puissance

o Probléeme 2-42:

Pour un signal de courant alternatif de période 7' = 2T

w

U (t) =Up cos (wt)

le voltage effectif U, est défini par la relation
U2, = & /TUQ(t) dt
eff — 0
Vérifier qu’on a pour le voltage de forme de sinus ci—dessus

1
Ueff = ﬁ U()

e Probleme 2-43:
Pour un circuit simple de courant alternatif on a

I(t)=1Ipcos(wt) und U (t)= Uy cos(wt—+9)

Déterminer la puissance moyenne pour des grands intervalle de temps.

o Probleme 2-44:
Un courant
I(t)=1Ipe * cos(wt)

coule dans une capacité C. Au temps ¢ = 0, la capacité est sans charge: ) (0) = 0. Trouver la charge Q (¢)
comme fonction du temps ¢ et déterminer la charge pour des trés grands temps.

2.8 Problemes mixtes

o Probléeme 2-45:

Examiner la section entre la courbe y = sinx et I’axe des «

pour27w < x < 37. 0.

(a) Trouver les coordonnées (x5, ys) du centre de gravité.

(b) On applique une rotation autour 1’axe des y a cette section. 0.

Trouver le volume de cet solide de rotation.
o Probléeme 2-46:

On applique une rotation par rapport a I’axe des z au triangle a droite.
Donc un solide en R3 est généré. Rendre les intégrales nécessaire pour
répondre aux questions ci—dessous et calculer les valeurs.

(a) Calculer le volume V.

(b) Le matériel a une densité p et la vitesse angulaire de la rotation par
rapport a I’axe des z est donnée par w. Calculer I’énergie de rotation F.

Z 4

N
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o Probleme 2—47:
Examiner une demi-sphére de rayon R, plus précisément z2 + y? + 22 < R? et z > 0. Le volume d’une
sphere pleine est % TR3.

(a) Déterminer les composantes x et y du centre de gravité (sans calcul).
(b) Etablir une intégrale pour déterminer la composante z du centre de gravité (dénotée z).

(c) Calculer z,.

¢ Probleme 2—48:
En tournant une parabole z = a 22 sur ’axe des z, on obtient une surface de révolution A et un volume de
révolution V' avec une hauteur H et un rayon R. Ici, H et R sont donnés, la constante a est a déterminer.

(a) Etablir une intégrale pour déterminer le volume de révolution V' généré.

(b) On a pour ce volume

ire de b - (haut
volume — (aire de base) - (hauteur)

C
Trouver c.

(c) Etablir une intégrale pour déterminer la surface de révolution A générée. Il ne faut ,,que* déterminer la
partie courbée de la surface.

(d) Calculer A al’aide d’une table d’intégrales. Ne pas simplifier le résultat.

e Probléeme 2-49:

Une voiture roule pendant une heure (0 < ¢ < 1) a une vitesse de v = 200¢ (1 —t) (en kilometres par heure).
La consommation d’essence f (en litres par kilometre) dépend de la vitesse v par la formule f = v?10~%.
Trouver

(a) la distance parcourue.

(b) la consommation totale d’essence.

¢ Probleme 2-50:
Les intégrales suivantes sont trés importantes pour déterminer des coefficients Fourier. Vérifier les for-
mules.

(a) Pour toutn,m € N, on a

2
/ sin(nt) cos(mt)dt =0
0

(b) Pourtoutn,m € N,ona

2w
/ sin (nt) sin (mt) dt =
0 si n#m

m si n=m#0
0

(c) Pourtout n,m € N, on a

o 2w si n=m=0
/ cos(nt) cos(mt)dt =< = si n=m#0
0
si m#Em
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e Probleme 2-51:

Le profile de vitesse dans un ruisseau de largeur b = 10 m et de profondeur » = 1 m a la forme d’une
parabole (vitesse comme fonction de la distance du bord). Supposer que la vitesse ne dépend pas de la
profondeur. La vitesse maximale soit V4, = 1 % et I’eau aux bords du ruisseau soit en repos. Déterminer
le flux F' dans ce ruisseau, ¢’est—a—dire le volume d’eau coulante a travers par seconde.

e Probleme 2-52:
durée d’oscillation d’une pendule

La pendule esquissée de longueur [ et de masse m oscille de fagon
quasi—harmonique pour des angles ¢ petits, et on peut calculer la durée
d’oscillation 7' a partir de I’équation approximative ®

l
T = 271'\/7
g m

Si @ est plus grand, la formule pour la période ci—dessus n’est plus valable. Il faut maintenant trouver la
période pour un angle maximal ¢g. On peut procéder de la facon suivante:

1. Déterminer la vitesse angulaire ¢» comme fonction de ¢ et ¢y a I’aide de la loi de conservation de
I’énergie.

2. Déterminer la durée AT nécessitée par la pendule pour parvenir de ¢ a ¢ + A .

3. Obtenir une formule d’intégrales par des sommes et des limites.

¢ Probleme 2-53:
Un fil de fer est tendu dans un plan le long de la fonction

y=f(r) avec a<z<b et f(z)<0 , f(a)=0

Une petite boule glisse sans frottement le long du fil de fer du point (a, f (a)) au point (b, f (b)). Elle part
avec la vitesse 0. En raison de la conservation de I’énergie, la vitesse peut étre déterminée a chaque point.
Etablir I'intégrale pour déterminer la durée du vol entier.

¢ Probleme 2-54:
Une boule roule sur la courbe donnée par la paramétrisation de la courbe donnée ci—dessous. Le parametre
7 n’est pas le temps physique.

(a) Donner un intégral pour la longueur L de cette courbe et puis trouver L a 1’aide de la calculatrice.

(b) La vitesse (en temps réel ) v = ||7|| est déterminée par 3 v> = g - (4 — 2). Trouver un intégral pour le
temps de voyage total T’ du ballon sur cette courbe. Utiliser g = 10 m/s?

x(T) %7'2
y(r) | = | sin(37)
z(T) 3— 72

avec 0 <717 <3.
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o Probleme 2-55:

Un quart d’'un cercle de rayon R dans un plan est donné par
la paramétrisation z(f) = R cosf et y(f) = —R sin6 pour
0 < 6 < 7/2. Un point de masse glisse en bas sur cette courbe.
Conservation de 1’énergie donne que la vélocité est déterminée par
v2=-2gy.

0.2 0.4 0.6 0.8

(a) Calculer la vitesse angulaire 6 comme fonction de I’angle 6.

(b) Trouver I'intégrale pour le temps de vol sur ce quart d’un cercle
avec 0 < 0 < /2. Ne calculer pas I’intégrale.

o Probleme 2-56:

La force F' sur une surface A peut étre exprimée par la pression p selon la formule
suivante

Force= surface pression ou F=A-p.

La pression dans un liquide est donnée par

p = pgh ,

ou p est la densité et h la profondeur au—dessous de la surface du liquide. Une
surface verticale parabolique (y = x?) est mise dans le liquide 2 une profondeur
de 2 m. Chercher une intégrale qui calcule la force sur cette surface par le liquide.
On ne doit pas calculer la valeur numérique.

¢ Probleme 2-57:

Le jet d’eau de Geneve a une hauteur de 137 metres. La pompe jette 500 litres d’eau par seconde en 1’air.
La vitesse v de I’eau est donnée par v = /2g h, ou h est la distance du point le plus haut. Calculer avec
g=103.

(a) Combien d’eau y a—t—il au total dans le jet?
(b) Combien d’eau y a—t—il, dans le jet, au—dessus de 100 metres?
(c) Combien d’eau y a—t-il, dans le jet, au—dessous de 37 metres?

Tuyau: Si un point bouge sur une droite du point a au point b avec une vitesse v (), on calcule le temps

nécessaire par la formule

b
1
T [ s
o V()
¢ Probleme 2-58:
Un tonneau rond de hauteur 2h a au milieu un rayon de a et aux bords un rayon de b. La couverture peut

étre approximée assez bien par une parabole tournée sur I’axe. En dériver une formule approximative pour
le volume du tonneau.

o Probléeme 2-59:
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Une poutre de longueur L et de section A est tournée autour
I’axe des z avec une vitesse angulaire w comme indiqué dans w
I’esquisse a cOté. La poutre est fixée sur 1’axe des z et est tou- z
jours parallele au plan zy. La masse spécifique p est donnée.

Physique: Si un point de masse m a une distance r est tournée
sur une axe avec vitesse angulaire w, on a une force centrifuge

F=mruw? X

(a) Déterminer I’énergie de rotation contenue dans ce systeme a I’aide d’une intégrale.

(b) Une force F'(R) agit sur une section a la distance R de 1’axe des z en raison de la masse tournante plus
loin. Déterminer F'(R) par une intégrale adéquate de R a L.

o Probleme 2-60:

Un segment d’un disque de rayon L, épaisseur h et angle o
(voir figure a droite) tourne avec une vitesse angulaire de w w
par rapport a I’axe des z. Le disque est attaché a I’axe des z et
est parallele au plan des xy. La masse spécifique p est connue.
Physique: la rotation d’un point de masse m avec vitesse an-
gulaire w demande une force centrifugal de

2

F=mrw

(a) Trouver I’énergie de rotation dans ce systeme a I’aide d’une intégrale.

(b) Sur la surface avec une distance R de I’axe des z on trouve une force F'(R) a cause de la masse a
I’extérieur. Calculer cette force a I’aide d’une intégrale par rapporta r avec R < r < L.

(c) Calculer la tension o (unité: %) lelong de la surface avec une distance z.

¢ Probleme 2-61:
Une boule glisse sans frottement le long de fil de fer de la forme

1
- =
y= cosh(a x)

Elle estlachée a x = 3ety = %(:m)

(a) Quel chemin est parcouru par la boule jusqu’au point le plus bas?

(b) Etablir une intégrale pour détermiber la période I" de ce mouvement.
Il ne faut pas calculer cette intégrale.

Tuyaux pour la partie (b):
e Déterminer la vitesse v(x) comme fonction de x (conservation de 1’énergie)
e Chercher une reltion entre v, (composante horizontale) et v(z).

e Ecrire v, comme fonction de x.
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e Probleme 2-62:
Dans une artere de rayon R, le sang coule a une vitesse de v = ¢ (R? — r2), r est la distance du centre de
I’artere et une constante ¢ est donnée.

(a) Combien de sang (par unité de temps) coule par I’anneau de rayons entre r et  + Ar? Utiliser le fait que
Ar est trés petit.

(b) Trouver I’intégrale pour calculer le flux total dans I’artere, en fonction de R et c. Calculer cette intégrale.

(c) A un moment donné, on a R = 0.03 ¢m et suite & ’absorbtion de deux aspirines le rayon R augmente 2
la vitessee de 1.8 - 10~* ¢m/min. Trouver le taux de croissance du flux total dans I’artere.

¢ Probleme 2-63:

La fonction ci—dessus exprime le rayon r d’un solide avec des sections circulaires en fonction de la hauteur
h. Lorsque la section entre la courbe et ’axe des £ fait des révolutions autour 1’axe vertical, on obtient un
solid conique. Ce solid est accroché en haut. Le graphique montre la surface extérieure.

r(h) =e"? pour 0<h<2

(a) Trouver la masse totale M. La densité p est
connue.

(b) Donner une intégrale pour calculer la force
de gravitation F'(H), crée par la section de la
cone au—dessous de la hauteur H. 1

(c) Trouver la tension 7 (force par aire) dans
une section a une hauteur de h = H .

0.20.40.60.8 1"

¢ Probleme 2-64:
La section d’une poutre consiste de deux cercles de rayon R & une distance de D. Les cercles sont connectés
par une structure mince.

(a) Trouver le moment quadratique par rapport a I’axe de connexion entre les deux centre des cercles. L’axe
passe par le centre de gravite.

(b) Trouver le moment quadratique par rapport a I’axe orthogonal a I’axe de connexion entre les deux centre
des cercles. L’axe passe par le centre de gravite.

Utiliser

1
/ 52\/1—82ds:17r—6
0

2.9 Solutions de quelques problemes

Solution pour probléeme 2—-1 : La courbe coupe 1’axe des x pour x = 0 et x = 4. Quand on utilise un
découpage vertical, ces valeurs deviennent les bornes d’intégration. Pour le rectangle d’approximation on
obtient une aire de (4x), — 1) Axzy, et donc

“ 9 1 5 5 1 3\ |? 64 32
A= nh_{glo Z(4xk—xk)A:vk:/0(4x—:v)dx:<2x —31‘)‘0:32—3:3
Az—0 k=1
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Pour un découpage horizontal on doit résoudre 3y = 42 — 22 pour

r=2++\/4—y

et on arrive a
4 4 —4 4 32
A= [ (24 Vi) - (2= ViTy) dy= [ 2/i-ydy= 5 4=y =
0 0 3 y=0 3

Solution pour probleme 2-2 : Regarder I’équation
y? = dx = (22 — 4)*
pour trouver que la droite et la parabole coupe aux points (1, —2) et (4,4).

(a) Découpage horizontal
Utiliser les deux fonctions z = y?/4 et z = 2 + y/2 pour arriver a

4 ) AREANE
[erum-wma=(u+t -0,
(b) Découpage vertical
Couper la surface en deux sections 0 < x < 1et1 < x < 4 pour arriver a
1 4
A:/ 2\/43}(13}—!—/ Vidr — 2z —4) de=...=9
0 1

Solution pour probleme 2-3 : Les deux points d’intersections sont (0, 0) et (4, 8) et il est clair qu’on utilise
un découpage vertical.

4 4 3\ |4
A:/ (6:6—3:2)—(3:2—23:) dx:/Sx—Qa:Qda::<4x2—2x>‘ :%
0 0 3 0 3

Solution pour probleme 2—4 : Die Schnittpunkte der Kurven sind bestimmt durch die Gleichung f(x) =
g(z). Die Losungen sind gegeben durch 22 — 22 — 3 = (z + 1) (z — 3) = 0, d.h. die Schnittpunkte sind
beia = —1und b = 3.

3 30
A = /1f(x)—g(x)dx 25
3 20
= / 22+ 2x+3dx e
—1 10
3 3
_ —X 2 ‘ 5
B <3 e +3x> z=-1 - -1 — 2 3
1 32
= (—‘3—1—9—1—9)—(§—i—1—3):E

Solution pour probléme 2-5 :
c=f(m)=2n-3n=c

/Ony(x)—cdm:0

n n
/ 2x—3x2—cdx:(:rQ—xS—c:U)‘Oznz—ng—cn:n (n—nz—c):
0
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O=n—n*—c=n—n*—fm) =n—n>-2n+37n°
20 —n=n(2n—1)=0 < n=0 oderfou 7n=1/2
2 3

1
c=f@=5-7171

Solution pour probleme 2-6 : Die Fliche des Rechtecks A(z) maximal muss maximal sein. Hierbei ist
0 < x < 2 der Fusspunkt der rechten Kante des Rechtecks. Es gilt.

Alx) = 2x(4—2°) =8z 22"

R f— —_— 2 ==
= A(x) 8—62"=0

Somit sind die Extrema bei i\/g = % ~ +1.1547. Wegen % A(z) = =122 < 0 liegt ein Maximum

Vor.

(a) Die Fusspunkte sind bei i% zu wihlen.

(b) Die Fliche zwischen Parabel und Rechteck kann bestimmt werden, indem A(z) von der Flidche unter
der Parabel subtrahiert wird.

2y - 1616 32
V3T V3 3v3 33

2 1
I = / 4—x2d:p:<4m—x3>
9 3

8\ 32
= 2 (8—_) =" ~10.667

A( ~ 6.158

2

r=—

32 32 32(V3-1)

Fliche = I—-A=—— = ~ 4.508
3 3V3 3V3
Solution pour probleme 2-7 : Die Fliche unter der Parabel ist gegeben durch
2 312
8§ 4
Fz/2:1:—z2d1::x2—x 44— ==
0 3 lz=0 3 3

Der Schnittpunkt von Parabel und Gerade ist

2

2r—z"=ax — x1=0 oder z9=2-—a

Die Flache zwischen Parabel und Gerade muss gleich der halben Fldche unter der Parabel sein.

D) €2
F, = / 2x—a:2—aazdx:/ (2—a)z — 2% dx
0 0

2—a o a3 |™ :2—ax%_x§’:<l_1> (2_a)3:(2—a)3

T Ty P T3 le=0T Ty 3

Bedingung aufstellen und 16sen

1
“F = F
9 2
2 (2—-a)?
3 6
4 = (2—a)?
2—a = 43 =V1
a = 2—V4~0.4126
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Der Schnittpunkt liegt bei x = 2 — a.
Solution pour probléme 2-8 :

21 27 2 27 2 3
1 1 c c“4m

A= ~r2do = 2 de=—03 =
/0 2" /0 2 ¢ 6 10 3

Solution pour probléeme 2-9 : Diese Ubung wurde dem Buch [ , p- 248] entnommen: Integration
in Polarkoordinaten

w/2 w/2
A = 1/ 2 (0) d@:l/ (3 sin(26))* db
2 Jo 2 Jo
9 (2 9 [T 97 9w
= 3 /0 sin“(20) df = = /0 sin“(s) = ds = 21" ?(N 3.53)

Man kann auch die Identitit sin(26) = 1 (1 — cos(46)) einsetzen oder eine Integraltabelle verwenden.

Solution pour probléeme 2-10 : Achtung: durch den Parameterbereich wird die Fldche doppelt iiberstrichen.
Somit ist nur das Integral von 0 bis zu 7 zu berechnen.

1 1
A:/ r2(0)d9:/ cos®(36) df =
0 2 2

™
0

N

Solution pour probleme 2-11 :

(a) Schneiden in vertikaler Richtung.
Die untere Grenze der Fliche ist y = 0, und die obere ist y = g 2. Somit ist

b b “ b
A:/ Cr—0dr=—2% =2
0 a 2 10 2
und )
“ b b ¢ a‘b
A:ESZ/Oxa:dezgam?’ozs

Somit gilt

a*b/3 _ 2a

T b2 T3
Die y—Koordinate des Schwerpunktes ist gegeben durch

1 [o/b \? b2 ¢ aqb?
A s — = —_ d = — 3 = —
Y 2/0 (ﬂ) T 62 0T 6

ab?/6 b

YT a2 T3

und somit

(b) Schneiden in horizontaler Richtung.
Die linke Grenze der Fliche ist z = § y, und die rechte ist y = a. Somit ist

b b
— [ a-%ydr=(ay-24?)| =ab- L=
A—/Oa bydm-(ay 2by>o—ab be—2

und

A DI (e T LT
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Somit gilt
ab®/6 b
Ys = =3

ab/2 3
Die x—Koordinate des Schwerpunktes ist gegeben durch

1 b a 2 a2 b yQ CL2 y3 b a2b
v 2/0 e=py) W5 [ L= 302 J10™ 73

und somit
ab®/3  20b
LTe = = —_—
* ab/2 3

Solution pour probleme 2-12 : Der Viertelkreis mit Radius r sei im ersten Quadranten angeordnet. Die
Fliche ist gegeben durch

A:Z?"Q
und es gilt
" -1, 32" 13
AxSZ/w\/r2—9:2d9::3(r —33) 0= =
0
und somit

4 r

37
Aus Symmetriegriinden ist offensichtlich, dass y; = zs.

Ts =

Solution pour probleme 2-13 : Die Halbkugel entsteht durch Rotation eines Viertelkreises um die z—
Achse.

2
i
dj \
= VRE =}
¥
y !
|z
R
Integriere Keisscheiben auf Hohe z mit Radius r(z) = v R? — 22.
(a)
R R
V = / WTZ(Z)dZ:/ 7 (R* — 2%) dz
0 0
(R2z—1z3)R = (RZR—1R3)— 2 R
-7 37 e=0 =7 37773
(b)
zs=ys = 0
) R R
“nRYz, = / zwrQ(z)dz—/ 7z (R? - 2°) dz
3 0 0
S NSRS NN L RS QUC P RNV g
= 7T(2RZ 4,2) ZZO—W(2RR 4R)— 4R
1 pd
i R 3
zg = 72T4 =-R
gT['Rg 8

SHA 29-11-19



CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE L’INTEGRALE 105

Solution pour probléeme 2-14 : Die Masse der Scheibe ist M = mpR2. Wir zerlegen die Kreisscheibe in
Ringe der Breite Ar; und Radius r;, da entlang solcher Ringe der Abstand von der Drehachse konstant ist.
Die Masse eines solchen Ringes ist gegeben durch m; = 27priAr;, und somit kann das Massentréigheits-
moment bestimmt werden durch

- 2 i 3 L—" R?
J = nh_}rrolo Zri 2mr; Ar; = 27p /0 r° dr = 2mp 1 R = M7
Ar—0 k=1

Dreht sich die Scheibe mit Winkelgeschwindigkeit w, so ist die Energie gegeben durch

1 M R?
E:§Jw2: 1 w2

Solution pour probleme 2-15 : Wir wihlen die z—Achse als Rotationsachse. Die Masse der Scheibe ist
M = mpR?. Wir zerlegen die Kreisscheibe in Streifen der Hohe Ay; parallel zur z—Achse, da entlang
solcher Streifen der Abstand von der Drehachse konstant ist. Die Masse eines solchen Streifens ist gegeben

durch m; = 2 p 1/ R? — y? Ay;, und somit kann das Massentréigheitsmoment bestimmt werden durch

J = lim zn:y?2p\/R2—y?Ayi=2p/

Ay—0 k=1 N

R

N V'V R — 2 dy
Aus einer Integraltafel lesen wir ab, dass

R 2 R 4
2 Ip2 200 (_Y 5oy 2,2 2 eain I ‘ _
/0 y“\/R? —y; dy ( 4\/(R y?)3 + 3 (y\/R yv*+R arcst>>

y=0 16

Mittels Mathematica erhilt man das selbe Resultat

| Mathematica
Integrate[y"2 Sqrt[R2-y"2],{y,0,R}]

4
Pi R
16
|
Somit gilt
7 R* R?
J=p " — M=
Py 4

Dreht sich die Scheibe mit Winkelgeschwindigkeit w, so ist die Energie gegeben durch

MR?
= w
8

1
E:§Jw2

Solution pour probleme 2-16 : Die Energie der linearen Bewegung ist gegeben durch

1
Ejpn = 5 Mv?

wobei M = 1000 kg und v = 80 km/h = 22.2m/s. Da die Réder rollen, muss die Beziehung wr = v
richtig sein und somit w = v/r. Die Rotationsenergie der vier Rader kann bestimmt werden durch die

Formel

2
1 mrew 9

2 2 ;2 MY

)

1
Emt:4§Jw2:4
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wobei r = 0.3 m und m = 8 kg. Somit gilt

E’/‘ot 2m
Elin M

Solution pour probléme 2-17 :

R+r
J:/ 2% 2\/r2 — (z — R)? 2nz dx

R—r

| Mathematica
Integrate[4 Pi x"3 Sqrt[ r"2 — (xR)"2],{x,R—r ,R+r}]

2 2 2 2
Pi t RGBr +4R)

2
I

Solution pour probleme 2-18 :

(a) Rotation um die y—Achse.
Die Fliche wird in vertikale Streifen zerschnitten, und wir erhalten

n

b
T= lm 3 (aF (F (@) (@) An) = [ 5 (F(x) g (@) do
Az—0 k=1 @

(b) Rotation um die z—Achse.
Hierzu miissen wir zuerst das Trigheitsmoment einer Sdule der Breite Ax; mit g (z;) < y < f (z;)

bestimmen.
f(z:) ) 1 3 3
AJ; = Ax; o Y dy:g (fP () — g° (1)) Aw
g (=;
und somit erhalten wir
T tim S (B — P e an) = [ @) — o (e) d
= n1—>Holo Z 3 (f (:Ez) g (xl)) Ly 3 (f ($) g (x)) €z
Az—0 k=1 @

Solution pour probleme 2-19 :

(a) Mit dem Satz von Steiner
Das Moment zweiter Ordnung eines Kreises mit Radius r beziiglich einer Achse in der Kreisebene
durch den Schwerpunkt haben wir in Aufgabe 2—15 bestimmt als

4

mwr

Jo—

S
2 mr 2 2
Jy:Js—FMa:S:T—HTTR

(b) Direkt mit einem Integral.
R+r
J, :/ 22 24/r2 — (x — R)? dx
R—r
Eine kurze Rechnung mit Mathematica bestitigt das obige Ergebnis.

| Mathematica
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Integrate[ x"2 2 Sqrt[ r"2 — (xR)"2],{x,R—r ,R+r}]

2 2 2
Pir (r +4R)

4
I |

Solution pour probleme 2-20 : Zuerst bestimmen wir das Massentrigheitsmoment J der Erde. Durch Zer-
legen der Erde in Zylinderwinde mit Radius 2, Hohe h = 2v/ R? — 22 erhalten wir das Massentrigheitsmo-
ment

R
J = / 22 p 2V R? — 222nx dx
0
R
= 47rp/ 23V R? — 22dx
0
(mm?’ m5>
= dmp | - +

R

=0

3 )

(a) Wegen T = 24 Std = 24 - 60 - 60 sec = 86400 sec und
27
T

w

gilt

1 4 2
E==-Juw=-MR>— ~26-10%
5 W= MR 226107

(b) Die obige Formel kann nach der Periode T" aufgelost werden, und wir erhalten

2 4 o T
T = 5 MR ¥l
Somit konnen wir 1" als Funktion von E auffassen und die obige Beziehung nach E ableiten mit dem
Resultat T A )
o T
TaE= s Mg
oder auch
T 2 g T
dE ~ 5 T E?
Nun wissen wir, dass die Energie um den ,kleinen Betrag AE = —3 - 1020 g pro Jahr dndert, und
durch eine lineare Approximation erhalten wir
aT
AT = 7B AFE

und somit )

2 T
AT ~ -~ M R?
5 RTE2

Somit wire der Tag nach ca. 20’000 Jahren um eine Sekunde ldnger.

AE ~5-107° sec

Das selbe Resultat kann auch mit Mathematica erreicht werden durch

| Mathematica
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T= 86400;

R= 6370000;

M= 6 107(24);

DeltaEn =3 107(20);

En= N[4/5 M R"2 Pi"2 / T"2]

29
| 2.57509 10 |
| Mathematica |
FindRoot[ En — DeltaEn == 4/5 M R"2 Pi"2 / (T+DeltaT)"2, {DeltaT,0}]

{DeltaT —> 0.0000503284}

Solution pour probleme 2-21 :

w/2 1 w/2
J = / —pry?(z) -y (2) de =27 cos z dx
w/2 2 2 —7/2
_ pm 122+ 8 sin (27) + sin (4z) /2 _pT 127 3pm?
2 32 -T2 2 32 16

Solution pour probléme 2-22 : Es gilt

dy 3
r_ %2 1/2
4 dx 233

b b
L = /\/1+(f’(a:))2dx:/ ,/1+(gx1/2)2dx
b 3/2,5
/ 9 2-4 9 335
= /a 1+4$d$—39<1+4x>

a=0 27
Solution pour probleme 2-23 :
a
1
L:/ Vit+da?2de=...=a 1+4a2+§ arcsinh (2a)
—a

Fiir die Berechnung des Integrals kann eine Tabelle oder die Substitution 2x = sinh w niitzlich sein.

und somit

Solution pour probléme 2-25 : Es gilt

dx dx .
@21—0089 und %:smﬁ

und somit p p
Ao | (OT
(Zg) + (5

0
™| dx dx I 0 0 1°"
L = —)2 —)2df = 2sin—df = —4 5 — =4 4=
/0 \/(dg) +(d0) /0 sin 5 cos 5 ) + 8

Solution pour probleme 2-26 : L = /2 (e* — 1)

0
)2 = (1 — cos 6)? +sin® 6 = 2 (1 — cos 9):4sin2§

und

Solution pour probleme 2-28 :

4
vz/2 2w (5+2) (—(x—2) (w—4)) do—...= AT
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Solution pour probléme 2-29 :

2 3207
V:/227T(5—J:) (2—x) (33—{—2)da::T

Solution pour probleme 2-30 :

y(z)=sinx , ¥y (z)=cosz
(a)
O:/ 27T?"d8:/ 27y () \/1+(y/(x))2dm:/ 27sin x /14 cos? x do =7
0 0 0
(b)
O:/ 2mrds = 2 \/1+ (v (2))? dx = 2nx /14 cos? x dx =7
0 0 0
(©)
0 = /27rrds:/ 2 (1 —y(x)) V14 (¢ (2))? dx
0 0
= /27T(1—SiDZL‘)\/1+COS2l‘d£L':?
0
(d)

V:/ 7Ty2(l')dl':/ 7 sin? x dr =?
0 0

Solution pour probléme 2-32 :
(a)

-1 R
? w0 =T <1 — 67R2>

R
V:/ Irze dp =271 — e °
0 2

(b)

R R
A:/ 2nx 1+ (f'(2))? de = 27w V1 +4x2e 27 dy
0

0
Solution pour probléeme 2-33 : 1000 mcm?.
Solution pour probleme 2-34 :

V = 2xRar?

Solution pour probléme 2-35 : Die Halbkreisfliche ist A = wR? /2. Wird dieser Halbkreis um die z—Achse
rotiert, so entsteht eine Kugel mit Volumen V' = % 7R3 Die Regel von Guldin besagt

V = A 2my;

und somit
V. 3TRP 4
y8727TA727T%7TR2 "~ 37
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Solution pour probléme 2-36 :
O = 27R 27r = 47°rR

Solution pour probléeme 2-37 : Die Linge des Halbkreises ist L = wR. Wird dieser Halbkreis um die
x—Achse rotiert, so entsteht eine Kugelfliche mit Oberfliche O = 4 7 R? Die Regel von Guldin besagt

O = L 21y,

und somit
O 4rR? _ 2,
Co2rL 2rwR 0w

Ys

Solution pour probléme 2-38 : Zuerst bestimmt man die eingeschlossene Fldche

5w 5m
6

1
A = sinm—ida::(—cosx—g)

o

- Jﬁ—gzo.a&s

_

(a) Wegen Symmetrie gilt x5 = 5. Fiir y; gilt

5w 5w
1 (& | 1 1 [7&
Ays = 2/7(; sm2:v—4da;:4/g i—cos(Z:E)d:z:
. 5n
_ Lz sm@a)\) T _m V3 e
4 \2 2 3 12 8

Das fiihrt auf y, ~ 0.698 .

(b) Die einfachste Variante ist mit Sicherheit der Satz von Pappus (Guldin)

1
V:27r(ys—§) A=~ 0.854

(©)

’ 27 f(z) 1+ (f'(z)2de =27 /G(Sin(SU) - %) V' 1+ cos? z dx

jus

Q
Il
m\

Solution pour probleme 2-39 :

(a) Fiir die Funktion f(z) = 1 + 2 gilt f/(z) = 22 und somit
L(a) :/ 1ds :/ V14 (f'(x))? dx:/ V1+422de
0 0 0

(b)
L(a) = /a\/71+4x2dxza<\/71+02+4\/m+ It 4a?)
0

6
(1+4 \/1+a2+\/1+4a2>

¢
6
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(©)

|
L(1) ~ 2 (1 +4V2+ \/5) ~ 1.48215

Mathematica liefert einen numerischen Wert von L(1) = 1.47894 und somit ist die Approximation
durch die Simpson Formel recht gut.

(d)
A = /27ra:dS:27r/x\/1+4ﬂs2dﬂs
0 0

Substitution u = 4z> undsomit du = 8z dz

4a? T 2 4a?
/ \/1+Udu:Z§<1+’U/)3/2
0

((1 +4a2)3/? - 1)

SNERSE!

Solution pour probleme 2—41 : Um den Stab von der Linge L + [ zu L + [ + Al zu strecken, muss die

Arbeit (Energie)

l
EA— Al
L+1

geleistet werden. Nun variiert man / von 0 bis x, summiert und erhilt die Gesamtarbeit

Arbeit = ZE A % Al
=0

Hierbei haben wir L + [ = L eingesetzt. Mit der Grenzwertbildung Al — 0 wird daraus

/x l EA (7 EA
l

Arbeit = EFA—dl=— ldl =

— X
=0 L L =0 2 L

Solution pour probleme 2—42 :

U, = 1/TU2(t)dtUg/Tcos2(wt)dt
ff T, T T

Hieraus folgt sofort die Behauptung.

Solution pour probleme 2—43 : Die Momentanleisung P (t) ist gegeben durch
P)=1(t)-U(t)=1IyUy cos(wt) cos(wt+ )

Die mittlere Leistung ist somit

T

fiir grosse Werte von 7'. Damit wir besser integrieren kdnnen, formen wir die trigonometrische Funktion

1 T
Pm:/ P ) dt
0

etwas um 1
cos (wt) cos(wt+0) = 5 (cos (2wt +6) + cosd)
Das fiihrt auf
17 I r
P, = T/o P (t) dt = 3[1{0/0 (cos (2wt + ) + cosd) dit
~ IyUy (sin(2wt+4) ‘T_IOUU sin(2wT +9)
= 57 ( 50 +t cosd 0= 37T 5 + T cosd
Iy Uy

cosd = Iopp Uepy cosd  fiir T — oo

SHA 29-11-19



CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE L’INTEGRALE 112

Diese Rechnung ist der tiefere Grund fiir die Definitionen

I
und Ieff = -9

v U
AN V2

Solution pour probléme 2—-44 : Mit Hilfe von reellen Funktionen erhilt man
t
Q) = QO+ [ 10)ar
0

t
= Iy / e T cos(wT) dr
0

—aT t

e .
= Iy 2 (—a cos (wT) — w sin (wT)) ‘0
1 —at .
= I e (e™ (—acos (wT) —wsin (wT)) + a)
a .
— I(]m flir t— o

Das Integral wurde mit Hilfe einer Integraltabelle bestimmt.
Die selbe Aufgabe kann auch mit Hilfe von komplexen Funktionen und Zahlen gelést werden. Man setzt
20 = —a + 1w
e~ cos (wt) = Re el~oT™)t — Re %0

und statt des obigen reellen Integrals konnen wir auch den Realteil des folgenden Integrals untersuchen.

t t
1 1
t = Wtgr =1, — et =1y — (et -1
Q() 0/06 T 0206 0 QZO(e )
-1
— Iy — fiir t— o
)
Mit Hilfe der einfachen Identitit
—1_ -1 _ 1 _ o+ tw _ o+ iw
20 —atiw a—iw (a—iw)(a+tiw) (o +w?)

sieht man, dass der Realteil dieses Ausdrucks mit der ersten Rechnung iibereinstimmt. Die Rechnung ist
ohne Integraltabelle ausfiihrbar.

Solution pour probleme 245 :

(a) Aufgrund der Symmetrie gilt x5 = 5 /2 . Fiir die y—Koordinate ist zuerst die Fldche zu bestimmen.

3 3
A= sinz dr = —coszx )
27

=2

™

Nun gilt

N =
l\\
3 w
3
&.
=}
[N
S
Q
53
Il
\

™

37T
Ay, = / T sing de =
9 2
T
— ~0.39
8

Ys =

Dieser Wert wird durch die Graphik bestittigt.
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(b) Entweder mit der Regel von Guldin

5
V:27TSA:27T§2:107T2

oder mittels Zerlegung in vertikale Streifen (resp. Ringe) und einer Integration

3 3T
V:/ 2na sing de =27 (sine —x cosw)|, =27 (37+2m) = 10 72
2 T

™

Solution pour probléme 2-46 :

(a) Vertikal zerlegen. Die Hohe ist gegeben durch h(z) = =2 + x fir2 <z < 4.
4 4
V = / hz)2nxde =2 / —2x + 2 da
2 2

3 4 3 3
_ 2, T ‘ _ I T R
= 27T(a:+3> x:2—27r<4+3+2 3)

4 —4 4412 — 4
= 27 (—164—2—1—4—2):2# 8+63+ 8:71'%%41.8879

(b) Basierend auf E' = % mv? erhilt man

1 41
E = /2v2pdV:/ §(w:p)2ph(1:)27rscdx
2

4
392
= pﬂ'wz/ —21:3+954d95:...:p7rw2?:pﬂ'w278.4
2

Der Satz von Steiner ist hier nicht anwendbar. Es wird ein Volumen im Raum rotiert. Somit ist nicht
das Moment zweiter Ordnung zu verwenden, sondern ein Moment dritter Ordnung.

Solution pour probleme 2-47 :
(a) Wegen Symmetrie ist 5 = y, = 0. Einzig die z—Komponente z; ist von 0 verschieden.

(b)
R 9 R
Vizs = 2w\ R2— 22 dz—w/ 2 (R? — 2%)dz
0 0

RZ22 A4
- ”( 2 _4)

Diese Gleichung kann nach z, aufgelost werden.

4

O (/RR RY R
T\ 1

0

(c) WegenV = % % 7 R3 gilt also
2
ZS = 4 =

R
m R3

Wi
col w

Solution pour probléme 2-48 : Wegen z = a2? muss H = a R? richtig sein, d.h. ¢ = H/R?. Somit

erhalten wir auf einer festen Hohe z eine Kreisscheibe mit Radius 7(z) = \/z/a = 1/ 22

H
(a)

H 2 rH
1
V = / ﬁr(z)de:WR/ zdz=-7mR*H
0 H Jo 2

SHA 29-11-19



CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE L’INTEGRALE 114

(b) c=2

(c) Es gilt

d _d_ [zR \/R2
= —dz V' H " 2Vzm
und somit

2 2 /
A = 27rr\/1+r’2dz—/ 277\/ L \/ 7rR/
0 4ZH

a 27rR/ /z+72d2_27rR2 LB 82
B 4H 4H
27 R 2 R2\*? R2 3/2
= =2 ((B+=) (=
ai s \eim) -~ (in)

In der hier gegebenen Losung wurde beziiglich 2 integriert. Man kann die Aufgabe auch durch Integration
beziiglich x (resp. r) 16sen.

(d)

z=0

Solution pour probléeme 2-49 : Quelle [ , p 246]
(a)
1 1 2 3\ (1
t t 100
Dist = / v(t) dt = / 200t (1 —¢t)dt =200 | = — — ‘ = —— in Kilometern
0 0 2 3)0 3
(b) Die Angabe ist gegeben in Litern pro Kilometer, zur Integration benétigt man aber Liter pro Zeit.

A Verbrauch B A Verbrauch As

AT As A& l?
1 1
Verbrauch = / 10742 (t) v (t) dt = 1074 / (200t (1 —t))3 dt

0 0

1 4 5 6 7 1

tt 310 345 ¢t
= 800 [ *(1—-3t+3t2—t3)dt=800 [ — - —F—+"F - — ‘
/0 ( - ) (4 5 76 7> 0

1 3 1 1
= 80 <4‘5+2‘7)
105 -84 —20 800

= - —  ~ 1 1inLi
800 110 =110 5.71 1in Liter

Die folgende Losung ist falsch.

1 1
Verbrauch = / 10742 (t) dt = 1071 / (200t (1 — 1)) dt
0 0

L, ) AL
= t*1—=2t+t3)dt=4 | = — =+ — ‘
tfrn-zetiasd (Gogeg)l,

oLy 01 2 0133 inLit
— — — = — = — =~ U. 1n Liter
5 o 30 15 ¢

Il
o
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Solution pour probléeme 2-51 : Sei x der Abstand vom Flussmittelpunkt. Dann gilt fiir die Geschwindigkeit
v () = Vmag — ¢
wobei die Konstante ¢ so zu wihlen ist, dass v (b/2) = 0. Das fiihrt auf

422
v (x) = Ve (1 — b—2)

In einem Abschnitt zwischen x und = + Ax fliesst das Wasser mit einer (fast) konstanten Geschwindigkeit
v (x), falls Ax nur geniigend klein ist. Somit ist der Fluss in diesem Abschnitt gegeben durch

AF ~v(z) h Az
Fiir den Gesamtfluss ergibt sich mittels Approximation durch eine Summe
F=Y AF,~> v(x)h Az
i i
Bilden wir den Grenzwert fiir Az; — 0, so ergibt sich das Integral
b/2 b/2 Ag2 4b3 2
F:/b/2v($) hdx = /b/2vmax (1— ?) hdzx = h vz <b—2 23%2> =3 bhVmaz

Fiir die hier verwendeten Zahlenwerte ergibt sich somit ein Fluss von F ~ 6.67 m?/sec.

Solution pour probleme 2-52 : Diese Losung zeigt die typischen Schritte beim Aufstellen eines Integrals.
Sie sollten in der Lage sein die ersten drei Schritte auszufiihren. Der vierte Schritt ist der Vollstandigkeit
halber angegeben.

1. Der Unterschied der potentiellen Energie bei (g und ¢ ist
m gl (cos po — cosp)
Da die kinetische Energie gegeben ist durch % m? gilt

1, 1

gmu” = §m12¢2 =mgl(cos ¢ — cospg)

und somit

2 29

O = - (cos ¢ — cos o)

2. Wegen
PEAT
gilt
29
Ap =~ - (cos ¢ — cos o) AT

oder auch

AT%’/L L Ap
2g +/cos ¢ — cos pg

3. Summiert man die Zeitdifferenzen fiir Winkel von 0 bis zu g und bildet den Grenzwert Ay — 0+,

so ergibt sich das Integral
l wo 1
// dy
2g Jo +/cos ¢ —cosyg

Da man damit einen Viertel der vollen Periode bestimmt hat, gilt

l ¥o 1
T=4,— / dy
29 Jo +/cos ¢ —cosg
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4. Beachten Sie bitte, dass bei diesem Integral bei ¢ = g eine Division durch Null auftritt. Somit
liegt ein uneigentliches Integral vor. Mit einigen Tricks kann dieses jedoch umgeformt werden. Die
trigonometrische Identitét

e
cosa =1 — 2 sin? 3

l ©o 1 l ¥o 1
4 / dp =2 / dp
29 Jo +/cos o —cos o 9 Jo\ [sin? £ —sin? £

2

fiihrt zu

Nun setzen wir

k—sm@
2

und ersetzen die Variable ¢ durch u mittels der Substitution

1
sin%zksinu , §cos—dgp k cosu du

r 2\ﬁ [ p
= ®
g \/sm 2¢

2

7r/2 1 )
_ l/ k:cosudu
0 k

A L
V1 —sin?y €OS3

w/2 1
= 4 l/ — du
g 0 COS§

w/2 1
/ v
9 Jo ,/1—sin2%

[ (™2 1
= 4./= / —_— du
g9 Jo 1— k2 sin?u

Durch die Substitution ist aus dem uneigentlichen Integral ein eigentliches Integral geworden, da
wegen k = sin %2 < 1 keine Division durch Null mehr auftritt. Dies ist ein elliptisches Integral und
ldsst sich nicht durch Elementarfunktionen berechnen. Fiir kleine Winkel (¢ kann man k =~ 0 setzen
und erhilt die bekannte Approximation

T l
~ 4 — —

Solution pour probléme 2-53 : Befindet sich die Kugel im Punkt (z, f (z)), so gilt

und erhalten

%mv2:—mgf(:6) oder v(z)=+/-2gf(x)

Fiir den Geschwindigkeitsvektor ¢ gilt offensichtlich
v cos
U= Tl =w und v = /v + v2
Uy sin a
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wobei tan « = f’ (z) und

W — tana = f(x)
Vg

Nun versucht man die Horizontalgeschwindigkeit v, als Funktion von x zu schreiben.
=29 f(x) =v* = v} + vy = v + (f' (2) v.)* = v} (L+(f (x))?)
und somit
2 = —2gf ()
C14(f (@)
Um das Stiick von x zu x 4+ Ax zuriickzulegen, benétigt die Kugel ungefiahr (Ax sehr klein) die Zeit AT,

wobei .

1 | —2gf(x)
w SN T e

Das fiihrt nach passender Summation und Grenzwertbildung (Az — 0+) zum Integral

1+ (f' (x))?
—29 f(z)

Solution pour probleme 2-54 :

(a) Die Standardformel fiir die Linge eine parametrisierten Kurve liefert

ds — \/2 P2 4 (=3 cos(37))2 + (—27)2 dr

L /ds = / \/ =3 cos(37))%2+ (—27)2 dr =~ 11.75
ds . ds :
(b) Wegenv:%glltdt:—undmltv:\/Qg-(él =29 -(1+72)
v
dt ds _ \/ —3 cos(37))2 + (—27)2 d
= — cos(37 —27)2dr
v \/20 1+ 72)
T = /dt / \/ —3cos(37))2+ (—27)2 dr ~ 1.389
V20 (14 72)

Solution pour probleme 2-55 :

(a) Die Geschwindigkeit v ldsst sich aus der gegebenen Information bestimmen. Dann ist 6 bestimmt durch
die Beziehung Rf = v

v() = V/-2gy() =+/2gRsinb

RO = v(0) =+/2gRsinb

. dog 1 1

0(t) = —=—=1+/2 inf = — +/2g si
(t) o R\/ g R sin \/R\/ g sinf

(b) Das fiihrt auf

/2 /2 /2
- [ [T R
o 6(t) 0o V2gsinf 29 Jo +/sind
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Solution pour probléme 2-56 :

2
FEiAPQQ—MQVﬂw

Solution pour probléeme 2-57 :

(a) Die gesamte Flugzeit eines Wassertropfens ist gegeben durch

137 4 4 vﬁ1w
T:2/ dh = h ~ 10.5 s
o V2gh V2g 0

Da pro Sekunde 500 1 Wasser gepumpt werden, sind insgesamt 10.5 - 500 [ oder 5250 [ in der Luft.

(b) Fiir das Wasser hoher als 100 m variiert & (Hohe unter Spitze) zwischen 0 und 37 m. Somit ergibt sich
mit der selben Uberlegung

37 4 4 s 37
T—2/ dh=——Vh| =b4ds
o V2gh V2¢g 0

und eine Wassermenge von 2700 [.

(c) Fiir das Wasser tiefer als 37 m variiert h (Hohe unter Spitze) zwischen 100 und 137 m. Somit ergibt
sich mit der selben Uberlegung

137 4 > 137
TZQ/ dh = h ~1.52s
100 V2gh V2g 100

und eine Wassermenge von 750 /.

Solution pour probléeme 2-58 : Wihlen Sie die Achse des Fasses als z—Achse, wobei = 0 in der Mitte
liege. Somit ist fiir den Radius  der Ansatz

r(z)=A—ke? mit r(0)=a und 7(h)=r(=h)=0b
zu verwenden. Offensichtlich ist a = A und k = (a — b)/h? und somit

nz

r(z)=a-—
und wir erhalten

h h h
V = / mr? (z) do = 7r/ (a — kz?)? do = 271/ (a® — 2akx® + k*x*) dx
0

—h —h
2 2 h ) 2
= 27T<CL2$—T$3+k5x5>‘$:0:27r<a2h— gkh3+k5h5)
2a(a—b —b)? 2 1
= 21mh <a2— a;ahz )h2+(a5h4) h4) = 2mh (aQ—S (aQ—ab)—i—g (a2—2ab+bz))
8 , 4 1,
- 9 =2 = :
ﬂh(15a —|—l5ab+5b>

Diese Schlussformel ist reichlich kompliziert fiir eine Ndherungsformel und man sollte versuchen, sie zu
vereinfachen, wobei vielleicht eine weitere Approximation in Kauf genommen wird. Die Differenz der
Radien (a — b) sollte klein sein im Vergleich zur halben Hohe h, und somit gilt wegen |x| < h

a—>b

h

k-h= <1 und K22*<ka?kh?<ka?
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und wir verwenden die viel einfachere Approximation

h
2
V%ZW/ a22akx2dx:...:27rha<a+b)
0 3 3

Diese approximative Formel wird manchmal auch Kepler’sche Fassregel genannt.
Solution pour probleme 2-59 :

(a) Die Grundformel fiir Rotationsenergie ist % muv? = % mr? w?. Somit gilt

1, b1 2.2 1 3 2 _ 1 2, 2
E:/ rwdm:/ —pAwrdr=-pAL =-MLw
0 2 0 2 6 6

(b) Die Kraftbeitrige miissen iiber den Bereich R < r < L summiert/integriert werden. Fiir Ar < L ist
die Masse mit zwischen r und r + Ar gegeben durch

Am = pAAr
Diese Masse hat Abstand r von der Rotationsachse und erzeugt somit einen Kraftbeitrag
AF =rw?pAAr

Somit ist .
1
F(R):/ TWQpAdT:§OJ2pA(L2—R2)

Solution pour probleme 2-60 :

(a) Die Grundformel fiir Rotationsenergie ist

Somit gilt

L,2 2 L2, 2
F = / re dm:/ re phardr
0 o 2

2
_ Wwrpha /Lr3 dr — wpha £4 _ w? M L?
2 0 2 4 4
Hierbei wurde verwendet )
holL
M=p O;

(b) Die Kraftbeitrage miissen iiber den Bereich R < r < L summiert/integriert werden. Fiir Ar < L ist
die Masse mit zwischen r und r + Ar gegeben durch

Am=pharAr
Diese Masse hat Abstand r von der Rotationsachse und erzeugt somit einen Kraftbeitrag
AF =rw?pharAr

Somit ist . )
h
F(R):wzpha/ 2 dr =220

L’ - R3
i 3 ( )
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(¢c) Die Fliche A auf welche die Kraft wirkt ist

A=haR
Somit ist ) ) )
F(R wpha 3. wWp o3 3
= L° — =—— (L
o(R)=—— =53 5 (I"-R) =55 (L' - R

Solution pour probléme 2-61 :

(a) Wegen y(z) = 2 cosh(az) und y/(z) = sinh(a z) gilt

3 3 3 inh
:/ \/Wdiﬁ:/ \/md:r:/ cosh(ax) dxzw
0 0 0

(b) Mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes erhélt man

1 1
§mU2 = mg— (cosh(a3)— cosh(azx))
a
2
2 o= (cosh (a3) — cosh (ax))
a
Wegen
v? =02 + vg =02+ (¥)? 02 = (1 + (y)?) v2 = cosh? (ax) v2
gilt
|v| = cosh (ax) |vg]
und somit
|v| 1 \/ 2g
= = — h (a3) — cosh
Y = Cosh (az) cosh(azx) V a (cosh (a3) — cosh (a))
Es gilt also
A 1 h
vxzﬁ — At =— Az = - cosh (a ) Ax
v
z \/Tg (cosh (a3) — cosh (ax))

Bezeichnet man die Periode mit 7', so gilt

h
_4 / cosh (a x) e
\/29 cosh (a3) — cosh (ax))
Ein zweiter Losungsweg basiert auf

As /14 (v)? Az
v = _—_——— — ———
At At
1 1\2
Ab = & Ap — cosh (a ) Az

v \/%‘7 (cosh (a3) — cosh (ax))

Das fiihrt selbstverstindlich zum selben Resultat fiir die Periode T .

Solution pour probléme 2-62 :
(a)
AF =vAA=c(R*—r¥)27nrAr
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(b)
R R
F = /AF:/ c(RQ—r2)27rrdr2027r/ R*r — 3 dr
0 0
1 NN R* cm
— O (SR LA ot _CT
c 7r(2Rr 47’)T:0 c2m 2R

(c) Gegeben ist R(0) = 0.03 cm und % R(0)=1.8- 10_4%. Somit folgt

d dcm cm :
ZF0) = %7}%4(0)':47}%3(0)5(0)
o cm R(0) R(0)
F(0) 4R(O) _, L8-107 _ 0.024
F(O) — "R(0) ~003min  min

Solution pour probleme 2-63 :

(a) Zerlegen in horizontale Scheiben der Dicke Ah auf Hohe h mit Radius 7(h). Das Volumen einer
solchen Scheibe ist )
AV = 1r(h)>Ah =1 (eH) Ah = m e AR

Fiir die Gesamtmasse M erhélt man nun

2 ) 2
M = / pT (eh*Q) dh=mp / e?t et dh
0 0

2h |2
_ -4 € _ TP 4
= Tpe 92 lh=0" 9 ¢4 (e 1)

= 5 (1-e ) ~p 154203

(b) Die Gravitationskraft ist gegeben durch m g und somit

H
F(H) =g M(H) =g /0 p (eh_2>2 dh = % (27 1)

(c) Die Spannung kann nun leicht bestimmt werden. Ein typischer Verlauf ist unten gezeigt.

F(H) Spa{mung
o(H) = 7w (eH-2)2 o
. gmp 2t 1 0.6
2et me2He 4 0.4
= % (1 — e*QH) 0-2

Solution pour probleme 2-64 :

(a) Das Moment zweiter Ordnung ist zu berechnen und die beiden Kreise liefern den selben Beitrag. Auf
der Hohe y hat der Schnitt mit dem Kreis die Linge 2 v/ R — y2 und somit gilt

R R
J = 2/ y22\/R2—y2dy:4/ >V R2 — 42 dy
R R
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Substitution y=Rs , dy= Rds

1
= 4/ R?s>\/R2? — R2s2 Rds
-1
1 1
= 4R4/ 52\/1—32ds:8R4/ 21— s2ds
—1 0

T om
= 8R*—=_R!
16 2
(b) Hier wird mit Vorteil der Satz von Steiner verwendet mit dem Fldchentrigheitsmoment eines Kreises
Jr=7 R*. Da jeder der Kreismittelpunkte einen Abstand von D /2 vom Zentrum hat gilt

2
J:2JR+2Ad2:gR4+2wR2%
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Kapitel 3

Kurven

Im ganzen Kapitel gehen wir davon aus, dass alle auftretenden Funktionen ,,geniigend oft* differenzierbar
sind.
3.1 Kurven und Parametrisierungen in R?

3.1.1 Parametrisierung

3-1 Definition : Eine (parametrisierte) Kurve in R? mit kartesischen Koordinaten ist durch zwei Funktio-
nen z (¢) und y (t) und das Parameterintervall ¢, < t < t. gegeben:

(z(t),y(t)) wobei t,<t<t,

Die unabhingige Variable ¢ heisst Parameter der Kurve. Selbstverstindlich konnen auch Polarkoordinaten
r (t) und ¢ (t) verwendet werden; dann ist die Kurve durch die Parametrisierung

(r(t) cos ¢(t), r(t) sin ¢(t)) wobei t, <t <t

gegeben.

3-2 Beispiel : Eine Ellipse mit Halbachsen a und b und Mittelpunkt im Ursprung kann durch die Parame-

trisierung
w20 )= (5 ) et 0o

beschrieben werden. &

3-3 Beispiel : Ein Kreis mit Radius R und Mittelpunkt bei (a, b) kann durch die Parametrisierung

gy = [ TO ) o AT ROt el 0<t<on
b+ Rsint

beschrieben werden. &
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Abbildung 3.1: Archimedische Spirale

3—4 Beispiel : Ein Stiick einer Archimedischen Spirale kann gegeben werden durch die Parametrisierung
(x(t),y(t)) = (t cos t,tsint) wobei 0<t<3m
Die selbe Kurve kann in Polarkoordinaten durch die Parametrisierung
r(t)=t , ¢(t)=t wobei 0<t<3m

beschrieben werden. In diesem Beispiel kann auch direkt der Winkel ¢ als Parameter verwendet werden,
und es ergibt sich die Parametrisierung

7(¢) =¢ wobei 0<¢<3m

¢
3-5 Beispiel : Die Parametrisierung
t in (2t
(t) = ( z () > = ( sin (26) ) wobei —2<t<4
y(t) t
erzeugt die Kurve links in der Abbildung 3.2. &

3-6 Beispiel : Die Parametrisierung

o [ x@®) ) | sint wobei
x(t)_<y(t)>_<sin3t> obei teR

erzeugt die Kurve in der Mitte der Abbildung 3.2. Die selbe Kurve kann auch gegeben werden durch die

Parametrisierungen
t t
= TO ) = wobei —1<t<1
y(t) 2
oder
y(z) =2 wobei —1<z<1
¢
3-7 Beispiel : Die Parametrisierung
t in (2¢
g = CO )2 (D) obei o<t <2001
y (1) cost
erzeugt die Kurve rechts in der Abbildung 3.2. &
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Abbildung 3.2: Die Kurven (sin (2t),t), (sin ¢,sin®¢) und (sin (2t), cost)

3.1.2 Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Gegeben ist eine Parametrisierung

Loy [T _
(t)_<y(t)>

Fassen wir nun den Vektor ¥ (¢) als Ort eines Objektes zur Zeit ¢ auf. Somit bewegt sich dieses Objekt fiir
Zeiten a < t < b entlang der Kurve vom Punkt Z (a) zum Punkt Z (b). Der Geschwindigkeitsvektor ¥/ (t)
ist gegeben durch die Zeitableitung des Ortsvektors 7 (¢), d.h.

T =L F0) =) = ( H )

v (t)

Der Beschleunigungsvektor @ (t) entspricht der Ableitung des Geschwindigkeitsvektors o' (¢), d.h.

wobei a <t <b.

3-8 Beispiel : Die Parametrisierung

oo [ x@®) ) [ 2cos(3t) wobei -
x(t)_<y(t)>_< sin (3t) ) bel 0<t<m/3

erzeugt die Kurve in Abbildung 3.3. Man rechnet fiir dieses Beispiel leicht nach, dass
. d 2 cos (3t) —6sin (3t)
v(t)=— =
dt sin (3t) 3 cos (3t)
: —6sin (3t —18 3t
Ei(t):z?(t):i sin (3t) _ cos (3t)
dt 3 cos (3t) —9sin (3t)

In Abbildung 3.4 sind fiir den Zeitpunkt ¢ = 7 /12 der Ortsvektor & (7 /12) und der Geschwindigkeitsvektor
¥ (m/12) eingezeichnet. Man erkennt sofort, dass ¥/ (t) tangential zur Kurve ist im Punkt & (¢). &

und
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Abbildung 3.3: Die Kurve (2 cos (3t) , sin (3t))

Abbildung 3.4: Orts— und Geschwindigkeitsvektor

SHA 29-11-19



KAPITEL 3. KURVEN 127

Sind alle Funktionen mindestens dreimal differenzierbar, so gelten fiir kleine Werte von 7 die Taylor—
Approximationen

z(t+7) = x(t)+a':(t)7+%i’(t)¢2+0(73)
y(i+7) = YO +IOTH 50706

oder in vektorieller Schreibweise
1
F(t4+7)=2@)+77(t)+ 3 2d(t) + 0 ()

Man betrachtet einen festen Wert ¢ und ldsst die neue Variable 7 alle reellen Werte durchlaufen. So ergibt

sich
Z(t)+1U(t)

die Parametrisierung einer Geraden mit Startvektor & (¢) und Richtungsvektor ¥/ ().
3-9 Beispiel : Fiir 0 < ¢ < 0.5 bewegt sich ein Objekt auf der Kurve
x(t t cos (¢t
sy (7Y _( teostm
y (1) t sin (tm)

Zur Zeit t = 0.5 verldsst das Objekt die obige Kurve und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
weiter. Wann wird das Objekt die Gerade y = —x kreuzen?

Losung: Offensichtlich gilt
. x(t) cos (tm) — tmsin ()
v (t) = =
g (t) sin () + tm cos (tm)

R wd s — [ 05T
205)= () e w0 (007

Entlang dieser Geraden ist die Bedingung x = —y erfiillt, falls

und somit

1
—057r7T=-05—7 oder 7= ——
=2

Somit schneidet die Flugbahn die Gerade y = —x bei 7 = 0.876 oder auch zur absoluten Zeit ¢t ~ 0.5 +
0.876. o

3-10 Beispiel : Eine logarithmische Spirale ist gegeben durch die Parametrisierung in Polarkoordinaten

r(¢) = roe"®

oder auch
r(t) =roe™ und ¢ (t) =t

Es ist zu beachten, dass der Geschwindigkeitsvektor in Polarkoordinaten sorgféltig bestimmt werden muss.
Mit der Ketten— und Produktregel siecht man, dass fiir
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u

2.5¢

15 10 -5 g\

Abbildung 3.5: Eine logarithmische Spirale

gilt
5@ = (1) ( cos (¢(t)) ) et < —sin (()) (t) )
sin (¢(t)) cos (¢(t)) ()
cos (¢(t)) ' —sin (¢(t))
= 7(t r(t)é(t
¥ ( sin (¢(t)) ) tr@ew) ( cos (6(t)) >

In unserem Beispiel

gilt somit

¢

3-11 Beispiel : Ein Stein wird auf einer kreisférmigen Bahn mit Radius R auf die Winkelgeschwindigkeit
w beschleunigt. Bei welchem Winkel ¢ muss der Stein losgelassen werden, damit er moglichst weit fliegt?
Die Distanz wird gemessen, wenn der Stein die z—Achse wieder schneidet.

Losung: Wir legen zuerst einen Plan fest, um weniger in Gefahr zu geraten, die Ubersicht zu verlieren.
1. Die Kreisbahn parametrisieren.
2. Den Anfangsort und die Geschwindigkeit bestimmen, abhéngig von ¢.
3. Parametrisierung der Wurfparabel finden.
4. Waurfparabel mit z—Achse schneiden, d.h. x—Wert berechnen.
5. Den berechneten x—Wert (als Funktion von ¢) extremal machen.

Nun versuchen wir diesen Plan auch auszufiihren:

SHA 29-11-19



KAPITEL 3. KURVEN 129

1. Die Kreisbahn parametrisieren.
Der Kreis wird im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen mit Winkelgeschwindigkeit w

( z (t) ) _ ( R cos (wt) )

y (t) R sin (wt)

(m’(t) ) s ( — sin (wt) )
g (t) cos (wt)

2. Der Anfangsort Zj und die Geschwindigkeit ¢jy beim Winkel 0 < ¢ < 7 sind also
cos — si
Fo=R D) nd =R [
sin (@) cos (¢)

3. Parametrisierung der Wurfparabel finden.
Sei 1 die Flugzeit auf der Parabel. Da die Geschwindigkeit in x—Richtung nicht éndert, gilt

und somit

(1) = R cos¢ — TRw sin ¢
Die Beschleunigung in y—Richtung ist konstant —g, und somit erhalten wir

y (1) = R sing + 7Rw cos¢—g72

4. Wurfparabel mit z—Achse schneiden, d.h. z—Wert berechnen.
Wir miissen die quadratische Gleichung

0= R sin¢ + TRw COS¢—%T2

nach 7 auflésen. Die iibliche Losungsformel ergibt

-1
Ti2 = o (—Rw cos ¢ + / R2w? cos? ¢ + 2 gR sin qﬁ)

Da die Auftreffzeit 7 positiv sein muss, gilt

1
T= p (Rw cos ¢+ R2w? cos? ¢ + 2 gR sinqﬁ)

Nun miissen wir diesen Wert von 7 in die Formel fiir die z—Koordinate einsetzen und erhalten

QU((zﬁ)chos¢—Rwisin(;5 (

Rw cos ¢ + \/R2w? cos? ¢ + 2 gR sin <z5>

5. Den berechneten x—Wert (als Funktion von ¢) extremal machen.
Nun konnte man versuchen die Extrema dieser Funktion zu finden, indem man alle kritischen Punkte
bestimmt (ableiten, Null setzen, auflosen). Die Formel ist aber kompliziert genug, dass kaum Aus-
sicht auf Erfolg besteht. Deshalb begniigen wir uns mit den Plots und extremalen Werten fiir zwei
verschiedene Werte fiir die Rotationsgeschwindigkeit w.

Setzt man R = 1 und w = 10, so entsteht Abbildung 3.6, und der maximale Abstand von x ~ —10.05
wird bei ¢ ~ 0.858 ~ 50° angenommen.

Setzt man R = 1 und w = 2, so entsteht Abbildung 3.7, und der maximale Abstand von x ~ —1.077
wird bei ¢ ~ 2.271 ~ 130° angenommen.

¢
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Abbildung 3.6: Wurfdistanz als Funktion des Winkels bei w = 10

Abbildung 3.7: Wurfdistanz als Funktion des Winkels bei w = 2

H
a0 0N

Abbildung 3.8: Eine gewohnliche Zykloide

SHA 29-11-19



KAPITEL 3. KURVEN 131

3-12 Beispiel : Zykloide

Ein Rad mit Radius R rollt auf der x—Achse einer xy—Ebene nach rechts. Zur Zeit ¢ = 0 sei der Radmittel-
punkt bei (0, R), und ein Schreiber wird bei den Koordinaten (0, 0) auf dem Rad befestigt. Zu finden ist die
Gleichung der durch diesen Schreiber gezeichneten Kurve.

Losung: Wir nehmen an, dass sich der Radmittelpunkt mit Geschwindigkeit 1 nach rechts bewegt. Somit
sind die Koordinaten des Mittelpunktes gegeben durch

Da das Rad rollt, dreht es sich gleichzeitig um einen Winkel ¢ im Uhrzeigersinn, wobei R¢ =t - v = t die
Linge der abgerollten Strecke sein muss. Somit ist die Position des Schreibers gegeben durch

t t —sin % t— Rsint
2(t) = x (t) _ LR ing \ _ in 5
y (t) R —cos £ R— R cos %
Diese Zykloide ist durch eine Parametrisierung (Parameter ¢) gegeben. &

3-13 Beispiel : Wird beim vorangehenden Beispiel der Schreiber nicht auf dem Rande des Rades befestigt,
sondern in einem Abstand a vom Mittelpunkt, so erhalten wir die Parametrisierung

f(t):(x(t) ) :< t )—i—a ( —sin% ) :< t—asin% >
y (t) R —cos% R—acos%

Wir erhalten drei verschiedene Typen von Kurven

Abbildung 3.9: Eine verkiirzte Zykloide

0 < a < R | verkiirzte Zykloide
a=R gewohnliche Zykloide
R<a verldngerte Zykloide

¢
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Abbildung 3.10: Eine verldngerte Zykloide

3.1.3 Ort, Tangentialvektor und Kriimmung

Im vorangehenden Abschnitt wurde eine Kurve immer durch eine Parametrisierung gegeben. Somit wurde
neben der Form der Kurve auch die Art und Weise, wie sie zu durchlaufen ist, festgelegt. Zwei verschiedene
Parametrisierungen konnen aber durchaus zur selben Kurve fiihren. Nun versuchen wir Eigenschaften
herauszuschilen, die nur von der Kurve und nicht von der speziellen Parametrisierung abhéingen. Allerdings
wollen wir die Orientierung der Kurve, d.h. die Richtung, in der sie durchlaufen wird, beibehalten. Einige
geometrische Begriffe miissen unabhingig von der Parametrisierung sein und diirfen nur von der Kurve
abhingen. Als Beispiel wihlen wir die Lange L.

3-14 Satz : Zwei verschiedene Parametrisierungen der selben Kurve tiihren auf die selbe Kurvenlinge L.

Beweis : Seien zwei Parametrisierungen gegeben durch
x1 (¢t
Z(t) = 1(®) wobei a<t<b
2 (1)

und

gj(r)z(yl(T)) wobei c¢<7<d

Y2 ()

Weil die beiden Parametrisierungen die selbe Kurve darstellen, muss gelten:
T(a) =9y (c) und Z(b)=y(d)

(identische Anfangs- und Endpunkte). Ebenso muss es fiir jeden Zeitpunkt ¢ der ersten Parametrisierung
genau eine passende Zeit 7 = f (¢) geben, so dass

Z(t) =y (r) =y (f (1)

Die Funktion
f: [a,b] — ¢, d]
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heisst Umparametrisierung. Ist ¢ < d und a < b, so muss % f(t) > 0 gelten. Aufgrund der Kettenregel
gilt

d . d _d (GO _ ;’Tyl(f(t))>df(t):df<t)d37(f(t))
ai " o (yz(f(t))> <$yz(f(t)) dedt

dt
Nun bestimmen wir die Linge der Kurve mit Hilfe der Z—Parametrisierung und formen das Integral um mit
Hilfe der Substitution 7 = f (¢) und dr = df dt

/ b uf(wu dt

= [0 AGO),,
/a ”dy dT H dt( ) dt
[ 1Dy a1

3-15 Beispiel : Die Parametrisierungen

. —Rcost .
Z(t) = wobei 0<t<m
Rsint

und

—Rcoslnt
Rsinlnt

) wobei 1< 7<¢"

beschreiben beide einen Halbkreis mit Radius R in der oberen Halbebene, der im Uhrzeigersinn durchlaufen
wird. Die beiden Parametrisierungen unterscheiden sich durch die Geschwindigkeiten, mit der der Halbkreis
durchlaufen wird.

Die Linge berechnet sich mit Hilfe der ersten Parametrisierung durch

4 N RSint
L= [1Ew]d-
0 R cost

und mittels der zweiten durch
‘( § sin lnrg cos In 7 )H dr

em d e™

L = / FCIE
sin In7
cosIn 7

Nun werden wir versuchen, eine gegebene Kurve mit einer Standardparametrisierung zu versehen. Dies
erreichen wir durch die Zusatzbedingung, dass die Geschwindigkeit immer 1 sein soll. Man spricht in diesem
Fall von einer Parametrisierung beziiglich der Bogenliange. Ist die Parametrisierung gegeben durch

Z(s) = ( :U(s; ) wobei a < s <b,

dt—/ Rdt=7R
0

e™

1d7':/ RldT:RlnT
1 T 1

=71 R

o
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so muss die Bedingung

eor=|( 0 )] - o) (o) -

erfiillt sein. Fiir Parametrisierungen beziiglich der Bogenldnge kann man leicht nachrechnen, dass die Lénge

L der Kurve gegeben ist durch
b b
L:/ 15 ()| ds:/ Lds=b—a
a a

Diese Tatsache rechtfertigt den Begriff Bogenldnge.

Nun stellt sich die Frage, ob aus einer beliebigen Parametrisierung einer Kurve die Standardparametri-
sierung beziiglich der Bogenlidnge gefunden werden kann. Das folgende Resultat zeigt, dass dies (zumindest
theoretisch) meistens moglich ist.

3-16 Satz : Ist eine parametrisierte Kurve gegeben durch
Z(s) = ( z(s) ) wobei a < s <b,

so kann mit dem Integral

s@1= [ lolir= [ JemP+ @2

der Bogenlingeparameter s als Funktion von t bestimmt werden. Lisst sich diese Gleichung nach t als
Funktion von s auflésen, so kann in der urspriinglichen Parametrisierung t durch s ersetzt werden, und wir
haben die Parametrisierung beziiglich der Bogenlidnge gefunden.

3-17 Beispiel : Die Parametrisierung

. —Rcost .
Z(t) = wobei 0<t<nm
Rsint

des Halbkreises mit Radius R in der oberen Halbebene ist nicht beziiglich der Bogenlédnge, da

2
Rsint
Rcost
ausser falls R = 1. Das Integral

s(t):/at||v(7')|| dT:/Ot\/(Rsin7)2+(RCOS(T))QdT:/thT:Rt

0

|7 (1)]|? = ‘ = R?sin’t + R%*cos’t = R* # 1

lasst sich hier leicht ausrechnen, und man erhilt auch
S .
t:E wobei 0<s<Rmw

Somit ist die Parametrisierung beziiglich Bogenlinge gegeben durch

. —Rcos .
Z(s) = wobei 0<s<Rm
Rsin 5

. sin %
17 ()12 = H( R )
cos &

bestitigt dieses Resultat. &

Die Kontrollrechnung
2

2 S 9 S
pp—y 7__].
-+ cos

= sin
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Der Geschwindigkeitsvektor einer Parametrisierung beziiglich der Bogenlidnge hat immer die Léinge 1
und heisst auch Tangentialvektor an die Kurve. Er hidngt nicht von der speziellen Parametrisierung ab,
sondern nur von der Kurve, und der Richtung, in der sie durchlaufen wird.

Die Kriimmung einer Kurve soll ein Mass dafiir sein, wie schnell eine Kurve ,dreht, wenn wir
uns entlang der Kurve bewegen. Hierzu betrachten wir den Quotienten der Winkeldnderung A durch
Langeninderung As fiir immer kiirzer werdende Langenabschnitte.

3-18 Definition : Die Kriimmung einer Kurve y = f (x) beim Punkt (xo , f (x¢)) ist definiert durch die

Formel
. AG
k= lim —
As—0 As

Ist die Kurve durch die Funktion
y=f(z)

beschrieben, so betrachten wir fiir zwei nahe zusammen liegende Punkte 21 und x5. Dabei nehmen wir an,
dasss x1 — xg— und zo — xo+.

Ax = x9—11
Ay = yr—y=f(x2) = f(21)
A = By — 0 = arctan f’ (x9) — arctan f' (x1)

Die Linge der Kurve fiir x zwischen x; und x» ist gegeben durch ein Integral, und mit dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung erhalten wir

AS:/IQ V14 (f'(2))? dv = 14 (f" (n)? Az

fiir ein ) zwischen 1 und z5. Wegen (arctanz)’ = 1/(1 + x?) und dem Mittelwertsatz der Differential-
rechnung gilt auch

1" (&)
A = 0y — 0 = arctan [ (z2) — arctan f' (z1) = ———2— Az
1 . SRR ERVIG)E
fiir ein £ zwischen x; und xo.
Nun kénnen wir die Kriimmung fiir die obige Situation berechnen.
(€
A e AT
k = lim — = lim
As—0 As As—0 /1 + (f/ (77))2 Ax

1 " 1

O e W)

As—=0 /T (f’ (77))23 1+ (f/ (gg))23 (1 + (f’ (37))2)3/2

Gilt fiir eine Kurve |f’ (z)| < 1, soist & ~ f” (x). In diesem Sinne ist die Kriimmung sehr eng mit der
zweiten Ableitung einer Funktion verbunden. Es ist aber falsch zu sagen, dass die Kriimmung gleich der
zweiten Ableitung ist.
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3-19 Beispiel : Ein Kreis mit Radius R ist kann gegeben werden durch

y=f(z)=VR2—22= (RZ_xQ)l/Q

Offensichtlich gilt in diesem Fall

, B —x
e = m—=
R2 - $2 + :E2 R2
1+ (@) = —m— =
P2 2 .z
f// (SC) _ R z x \/Rg—x2 _ _R2
R2 _ 22 (R? — x2)3/2
und somit
f”(a:) B _R2 <R2—$2>3/2__1
AR @R )R

An diesem Beispiel wird klar, dass der Radius des Kriimmungskreises das Reziproke der Kriimmung ist. Ist
Kk > 0, so nimmt die Steigung der Tangente zu, die Kurve ist konvex und der Mittelpunkt des Krimmungs-
kreises liegt oberhalb der Kurve. Ist x < 0, so nimmt die Steigung der Tangente ab, die Kurve ist konkav

und der Mittelpunkt des Kriimmungskreises liegt unterhalb der Kurve.

%

Die folgende Tabelle stellt einige Begriffe fiir Parametrisierungen von Kurven und die entsprechenden
Begriffe fiir Kurven gegeniiber. Es ist zu beachten, dass die Begriffe aber nicht identisch sind, d.h die

Kriimmung einer Kurve ist nicht gleich der Beschleunigung einer Parametrisierung.

Parametrisierung einer Kurve Kurve

Geschwindigkeitsvektor ¥ | Tangentialvektor (Lénge 1)
Beschleunigungsvektor a

Beschleunigung ||| Kriimmung x

Bei einer Kurve der Form

y=f(z)

(o)
@)

auf der Kurve, und der normierte, nach oben zeigende Normalenvektor 77 ist gegeben durch

o 1 < —f' (@) )
1+ (f'(2))? 1

Somit sind die Koordinaten des Mittelpunktes des Kriimmungskreises gegeben durch
| 1 1 —f
\_p ls_ (e, 1 (-r@
n r f(z) BT+ (f(2))? 1

_ f"’ 1+ (@) [ =f'(2)
B (f(x)>+ f(x) ( 1 )

liegt der Punkt
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3-20 Beispiel : Fiir die Kurve
y=f(x)=cosx
gilt

y” —cos T

(14 (y')2)3/2 - (1 4 sin? 2)3/2

Hier sehen wir leicht, dass |x| < 1, und die Extrema von £1 werden bei Vielfachen von 7 angenommen.
Dies zeigt, dass ein Rad mit Radius 1 noch auf einer cos—Kurve rollen kann, ohne die ,,Tdler* auszulassen.
Die Koordinaten des Kriimmungskreises an die cos—Kurve sind gegeben durch

Abbildung 3.11: Die Kurve y = cos x und ein Kriimmungskreis

£\ T 1+sin? z sin x
n cos T cos x 1

Die Division durch O bei den Nullstellen der cos—Funktion entspricht der Tatsache, dass der Kriimmungs-
kreis von unten nach oben springen muss. In Abbildung 3.11 sehen Sie die Kurve und den Kriimmungskreis
bei x = 2.7. Die Figur wurde erzeugt durch

| Mathematica |
Clear([x,y,f,df ,ddf,xi,eta,kappal];
fl[t_-] = Cos[t];
df[t_] = D[f[¢t],t];
ddf[t_] = D[df[t],t];
kappa[t_] = ddf[t]/(1+ df[t]"2)"(3/2);
xi[x_] = x — (1+ Sin[x]"2)/Cos[x] Sin[x] ;
eta[x_] = Cos[x] — (1+ Sin[x]"2)/Cos[x] ;
x0= 2.7;
glda = ParametricPlot[ { t ,f[t]},{t,—2,6},
AspectRatio —> Automatic,
PlotRange — All,
AxesLabel —>{"x".,”y"},
AxesOrigin —>{0,0},
DisplayFunction — Identity ];
gldb = ParametricPlot[ {xi[x0]+1/kappa[x0] Cos[t],
eta[x0]+1/kappa[x0] Sin[t]},
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{t,0,2 Pi},

AspectRatio — Automatic,
PlotRange — All,
AxesLabel —>{"x".,”y"},
AxesOrigin —>{0,0},
DisplayFunction —> Identity ];

gl4=Show[{gl4a,gldb}, DisplayFunction —> DisplayFunction]

¢

Die obigen Uberlegungen und Rechnungen zu Kriimmung und Kriimmungskreisen konnen auch fiir
andere Parametrisierungen ausgefiihrt werden, nicht nur fiir y = f (z). Als Resultat erhélt man die Tabel-
le 3.1. Mit einigem Aufwand kann man zeigen, dass verschiedene Parametrisierungen der selben Kurve auf
die selben Resultate fiir die Kriimmung fiihren, auch wenn die auszufiihrenden Rechnungen verschieden

sind.
y =yt
Form y=f(2) r=f(0)
r =ux(t)
Krii v Ty — 1y r2 4+ 2(r")2% — rr”
mmung & Y-y
8N Uryppr @2 1 577 T
1 N2 .o 2 2 "2 0+ ' sin O
Mittelpunkt | £ =z — +W)° €= _1‘—|—y : {zrcos&—(r + (1")?) (r cos 0 + 1’ sin 6)
y’ &y — &y 1242 ()2 — 11"
. 1+ (y)? i+ g . (r? + (7")?) (rsinf — 1’ cos 0)
des Kreis :y+T n:y+mx n=rsinf — (T

Tabelle 3.1: Formeln fiir Kriimmungsradien

Die mittlere Spalte lisst sich in allen Situationen anwenden. Mit den Ubersetzungen

I
~

1
)y

#(t) =0
() = 1" (t)

konnen wir die erste Spalte als Spezialfall der zweiten erhalten. Mit etwas grosserem Aufwand liesse sich
auch die dritte Spalte aus der zweiten herleiten. Wir verzichten auf diese Verifikation.

3-21 Beispiel : Die Parametrisierung

acost
bsint

) fir 0<t< 27

beschreibt eine Ellipse mit den Halbachsen a und b. Siehe auch Abbildung 3.12. Fiir ¢ = 0 sind wir beim
Punkt (a, 0) auf der Ellipse und erhalten
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und somit

@2 g2)32 T (0+02)32 b2
Somit hat der Kriimmungskreis einen Radius von R = b%/a und der Winkel des Tangentialvektors ver-

grossert sich entlang der Kurve, weil £ > 0. Fiir ¢ = 7/2 sind wir beim Punkt (0, b) auf der Ellipse und
erhalten

i — iy O+ab _ a
r(0) =

z(r/2) =0 T (r/2) = —a Z(r/2) =0
y(@/2)=b  §(x/2)=0  §j(x/2)=-b

und somit
(nj2)— = F__ _ab=0 b
kim/2) = @2 +2°2  (@+0p32 a2
Somit hat der Kriimmungskreis im Punkt (0, b) einen Radius von R = a?/b. &
Y
1
1 2 *

Abbildung 3.12: Eine Ellipse mit Halbachsen ¢ = 3 und b = 2

3.2 Kurven in R?

Die Begriffe Kurve, Parametrisierung, Geschwindigkeit und Beschleunigung lassen sich direkt von zwei
auf drei Dimensionen iibertragen, einzig die neu dazukommende dritte Komponente muss beriicksichtigt
werden. Also ist eine Kurve gegeben durch eine Parametrisierung der Form

Zt)=1 y) wobei a<t<b
z

Tt)y=2t)=| 3t wobei a <t<b

a)y=v(t)=1| i@ wobei a<t<b
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Die Lénge L einer solchen Kurve kann bestimmt werden durch das Integral

L:/b\/a':2(t)—|—y'2(t)+z'2(t) dt

3-22 Beispiel : In Abbildung 3.13 sehen Sie die Kurve, gegeben durch die Parametrisierung

x (t) 2 cos (t)
)=\ y@) | = sin () wobei 0 <t <6m
z (t) 0.3t

Die Geschwindigkeit ist gegeben durch

Abbildung 3.13: Eine einfache Kurve in R?

—2 sin (t)
v(t) = cos (t)
0.3
und der Beschleunigungsvektor durch
—2 cos (t)
a(t) = —sin (t)
0

o

In der Ebene werden meist kartesische (x, y) oder polare (r,¢) Koordinaten eingesetzt. Im Raum ver-
wendet man kartesische Koordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten.
Fiir Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) gelten die Beziehungen

T = pcose
= psing
z = z

oder auch

p=+vz2+y?2 und tanp= L4

xT
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Eine Flidche mit p =konst entspricht einem Zylinder.
Fiir Kugelkoordinaten (r, 6, ) gelten die Beziehungen

x = rsinf cosy

r sinf sin @

z = 7 cosf

oder auch

r:\/m , cos@z% und tan@z%
Eine Flidche mit » =konst entspricht einer Kugel.
3-23 Beispiel : Eine Kurve sei in Kugelkoordinaten gegeben durch die Parametrisierung
r=1 und ¢ =200 wobei 0<0<7

Da r = 1, muss die Kurve vollstindig auf einer Kugeloberfliche mit Radius 1 liegen. Macht der Winkel 6
eine halbe Drehung (von oben nach unten), so dreht ¢ mit 20—facher Geschwindigkeit im Gegenuhrzeiger-
sinn. Somit ergibt sich ein spiraldhnliches Gebilde auf einer Kugeloberfliche. Die Kurve macht genau 10
volle Runden auf der Kugel. Die Kurve finden Sie in Abbildung 3.14 dargestellt.

Abbildung 3.14: Eine Spirale auf einer Kugeloberfliche

In kartesischen Koordinaten konnte die selbe Kurve beschrieben werden durch

x(t) = sint cos (20¢)
y(t) = sint sin(20t) wobei 0<t<2w
z(t) = cost

3.3 Aufgaben

e Aufgabe 3-1:
Une courbe est donnée par la paramétrisation
Eine Kurve ist gegeben durch die Parametrisierung

Z(t)=| (5—1t)cos(t) avec/wobei 0<t¢<5
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(a) Esquisser la courbe.
Zeichne die Kurve.

(b) Un ballon bouge sur la courbe au—dessus par rapport au temps ¢. A la hauteur z = , il est liché et va
bouger avec une vitesse constante. Chercher location et temps de I’intersection avec le plan zz.
Ein Ball bewegt sich entlang der obigen Kurve mit der Zeit ¢ als Parameter. Auf der Hohe 2 = 7 16st sich
der Ball von der Kurve und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit. Wo und wann durchstosst er die

xz—Ebene?

o Aufgabe 3-2:

La position d’un ballon est donnée par la spirale ci—
dessous. Pour un certain temps ¢y il est laché de la
courbe et il vol parallele au plan zz. La seule force
est la gravitation (¢ = —10 m/s?) dans la direction

Die Position eines Balles ist gegeben durch die un-
tenstehende Spirale. Zu einer bestimmten Zeit ¢
wird der Ball losgelassen und er fliegt parallel zur
xz—Ebene weiter. Die einzige wirkende Kraft ist

des z. die Gravitation (g = —10 m/s?) in die z—Richtung.

x(t) 2 cost
y(t) | = 2sint ]
2(t) L2 %

< 4

{
N
<
S
S
N \/
X o
|
N}
) )

(a) Bestimmen Sie den Geschwindigkeitsvektor
o(t) fiir t < to.

(a) Trouver le vecteur de vitesse U(t) pour ¢ < t.

(b) Déterminer le temps g et la location et vitesse
au temps t = £g. (b) Bestimmen Sie den Zeitpunkt ¢y und die Positi-

on und Geschwindigkeit zur Zeit ty.
(c) Quand va le ballon toucher le plan des xy ?

(c) Wann wird der Ball auf der xy—Ebene auftref-

fen?
o Aufgabe 3-3:
Eine Kurve ist gegeben durch die Parametrisierung
x (t) 4 cos (t)
)= y@) | =] 4sin(t) wobei te€R
z (t) arctan (t)

(a) Bestimmen Sie den Geschwindigkeitsvektor ¥/ (t).
(b) Bestimmen Sie den Beschleunigungsvektor @ (t).
(c) Skizzieren Sie die Kurve

o Aufgabe 3-4:

Ein Radfahrer legt 50 km zuriick. Ein Punkt auf dem Reifen des Fahrrades legt einen lingeren Weg zuriick.
Welche Linge hat dieser Weg?

Tipp: Bestimmen Sie die Lange einer Zykloide.
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e Aufgabe 3-5:

Ein Rad mit Radius R rollt auf einer schiefen Ebene (Winkel y
45°) nach unten. Die Geschwindigkeit des Radmittelpunktes

ist 2 ™. Untersuchen Sie den Punkt Z(¢) des Rades, der zur

Zeitt = 0 die Ebene beriihrt. i

(a) Finden Sie eine Parametrisierung Z(¢) der Bahn.
(b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit /().

Tipp: zuerst die Koordinaten des Kreismittelpunktes parame-
trisieren.

Une roue de rayon R roule sur un plan oblique (angle 45°) vers le bas. La vitesse du centre du roue est
2 . Examiner le point Z(¢) du roue qui toche le plan au temps ¢ = 0.

(a) Trouver la paramétrage Z(t).
(b) Calculer la vitesse ¥/(t).

Tip: examiner les coordonnées du centre due roue d’abord.

e Aufgabe 3-6:

Bei einem Fahrrad mit Radradius R = 0.35 m wird die Radnabe des Vorderrades 0.05 m unterhalb des
Radmittelpunktes montiert. Dadurch wird sich die Vorderachse ziemlich heftig auf und abwirts bewegen.
Das Fahrrad bewegt sich mit einer Geschwindigkeit von 20 km/h.

(a) Bestimmen Sie die Lage der Radnabe als Funktion der Zeit.

(b) Berechnen Sie die maximale Beschleunigung, die aufgrund der Auf— und Abwértsbewegung der Radnabe
auftritt.

e Aufgabe 3-7:
Von einer Sdule mit Radius R und Zentrum im Ursprung wird ein Seil abgewickelt mit den folgenden
Bedingungen:

1. Der Seilanfang ist zuerst beim Punkt (R, 0)
2. Das Seil ist zu jeder Zeit gestreckt und die Seil-Gerade ist tangential zur Seilrolle.

Beschreiben Sie die Koordinaten des Seilanfangs als Funktion des Winkels zwischen x—Achse und der
Verbindung Ursprung—Kontaktpunkt. Skizzieren Sie die vom Endpunkt des Seils durchlaufene Kurve.

Diese Kurve wird von einem Hund durchlaufen, falls seine Leine an der Sdule befestigt ist und der Hund
um die Séule herumrennt.

e Aufgabe 3-8:
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Der Minutenzeiger einer grossen Uhr ist 1m lang.
An seiner Spitze ist der 0.1m lange Sekundenzei-
ger angebracht. Zur Zeit ¢ = 0 (gemessen in Mi-
nuten) zeigen beide senkrecht nach oben. Der Ur-
sprung des kartesischen Koordinatensystems liegt
beim Befestigungspunkt des Minutenzeigers. Der
Motor des Sekundenzeigers macht eine Umdre-
hung pro Minute.

(a) Finden Sie die Parametrisierung der von der
Spitze des Sekundenzeigers durchlaufenen Kurve.

(b) Bestimmen Sie den Geschwindigkeitsvektor
v (t).

o Aufgabe 3-9:

L’aiguille de minutes d’une montre énorme a une
longueur de 1m. A la pointe de I’aiguille de minutes
on a attaché 1’aiguille de secondes d’une longueur
de 0.1m. Pour ¢ = 0 (en minutes) les deux aiguil-
les pointent verticalement vers le haut. L origine
du systeme des coordonnées cartésiennes se trouve
au point d’attachement de I’aiguille de minutes. Le
moteur de 1’aiguille de secondes fait un tour com-
plet en une minute.

(a) Trouver la paramétrisation de la courbe parcour-
rue par la pointe de I’aiguille de secondes.

(b) Trouver le vecteur ¥ (¢) de vitesse.

Die Zeiger einer Turmuhr sind 3 m und 2 m lang. Betrachten Sie diese Uhr um 4 Uhr.

(a) Wie weit sind die Zeigerspitzen voneinander entfernt?

(b) Berechnen Sie die Geschwindigkeiten der beiden Zeigerspitzen.

(c) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit, mit der sich die Spitzen einander nihern.

o Aufgabe 3-10:

Ein Kreis mit Radius R < 1 rollt auf einer sin—Kurve, d.h. der Beriihrungspunkt ist gegeben durch die
Koordinaten (x,sin z). Finden Sie die Parametrisierung (Parameter x) des Mittelpunktes dieses rollenden

Kreises.

e Aufgabe 3-11:
Bestimmen Sie die Kriimmung der Kurve y = e”.

e Aufgabe 3-12:
Bestimmen Sie die Kriimmung der Spirale r = €.

o Aufgabe 3-13:

Hypozykloide wird eine Kurve genannt, die von einem Peripheriepunkt eines Kreises (Radius r) beschrie-
ben wird, wenn dieser auf der Innenseite eines anderen Kreises (Radius R) abrollt. Zeigen Sie, dass eine

mogliche Parametrisierung gegeben ist durch

o Aufgabe 3-14:

Rollt ein Kreisring mit seinem Innenkreis (Radius
a) auf einem festen Kreis (Radius b < a) ab, so
beschreibt ein Punkt P, der mit dem Ring fest ver-
bunden ist, eine Epizykloide. Der Punkt P habe
einen Abstand d > 0 vom Mittelpunkt des Kreis-
ringes. Finden Sie eine Parametrisierung. Epizy-
kloiden werden bei der Konstruktion von Wankel-
motoren verwendet [ , p-68].

(R—1) cos ¢ + a cos (gbf—gb)

(R—r) sin ¢ — a sin (qﬁf—gﬁ)

Le cercle intérieure (rayon a) d’une couronne cir-
culaire roule sur un cercle fixe de rayon b, avec
b < a. Le point P sur la couronne a une distance
d > 0 du centre et il var parcourir une épicycloide.
Trouver une paramétrage. Des épicycloides sont
utiliser dans des moteurs Wankel.
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o Aufgabe 3-15:

Untersuchen Sie Kreise mit Radius R = 1, tangential an den Graphen
2

von y = z“.
(a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Kreismittelpunktes M als Funk-
tion von z. Der Kontaktpunkte liegt bei (z, 22). Der Kreis ist tangential 5
zur Kurve und liegt oberhalb der Kurve.

(b) Berechnen Sie die Koordinate xs des Beriihrpunktes, falls der Kreis
auch die y—Achse beriihrt. Diese Situation ist in der Graphik rechts ge-
zeichnet. Anschliessend sind die Mittelpunktskoordinaten anzugeben. 3
Es ist erlaubt/notwendig den Taschenrechner zu verwenden.

Examiner les cercles de rayon R = 1, tangentiel au graphe de la foncti-
2

ony = x°.

(a) Trouver les coordonnées du centre M du cercle comme fonction de
x. Le point de contact est (-, z2). Le cercle est tangentiel 4 la courbe
et au—dessus de la courbe.

-1-0.5 0.511.52 2.5

(b) Trouver la coordonnées x s du point de contact, si le cercle aussi tou-
che I’axe des y. Cette situation est esquissée a droite. Puis trouver le
centre du cercle.

Il est permis/nécessaire d’utiliser la calculatrice.

e Aufgabe 3-16:
Ein Ball wird fiir 0 < ¢ < 1 entlang einer Bahn gemiss der Parametrisierung

z (t) t? i}
= fir 0<¢t<1
y (t) tt
beschleunigt. Zur Zeit ¢ = 1 verlésst er die Bahn, und es wirkt nur noch die Gravitationskraft in negativer
y—Richtung (g = 10 33).

(a) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit ¥ () zur Zeit t = 1.

(b) Wo und wann trifft der Ball auf die x—Achse auf?
Tipp: Wurfparabel
o Aufgabe 3-17:

Un ballon bouge pour 0 < t < 2 avec la pa-
ramétrisation ci—dessous.

Ein Ball wird entlang einer Bahn beschleunigt fiir
0 <t <2 gemiss der Parametrisierung

z (t) t?
y(t) | =1 -2t pour/fir 0 <t <2
2 (t) t3

Pour ¢ = 2 il quitte cette courbe et il n’y a que
la force de gravitation dans la direction —z avec
g =10 3.

(a) Calculer location Z () et vitesse ¥ (¢) du ballon
pour t = 2.

(b) Trouver location et temps d’intersection de ce
ballon avec le plan xy.
Tip: parabole du chute libre.

Zur Zeit t = 2 verlasst er die Bahn, und es wirkt
nur noch die Gravitationskraft in die negative z—
Richtung (g = 10 ).

(a) Bestimmen Sie Ort ¥ (¢) und die Geschwindig-
keit ¥/ (t) zur Zeit t = 2.

(b) Wo und wann trifft der Ball auf die xy—Ebene
auf?
Tipp: Wurfparabel
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e Aufgabe 3-18:

Un ballon bouge pour 0 < ¢ < ¢y avec la pa-
ramétrisation ci—dessous.

Le ballon coup le plan des xz et a partir de ce temps
to il n’y a que la force de gravitation dans la direc-
tion —z avec g = 10 3.

(a) Calculer location 7 (t) et vitesse ¥ (tp) du bal-
lon pour t = tp.

(b) Trouver location et temps d’intersection de ce
ballon avec le plan zy.
Tip: parabole du chute libre.

o Aufgabe 3-19:

Ein ideal elastischer Ball fillt aus einer Hohe von
1.5 m auf ein Brett mit einer Steigung von 1/4.
Der Auftreffpunkt ist 0.5 m iiber der Unterlage.
Die Schnelligkeit vor und nach dem Auftreffen sind
gleich gross. Die Schnelligkeit nach einem Fall der
Hohe h ist gegeben durch v = /2 g h. Verwenden
Sie g = 10 5.

(a) Beim Aufprall gilt das Gesetz: der Einfallswin-
kel ist gleich dem Ausfallsswinkel. Bestimmen Sie
die Anfangsgeschwindigkeit (als Vektor) der Wurf-
parabel nach dem Aufprall.

(b) Geben Sie eine Parametrisierung der Wurfpara-
bel des Balles nach dem Auftreffen auf dem Brett.

(c) Wo und wann trifft der Ball auf den Boden auf?

o Aufgabe 3-20:

Ein Ball wird entlang einer Bahn beschleunigt fiir
0 <t <ty gemiéss der Parametrisierung

pour/fir 0 <t <ty

Der Ball schneidet die zz—Ebene und ab diesm
Zeitpunkt to wirkt nur noch die Gravitationskraft
in die negative z—Richtung (g = 10 33).

(a) Bestimmen Sie Ort Z (¢o) und die Geschwindig-
keit ¥ (tg) zur Zeit t = t.

(b) Wo und wann trifft der Ball auf die xy—Ebene
auf?
Tipp: Wurfparabel

Une petite balle élastique tombe de 1.5 metres su-
re une planche avec une pente de 1/4. Le point de
contacte se trouve a une hauteur de 0.5 m au dessus
du sol. Les rapidités avant et apres le contact sont
égales. Apres une chute de hauteur £ la rapidité est
donné par v = /2 g h. Utiliser g = 10 5.

(a) L’angle de rebondissement est le méme que
I’angle d’incidence. Trouver la vitesse initiale
(comme vecteur) de la trajectoire de la balle apres
son contact avec la plance.

(b) Trouver une paramétrisation de la trajectoire pa-
rabolique de la balle apres son contact avec la plan-
che.

(c) Quand et ou la balle touche le sol.

1.5m

0.5m
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Ein zylinderformiger Oltank mit Radius 1 m ist zur Half-
te eingegraben. Auf einer Hohe von 2 m und in einer
horizontalen Distanz von 0.5 m von der Zylinderach-
se (beim Punkt (0.5, 2)) wird ein Ball losgelassen. Er N
wird den Tank treffen und von dort wieder aufspringen.
Der Ball sei ideal elastisch, d.h. die Schnelligkeit vor
und nach dem Auftreffen sind gleich. Alle Rechnungen
konnen mit drei signifikanten Stellen ausgefiihrt werden

(a) Wo und mit welcher Geschwindigkeit trifft der Ball den Tank?

(b) Beim Aufprall gilt das Gesetz: der Einfallswinkel ist gleich dem Ausfallsswinkel. Bestimmen Sie die
Anfangsgeschwindigkeit (als Vektor) der Wurfparabel nach dem Aufprall.

(c) Geben Sie eine Parametrisierung der Wurfparabel des Balles nach dem Auftreffen auf den Tank. Tipp:
entlang der Wurfparabel gilt Z (¢) = Ound § (t) = —g¢

(d) Wo trifft der Ball auf den Boden auf?

Une petite balle élastique tombe de 2 metres sur un réservoir cylindrique a moitié enterré. Les coor-
données du point initial sont (0.5, 2). Le rayon du réservoir est 1 metre. La balle arrive au réservoir avec
une certaine vitesse, et repart avec la méme vitesse. Calculer avec trois chiffres significatives.

(a) Trouver le point de contact et la vitesse a ce moment.

(b) L’angle de rebondissement est le méme que 1’angle d’incidence. Trouver la vitesse initiale (comme vec-
teur) de la trajectoire de la balle aprés son contact avec le réservoir.

(c) Trouver une paramétrisation de la trajectoire de la balle aprés son contact avec le réservoir. Indication: on
saitque  (t) = 0et §j (t) = —g.

(d) Calculer la position P de la balle lorsqu’elle touche le sol.

e Aufgabe 3-21:

Une masse m bouge de la facon donnée par la des- Eine Masse m bewegt sich gemiss der folgenden
cription suivante Beschreibung
1. point initial (zg, yo) = (=2, 2) avec vites- 1. Startpunkt bei (g, yo) = (—2, 2) mit Ge-
se 0 schwindigkeit 0
2. en suivant un cercle de rayon 2 et de centre 2. entlang einem Kreis mit Radius 2 und Zen-
(0,2) pour arriver a un angle de 45° par rap- trum bei (0, 2) bis zu einem Winkel von 45°
port a I’axe des y. Ignorer la friction. zur y—Achse. Reibung kann vernachléssigt
werden.

3. chute libre

o ) 3. freier Fall
La seule force externe est la gravitation dans la di-

rection des y négatif avec g = 10 sm2 Die einzige externe Kraft ist die Gravitation in die
negative y-Richtung mit g = 10 5
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(a) Déterminer la vitesse v et le vecteur de vites-
se au moment ol la masse quitte le cercle. (Tip:
énergie 2 v? = mgh)

(b) Trouver une paramétrisation de la courbe dans
la phase ‘chute libre’.

(c) Quand, ou et avec quel angle (par rapport a
I’horizontale) la masse va—t—elle toucher le fond

(y=0)?

(a) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit v; und den
Geschwindigkeitsvektor beim Verlassen der Kreis-
bahn. (Tipp: Energie %% v> = m g h)

(b) Finden Sie eine Parametrisierung der Flugkurve
in der Phase ‘freier Fall’ .

(c) Wann, wo und mit welchem Winkel tritt die
Masse auf dem Boden (y = 0) auf?

e Aufgabe 3-22:

Untersuchen Sie die Masse des vorangehenden Problems wihrend der Bewegung auf dem Kreis.

(a) Finden Sie eine mogliche Parametrisierung des Kreissegmentes.

(b) Stellen Sie ein Integral auf um die Reisezeit 7" entlang des Kreisbogens zu berechnen.

(c) Finden Sie den numerischen Wert von 71 .

e Aufgabe 3-23:

Untersuchen Sie die Kurve

y(z) = cosh(z)

(a) Geben Sie das Integral an, um die Léinge dieser
Kurve zu bestimmen.

(b) Berechnen Sie den Wert des Integrals.

(c) Zerlegen Sie das Intervall [0, 2] in vier Teilinter-
valle gleicher Linge und verwenden Sie das Ver-
fahren von Simpson um das obige Integral appro-
Xximativ zu bestimmen.

(d) Bestimmen Sie eine obere Schranke fiir den
Fehler in der obigen numerischen Rechnung.
Tipp: cosh? z = 1 + sinh? z

)
g = Ng W o W

fiir/pour

Examiner la courbe

0<z<?2

(a) Donner I’intégral pour la longueur de cette cour-
be.

(b) Calculer la valeur de cette intégrale.

(c) Diviser I’intervalle [0,2] en quatre sections de
méme longueur. Puis trouver une approximation a
I’aide de la formule de Simpson.

(d) Trouver une borne maximal pour l’erreur de
I’approximation ci—dessus.
Tip: cosh?z = 1 + sinh? z
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o Aufgabe 3-24:

Die untenstehende Kurve liegt auf der Aussen-
flache eines Zylinder mit Radius 2 und der z-Achse
als Achse. Ein Massenpunkt bewegt sich entlang
dieser Kurve fiir Zeiten 0 < ¢t < 5. Die abso-
lute Geschwindigkeit und die Komponente in z-
Richtung sind konstant. Die Masse startet auf der
Hohe z = 0 und ist zur Zeit ¢ = 5 auf der Hohe
2=,

(a) Finden Sie die Parametrisierung des Massen-
punktes entlang dieser Kurve.

(b) Bestimmen Sie die Lange dieser Kurve.

(c) Schreiben Sie die Integrale an, um die Schwer-
punktskoordinaten ¥s = (zs,ys, 25) der Kurve zu
bestimmen.

(d) Berechnen Sie Zs = (x5, Ys, 2s)-

3.3.1 Losungen zu einigen Aufgaben

Losung zu Aufgabe 3-1 :

La courbe montré ci—dessous se trouve sur la face

d’un cylindre de rayon 2 avec I’axe des z comme

axe du cylindre. Un point de masse bouge sur cette

courbe pour les temps 0 < ¢ < 5. La vitesse abso-

lue et sa composante dans la direction z sont con-

stantes. Le point de départ se trouve sur le niveau
_ _ . _5

z = 0 et pour le temps ¢ = 5 on sait que z = 3.

(a) Trouver la paramétrisation pour cet point de
masse suivant la courbe.

(b) Trouver la longueur de la courbe.

(c) Donner les intégrales pour calculer les coor-
données du centre de gravité s = (xs,ys, 25) de
la courbe.

(d) Calculer Zs = (s, Ys, 2s)-

(a) Eine sich im Uhrzeigersinn nach oben drehende Spirale

(b)

z = m fiir t = 7 und somit
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Parametrisierung der Fluggeraden mit Parameter s

Schnitt mit der zz—Ebene entspricht der Bedingung y (s) = 0 und somit s = 5 — 7. Es gilt

0 —(5—m) —(5—m)?
ib-m=| -G6-7m) [+(B-m7) 1 = 0
m 1 b}

Da s die Flugzeit auf der Geraden ist die absolute Zeit beim Durchstosspunkt gegeben durch ¢ =
7+ s = 5 und beim Punkt (—(5 — )%, 0, 5).

Losung zu Aufgabe 3-2 :

(a) Eine einfache Ableitung ergibt

x(t) —2 sint
it)y=1 9@t | = 2 cost
(1) 1t

(b) Damit die Flugbahn parallel zur zz-Ebene ist, muss ¢(tp) = 0 sein, d.h. costy = 0. Aufgrund der
Graphik ist somit ) = 37/2 und

—2 sinty +2 0

o = 2 costg = 0 und Ty = -2
1y 3m 92

5“0 10 40

(c) Die Parametrisierung der Flugparabel ist

(1) 0 ) 0

y(r) | = -2 | +7 0 + =72 0
7T2 s

2(7) e 0 9

Hierbei ist 7 die Flugzeit nach dem Verlassen der Spiralbahn. Die zu 16sende Gleichung ist z(7) = 0,
d.h.
972 3T g

—_—— — 2 =
0 T 2" 7Y
Die positive Losung dieser Gleichung ist
3w (1451
7o = W(lgo) ~ 0.76731

Das ergibt eine Auftreffzeit von ca. 37” +0.76731 ~ 5.48 .

Losung zu Aufgabe 3-3 :
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(a)

—4 sin (t)
4 cos (t)

<L
—

o~
N—

I

e
(b)

—4 cos (t)
U(t) = | —4sin(¢)
—2¢

(1+t2)?

(c) Siehe Abbildung 3.15. Die Figur wurde erzeugt mit Mathematica durch die Befehle

| Mathematica
Clear([x,y,z];
x[t_] := 4 Cos[t];
y[t-] := 4 Sin[t];

z[t_] := ArcTan[t] ;
ParametricPlot3D[ {x[t],y[t],z[t]},{t,—20, 20},
AspectRatio —> Automatic,
PlotRange — All,
AxesLabel —>{"x","y”,”z"},
AxesEdge — {{—-1,—1},{—-1,—1},{—-1,—1}},
Boxed —>False ,
PlotPoints — 200
1;

Abbildung 3.15: Losungskurve zur Aufgabe 3-3

Losung zu Aufgabe 3—4 : Bei einem Radradius von R bewegt sich ein Punkt des Reifens entlang einer

Zykloide.
¢ t —sin & t— Rsin%
F(t) = x(t) _ ‘R singg | _ sin 5
y () R —cos 4 R — R cos 5
Fiir Zeiten 0 < ¢ < 27 R macht das Rad eine volle Umdrehung und der Radfahrer legt eine Strecke von

27 R zuriick. In der selben Zeit legt der Punkt auf dem Rad eine Strecke L zuriick, wobei L die Linge eines
Zykloidenbogens ist. Es gilt

2R
I :/0 o ()] dt
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_ /Q’TR (1—COSE>
0 sin%
2R

t t t

:/ \/(1—2cosR+cos2R)+sin2Rdt

2R

= \f/ wll—cos—dt

27T R
= \[/ 1/2 sin? dt

2TR
= 2 — dt
/D Sln 2 R

dt

Somit ist das Verhiltnis der zuriickgelegten Lingen gegeben durch

Distanz von Punkt auf Rad 8 R 8
Distanz von Radfahrer 27 R 27

Legt der Radfahrer also 50 km zuriick, so durchliduft der Punkt auf dem Rad einen Weg von ca. 63.7 km .
Losung zu Aufgabe 3-5 :

(a) Zur Zeit t = 0 ist der Mittelpunkt des Rades bei (R/v/2, R/v/2)T. Er bewegt sich in die Richtung
(1, —1)T mit Schnelligkeit 2. Das ergibt fiir den Mittelpunkt

. R/V?2 2t 1 1 R+2t
c(t) = + — = —
R/\?2 V2 \ -1 V2 \ R—2t
Der Vektor vom Radmittelpunkt zum zu untersuchenden Punkt hat die Linge R, und der Winkel ist

gegeben durch

3 2

Somit haben wir fiir den zu untersuchenden Punkt
1 R+ 2t cos (—3E — ¢t 2
i) = —= +R (=7 ~t%)
V2 \ R—2t sin (—2F — ¢ 2)
s

1 [ R+2t cos (3F +t %)
= = +R
V2 \ R—2t —Sin(% t%)

Andere Losungsverfahren sind moglich.

(b) Ableiten beziiglich ¢ liefert den Geschwindigkeitsvektor

Eine Mathematica—Graphik kann erzeugt werden durch

| Mathematica
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R=1;
x[t-] = 1/Sqrt[2]«{R+2 t, R-2 t}

+ Rx{Cos[ — 3/4 Pi —t 2/R],Sin[ — 3/4 Pi —t 2/R]};

ParametricPlot[x[t],{t,0,5}, AspectRatio —>Automatic ];

Losung zu Aufgabe 3-6 : Zuerst bestimmen wir die Winkelgeschwindigkeit w aus der Beziehung

km 50 m
R=v=20 — = — —
@ v h 9 sec

und somit

50 1 1000 1
w = _——_————
9-0.35 sec 63 sec

(a) Die Kurve entspricht einer verkiirzten Zykloide mit R = 0.35 m und r = 0.05 m und Winkelge-

schwindigkeit w

Lo [ wRt . —sin (wt)
x(t)_< R )+ (—cos(wt))

(b) Fiir den Geschwindigkeitsvektor der Radnabe erhalten wir somit

Lo [ wR o —cos (wt)
U(t)_( 0 >+ ( sin (wt) )

. sin (wt)
at)=w?r
() (cos(wt) >

Somit ist der Betrag der Beschleunigung konstant gleich

und fiir die Beschleunigung

" m
la@|| = w?r ~ 12.6 2

Der Beschleunigungsvektor dreht sich auf einem Kreis. Die resultierende Beschleunigung ist grosser
als die Beschleunigung durch die Gravitationskraft der Erde (g ~ 10 m/s?) und das Vorderrad wiirde
zeitweise abheben. An ein ruhiges Rollen ist mit diesem Rad nicht zu denken.

Losung zu Aufgabe 3-7 : Bei einem Winkel von ¢ wurde L = R¢ Seil bereits abgewickelt und der
Kontaktpunkt mit der Seilrolle ist (R cos ¢, Rsin¢). Das Seil ,zeigt“ in die Richtung (sin¢, — cos ¢).
Somit ist die Parametrisierung gegeben durch

. R cos ¢ sin ¢
= R
(@) (Rsingb>+ ¢<—COS¢)>

Eine Skizze ist in Abbildung 3.16 wurde mit Mathematica erzeugt mit dem Code

Mathematica

Clear[x,y,r];

r=1;

x[t_] := r (Cos[t] + t Sin[t]);
y[t-] = r (Sin[t] — t Cos[t]);
ParametricPlot[ {x[t],y[t]},{t,0,8},

AspectRatio —> Automatic,
PlotRange — All,
AxesLabel —>{"x".,”y”},
AxesOrigin —>{0,0}];
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Abbildung 3.16: Seil von einer Rolle abrollen

I
Losung zu Aufgabe 3-8 :

(a) Die Zeit t sei in Minuten gemessen. Dann gilt fiir den Winkel des Minutenzeigers ¢, beziiglich der
vertikalen ¢ = %—g t und fiir den Winkel ¢, des Sekundenzeigers ¢o = 27 t. Somit gilt fiir die Koor-
dinaten der Spitze des Minutenzeigers

.%'(t) = 1 sin¢y 4+ 0.1 sin (¢1 —|—¢2)
y(t) = 1 cos¢r+0.1 cos(p1+ ¢2)

oder in vektorieller Form
. 2 . 27161
=5t ==t
Z(t) = (Gt )y gq (S0 Ca 0
cos (22 t) cos (251 ¢)
(b) Sorgfiltiges Ableiten des obigen Ausdrucks ergibt
2 2t 2761 moly
U(t):—ﬂ- cos (g5 t) 401 2® cos ( 60 )
60 \ —sin (25 ¢) 60 — sin (2251 ¢)

Losung zu Aufgabe 3-10 :

T 4 R —CcoS T
sin x V14 cos? z 1

Losung zu Aufgabe 3-11 :

T

()= —
RAL) = (1 + e2v)3/2
Losung zu Aufgabe 3-12 :
(9) _ 7“2 + 2(7"/)2 — ! B 626 + 2629 _ 629 _ L 0
RU)= (r2 + (r1)2)3/2 o (€20 4 20)3/2 V2 €

Losung zu Aufgabe 3-14 : Zur ,Zeit“ t = 0 sei der Mittelpunkt des Kreisringes bei (b — a , 0) und der
Punkt P bei (b —a+ d, 0). ¢ entspricht dem Winkel des Beriihrungspunktes A des festen Kreises mit dem

Kreisring. Es gilt
b cost
sint
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und somit ist der Mittelpunkt des Kreisringes bei

5 cost
M = (b—a) ( )
sint

Wegen der Abrollbedingung hat sich der Kreisring um einen Winkel ¢ gedreht, wobei
a—2>b

a

a(t—¢)=">bt oder ¢= t

Somit befindet sich der Punkt P bei

Losung zu Aufgabe 3-15 :

(a) Ein Tangentialvektor ist gegeben durch (1, 22)” und somit ist (—2, 1) ein nach oben zeigender
Normalenvektor. Durch Skalierung auf Lange R erhalten wir die Koordinaten des Kreismittelpunktes

. T R —2x
M:<w2>+ 1+<2w>2< 1 )

(b) Die z—Koordinate des Mittelpunktes muss R sein, damit der Kreis die y—Achse beriihrt. Das fiihrt auf
eine Gleichung fiir die die x—Kordinate = der Kontaktpunktes. Dlese kann mit dem Taschenrechner
gelost werden, oder durch quadrieren und multiplizieren mit geeigneten Termen entsteht eine Glei-
chung vierter Ordnung.

R = 24+ ———(—22)
1-2x+22—-8z3+42* = 0

Fiir R = 1 hat diese Gleichung vierten Grades zwei relle Losungen z; ~ 0.387464 und x5; = xo ~
1.96925 die zweite ist hier relevant. Somit ist ys = 22 ~ 3.878 und wir erhalten die Mittelpunktskoor-

dinaten
. 1
M ~
( 4.12402 >

o2t e
we(3) - 0-()

(b) Sei s die Flugzeit auf der Wurfparabel (d.h. s = ¢ — 1 fiir ¢ > 1). Aufgrund der wirkenden Kréfte muss
gelten

Losung zu Aufgabe 3-16 :
(a)

d? d?
@x(s):() und @y(s):—g

Das fiihrt mit Hilfe der Anfangsbedingungen zu

o) =)= (05 ()
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Zu 16sen ist also die Gleichung

y(s):1+4s—gs2:1+4s—532:0

mit den Losungen

1

1
12 =75 (4+ V16 +20) = {

[y

Offensichtlich ist nur die Losung s = 1 relevant, und es gilt
x(l)=141-2=3

Somit trifft der Ball 2 Sec nach dem Start bei x = 3 auf den Boden auf.

Losung zu Aufgabe 3-17 :

(a)
4 2t 4
£@2)=| -8 . T(t)=| —4t . U(2)=] -8
8 312 12

(b) Sei s die Flugzeit auf der Wurfparabel (d.h. s =t — 2 fiir ¢t > 2). Aufgrund der wirkenden Krifte muss

gelten
d? d? d?
@x(s):O , @y(s)zo und @z(s):—g
Das fiihrt mit Hilfe der Anfangsbedingungen zu
z(s) 4 4 )
s
y(s) [ =] -8 | +s | -8 | + 5 0
z (s) 8 12 —g

Zu 16sen ist also die Gleichung

g

z(s):8+123—552=8+123—5s2=0

mit den Losungen
2.94

1
s12 = — (124144 +160) =
10 —0.54

Da die Flugzeit positiv sein muss, ist nur die Losung s; = 2.94 relevant und es gilt

x(s1) 4 4 0 042 0 15.8
y(s1) | = -8 [ +294 | -8 [+ ‘2 0 ~ | —315
z (s1) 8 12 —g 0

Somit trifft der Ball 2 + 2.94 Sec nach dem Start bei x ~ 15.8 und y ~ —31.5 auf den Boden auf.

Losung zu Aufgabe 3-18 :
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(a) Beim Schnitt durch die xzz—Ebene gilt y = 0 und somit muss cos(t) = 0 sein. Daraus folgt ¢y = 7/2.

er et (cos(t) + 2 sin(t)) 2e”
Fm/2)=| 0 | . 9@t =] e (=sin(t)+2cos(t)) | . T(/2)=| —e
20 0 0

(b) Sei s die Flugzeit auf der Wurfparabel ( d.h. s = ¢t — 7 fiir £ > 7). Aufgrund der wirkenden Krifte
muss gelten

d? d? d?
@x(s):O , @y(s):o und @z(s):—g
Das fiihrt mit Hilfe der Anfangsbedingungen zu
x(s) er 2e”
52
y(s) | =1 0 | +s | —€e | + 5 0
z (s) 20 0 —g

Zu losen ist also die Gleichung
z(s):20—%32:20—532:0

mit der positiven Losung s = +2 . Es gilt

x(2) er 2e” 0 5e” 115.70
y2) |=1 0 [+2 | —e" | +2 0 =| —2¢" | = | —46.281
2(2) 20 0 —g 0 0

Somit trifft der Ball 7/2 + 2 sec nach dem Start bei = ~ 115.7 und y ~ —46.28 auf den Boden auf.

Losung zu Aufgabe 3-19 :

(a) Der Auftreffpunkt hat die Koordinaten (0, 0.5), und der Ball fillt um 1.5 m. Die Endgeschwindigkeit
istv = +/2gh ~ 5.48 % Die Gerade hat einen Steigungswinkel von —f3 = — arctan 0.25. Der Ge-
schwindigkeitsvektor steigt mit einem Winkel von o = 5 — 2 3. Somit hat der Geschwindigkeitsvektor
eine Steigung von « und die oben berechnete Lénge.

B ( cosa ) < sin(2 ) > ( 0.470 ) ( 257752 >
Yo = Yo =0 ~ 5.48 =
sin « cos (2 8) 0.882 4.83285
y(t) y(0) 9(0) 9/2
(0) (2.57752) 2(0)
+t —¢
0.5 4.83285 5

(c) Die zu losende Gleichung ist y (¢) = 0, d.h.

(b)

Q

0.5+ 14.83285 — 25 =0
Diese quadratische Gleichung hat zwei Losungen
t1 =~ —0.0942654 und {5 = 1.06083
Offensichtlich kommt nur die zweite Auftreffzeit to = 1.06 in Frage, und als zugehorigen Wert erhalten

wir z () = 2.57752t5 ~ 2.734 m.
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Losung zu Aufgabe 3-20 :
% v =mgh oder v=+/2gh

(a) Der Auftreffpunkt hat die Koordinaten (0.5, 1/3/4) und der Ball fillt somitum h = 2 — \/3/4m =~
1.134 m. Die Geschwindigkeit ist v = \/2gh ~ 4.72 3.

(b) Die vertikale Fallgerade schliesst mit der Verbindungsgerade zum Ursprung beim Punkt (0.5, 1/3/4)
einen Winkel von 30° ein. Somit hat der Geschwindigkeitsvektor eine Steigung von 30° und die oben

berechnete Linge.
. cos 30° 1/2 4.085
Vo = Vo ~ 4.717 =
sin 30° 3/4 2.358

(c)

%
N
%

Ny

N~
+
~
7
N
w O
(OS] BN0)
co Ot
~
|

~
[\&)
-~
=~

e}

OO
&

N~

(d) Die zu losende Gleichung ist y (¢) = 0, d.h.
V/3/4 +12.358 — 12 4.905 = 0

Diese quadratische Gleichung hat zwei Losungen

t1,2

0.72445
2.358 £ \/2.3582 +4-4.905-+/3/4) =

T 2.4.905 —0.24372

Offensichtlich kommt nur die erste Auftreffzeit ¢ = 0.72445 in Frage und als zugehorigen Wert erhalten
wir z (t) = 3.45938 m.

Losung zu Aufgabe 3-21 :
(a) Wegen h = 2/4/2 = /2 gilt

v =/2gh=1/2-10-v2~5.3183 [m/s]

Der Geschwindigkeitsvektor zeigt in die Richtung (1, 1) und somit

ooy 1 3.7606
v=—F= ~
NS 3.7606

(b) Die Wurfparabel kann beziiglich der Zeit ¢ parametrisiert werden.

x(t) \ V2 1/v2 1,( 0
() (%) (05 ) 20 ()

(c) Die Bedingung ist y(t) = 0, d.h.

y(t) =2 - V24t = — L2 — 05858 +3.7606 ¢ — 51> = 0

/22
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Die positive Losung ist ¢; ~ 0.8846 [s] somit ist der Kontaktpunkt bei x(¢1) ~ 4.7407 [m]

ist bestimmt durch
&(t1) N 3.7606
y(ty) —5.08506

Somit ist der Winkel zur z—Achse gegeben durch

—5.08506 o
o = arctan 37606 —0.93410 =~ —53.5

Losung zu Aufgabe 3-22 :

(a) Eine mogliche Parametrisierung ist

(x(¢)):< 2 cos ¢ > fir 0<g<
y(o) 2 —2sing

™

e~ w

. Die Flugrichtung

(b) Mit Hilfe der Energieerhaltung kann die Geschwindigkeit v = r ¢ als Funktion des Parameters ¢

ausgedriickt werden.

“mv? = mgh=mg2sin¢g
o(¢) = gdsing

Ao _ v(@) _ o) _ —
a =y T Vesine

r
At; 1 1
54 a0 = T oo [ o

%

N
Q

3n/4 1 1

3m/4 ) 3m/4
= ~do = ——d¢ = —d
g (A 5% A o) @ A Vgemg ¥

(c) Es handelt sich um ein uneigentliches Integral, da bei ¢ = 0 durch 0 dividiert wird.

Somit muss von

€ > 0 bis % 7 integriert werden. Zu untersuchen ist der Grenzwert falls € — 0. Man erhalt

T 1 i ! d 1.09192
‘VmA Vemg 01 s

Losung zu Aufgabe 3-23 :
(a) Wegen y/(x) = sinhz und ds = /1 + (y/())? dx gilt

2
L:/ds:/ \/1 4+ sinh?(z) da
0

(b) Verwende cosh? z = 1 + sinh? 2 um das Integral zu berechnen

2 2
L= / \/1+ sinh?(z) dx = / cosh(z) dz = sinh(2) ~ 3.63
0 0
(c) Mit g(x) = 4/1 + sinh?(z) ergibt die Simpsonregel

L~ g (9(0) + 49(0.5) + 29(1) +4g(L5) + g(2)) ~ 3.62808
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(d)
b—a 2 1 1
Fehler| < —— W) ht< =4 — = —— ~0.002
|Fehler| < 180 max [¢\" (z)] h* < 180 % 29 = 380 0.0028
Losung zu Aufgabe 3-24 :
(a)
2 cos(mt)
Zt)= | 2sin(rt) wobei 0<t<5
1
it
(b)
—27 sin(mt)
u(t) = 27 cos(mt)
1
4
1/2
() = ||5@)| = ((—27r sin(mt))? + (27 cos(mt))? + 42>
1\ /2
= (47 +— = v konstant
16

L = 5-v~31.441

Die Linge kann auch geschitzt werden durch 2.5 Umdrehungen auf einem Kreis mit Radius 2, d.h.
10 7, und etwas mehr fiir den Hohengewinn.

(c) und (d). Wegen M = p L erhalten wir

1 1 I
7, = — [ Zt)pds=~= | Z(t)ds=— 7(t) v dt
i< gp [E0eas= 1 [a0as = [T
2 sin(nwt)
L L 2 cos(mt) . — 5
= /j‘(t)dt:/ 2sin(rt) | dt=<- | =2exrt)
5 0 5 0 5 a =0
L L
. 0 0 0
— 242 — 4 ~
= | F | = 57 | & 025465
1 5
125 2 0.625

SHA 29-11-19



KAPITEL 3. KURVEN 161

3.4 Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie
e cinfache Kurven aufgrund ihrer Beschreibung parametrisieren konnen.
e Tangential- und Geschwindigkeitsvektoren von Kurven bestimmen konnen.

e entscheiden konnen, ob eine Kurve beziiglich ihrer Bogenlénge parametrisiert ist und in ein-
fachen Fillen die Bogenldngenparametrisierung finden.

e Kriimmungen von einfachen Kurven in R? berechnen konnen.
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Kapitel 4

Linienintegrale

Im ganzen Kapitel sei C' eine durch eine Parametrisierung gegebene Kurve
C - Zt)=| y) mit a<t<b

Wir werden verschiedene Typen von Funktionen entlang dieser Kurve integrieren. Der wichtige Aspekt
wird sein die Integrale aufzustellen, deren Berechnung wird weniger Bedeutung zugemessen. Sie sollten
auf friithere Kentnisse zuriickgreifen konnen.

Wir werden drei Typen von Linenintegralen untersuchen. Die erste und wichtigste Entscheidung beim
Losen einer Aufgabe muss es sein zu entscheiden um welchen Typ von Kurvenintegral es sich handelt.

e Ist f eine skalare Funktion und C' eine Kurve so kann das Integral

e

untersucht werden. Als typisches Beispiel kann f die Masse pro Meter eines Seils mit variablem
Querschnitt angeben. Dann wird durch das Integral die Gesamtmasse bestimmt. Das Vorgehen wird
in Abschnitt 4.1 behandelt.

e Ist F ein Vektorfeld und C eine Kurve so kann das Integral

/ﬁ-d}
C

untersucht werden. Als typisches Beispiel kann F' fiir eine Kraft stehen. Dann wird durch das Integral
die Arbeit berechnet die fiir eine Bewegung entlang der Kurve geleistet werden muss. Das Vorgehen

wird in Abschnitt 4.2 behandelt.
- o Fi
A= / Fds= / ds
C C F2

konnen mehrere skalare Integrale erfasst werden. Die Notation steht als Abkiirzung fiir die beiden
Integrale

e Mit der Notation

A1 = /Flds
C

AQ = /ngs
C

Als typisches Beispiel wird in Abschnitt 4.6 das Gesetz von Biot—Savart untersucht.
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4.1 Integral einer skalaren Funktion entlang einer Kurve

Sei f eine auf R® definierte Funktion und wir versuchen

e

zu bestimmen. Statt direkt die Formel anzugeben starten wir mit einem Beispiel.
4-1 Beispiel : Sei die Kurve gegeben durch

cost
C : Z(t)=| sint mit 0<t<2rm
cost
und entlang dieser Kurve sei die spezifische Masse (Masse pro Linge) gegeben durch die Funktion
flxy,z) = e
Die Gesammtmasse M ist zu berechnen.
Losung: Wir teilen die Kurve auf in kleine Stiicke durch die Partition
O=to<ti<ta<...<tph 1 <tp<...<t,=2m
Wegen der Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gilt mit der Abkiirzung Aty =t — tx_1
Az = z(tk) —z (tk—1) = (&) Aty
Ayp = y(te) —y 1) =9 (m) Aty
Az = z(tg) — 2 (te—1) = # (vk) Aty
Die Linge des Bogenstiicks zwischen den Punkten & (t5_1) und & (¢x) kann approximiert werden durch
Asi ~ ||F () — (i)
= Va2 (&) + 9% (m) + 22 () Aty
Somit kann die Masse Amy, diese kurzen Stiicks approximiert werden durch
Amy =~ f(Z(tr)) Asg
= @) Va2 (&) + 9% () + 22 () Aty

Die Gesamtmasse M ergibt sich als Summe der Teilmassen durch die Formel
n
M = Z Amy = Z f(Z(tx)) Asg
k=1

= Z £ (F (1) VA2 (&) + 72 () + 22 (k) Aty
k=1

Lisst man in dieser Partition die Feinheit (At;) gegen Null gehen, so wird aus der Summe ein Integral und
wir erhalten

M = 1 Amy = 1 (Z(tg)) A
Atl—r>r(l)+z 1tk At1_1>r(1)+2f T (b)) Asi

= 1 7 2 2 A
Atlg(lHZf T (k) Va2 (&) + 92 (k) + 22 (v) Aty

2w
= f (2 (1)) /i (t) t) 4+ 22 (t) dt
0

2T
= / ety J1 +sin? (¢) dt
0
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Dieses Integral kann nicht leicht integriert werden. Mit numerischen Verfahren erhilt man fiir spezielle
Werte von « approximative Werte.

a=1 = M ~94971
a=0 = M ~7.6404

¢

4-2 Definition : Das obige Beispiel zeigt wie ein Integral einer skalaren Funktion iiber eine parametrisierte
Kurve zu berechnen ist.

/Cf:/cfds:/abf(f(t)) |Z(¢)|| dt wobei a<b

Man spricht vom Integral der Funktion f iiber die Kurve C.

4-3 Beispiel : Sei die Kurve C' gegeben durch

und zu bestimmen ist das Integral

/f(x,y,z)z/:cyzQZ/:CyZst
C C C

Fle@®),yt),z () =2t t Vi =243

/ 1
ds =/44+ 1+ — dt
S + +4t
3 1 3
/f :/ 2t3,/5+4tdt:/ /2 /20t + 1 dt ~ 90.406
C 1 1

Die obige Definition scheint von der speziellen Parametrisierung der Kurve abhéngig zu sein. Dies wire
allerdings fatal, da das Ergebniss je nach Parametrisierung anders herauskommen konnte.
Sei also
(T

()
c g(T)Z y (1) mit a3 <7 <b
z (1)

eine andere Parametrisierung der selben Kurve C'. Somit muss es sich um eine Umparametrisierung han-
deln, d.h. es gibt eine Funktion 7 = A (¢) mit

Offensichtlich gilt

und

Damit erhalten wir

¢

h :a,b] — [a1,b1] mit h(a)=a; , h(b)=>b und Z(t) =y (h(t))
Sind alle Funktionen differenzierbar gilt aufgrund der Kettenregel

d _ d _ dij(r) dh (1)
%m(t):%y(h(t)): i d
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Nun berechen wir das Linienintegral mit Hilfe der Parametrisierung Z (¢), fiilhren dann aber die Substitution
7 =h(t) aus

b .
/ fo= [ r@Ew) e
C

b y (T
= [r@won |0
b1 i (T
- [Mraen |52 @
.y
C

und erhalten als Resultat das Linienintegral berechnet mit Hilfe der y—Parametrisierung. Diese Rechnung
zeigt, dass der Wert eines Linienintegrals unabhingig von der Parametrisierung ist, einzig die Kurve ist
wichtig.

4—4 Beispiel : Die Linge L eine Kurve kann auch bestimmt werden, indem man eine spezifische Masse
von p = 1 annimmt und die Masse M durch ein Integral bestimmt. Das fiihrt auf das bekannte Resultat

L:/Clz/clds:/abﬂf}?(t)ﬂdt:/ab\/izz(t)+y2(t)—|—z'2(t)dt

o

4-5 Beispiel : Die Koordinaten des Schwerpunktes einer massebesetzten Kurve lassen sich durch die
folgenden Integrale bestimmen.

1

Ty = M/C;cpds
1

Ys = 3] Cypds
1

Zs = M/Czpds

4.2 Integral einer Vektor—Funktion entlang einer Kurve

Im vorangehenden Abschnitt wurde das Integral einer skalaren Funktion iiber eine Kurve bestimmt. Nun sei

ein gegebenes Vektorfeld und C' eine parametrisierte Kurve. Wir bestimmen das Integral

/ F.ds
C
Ist F' eine Kraftfeld, so entspricht das Integral der geleisteten Arbeit, falls ein Testkorper entlang der Kurve

bewegt wird. Um die konkrete Bestimmung des Integrals zu motivieren benutzen wir die grundlegende
Formel Arbeit = Kraft x Weg. Allerdings sind Kraft und Weg als Vektoren aufzufassen. Nur die in der
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Richtung des Weges wirkende Komponente der Kraft leistet Arbeit. Entlang eines kleinen Wegstiickes As
kann die Kraft F' approximativ als Konstante betrachtet werden und wir erhalten den Beitrag A A zu Arbeit
A mit

AA=F-As
Zerlegen wir die Kurve C durch eine Partition und summieren die einzelnen Beitridge zur Arbeit auf, so
ergibt sich

Q
My
)
=
>
2

‘4:§iAAk
k=1

— F(Z(t) - & (t) dt
4-6 Definition : Aufgrund diese Uberlegungen definieren wir
— — b — —
/F%z/F@m%WMt
C a
Man spricht vom Integral des Vektorfeldes F entlang der Kurve C' und schreibt
/ﬁ-d}:/ Fidx + Fydy + Fs dz
c c

Ist die Kurve C' geschlossen, d.h. Z (b) = 7 (a), so schreibt man auch

?fﬁ.dﬁs
C

Genauso wie bei Integralen einer skalaren Funktion ist zu verifizieren, dass diese Definition nicht von der
Parametrisierung abhingig ist, sondern nur von der Kurve (und dem Durchlaufsinn).

Um bei gegebener Kurve C und Vektorfeld F ein solches Integral zu bestimmen, kann man die folgen-
den Rechenschritte ausfiihren.

1. Parametrisierung der Kurve C' finden

2. Das Lingenelement ds bestimmen
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3. Die Funktion F* (Z (t)) angeben

F3 (7 (1))
4. Das Integral
Y GO RN L0
/CF-ds:/a B(@) [-| 9@ | d
F3(Z (1)) (1)

wird nun zu einem Standardintegral beziiglich der Variablen .

4-7 Beispiel : Sei C' ein Viertelkreisbogen (Mittelpunkt im Ursprung) mit Radius 2, der von der x—Achse
zur y—Achse lauft. Das Kraftfeld I zeige senkrecht nach oben mit Stérke 1. Zu bestimmen ist das Integral

/ﬁ-dfs»
C

Losung: Eine mogliche Parametrisierung der Kurve ist

c o f(t):<2::((2))> mit 0<t< /2

Dies fiihrt auf

oo ™2 (0 —2 sin (t) /2 ) /2
/F-ds:/ . dt:/ 2 cos (t) dt = 2 sin (t) =2
c 0 1 2 cos (t) 0 t=0

4-8 Beispiel : Bestimmen Sie das Integral des Vektorfeldes
2 _

Fo ™Y

v+

(a) Entlang der Geraden die (0, 1) mit (1, 2) verbindet.

entlang verschiedener Kurven.

(b) Zuerst entlang einer Geraden von (0, 1) nach (1, 1), dann entlang einer Geraden von (1, 1) nach (1, 2).

(c) Entlang einer Parabel z = ¢, y = 1 + ¢? von (0, 1) nach (1,2).
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Losung:

(a) Die Parametrisierung der Geraden kann gegeben werden durch

t :
c f(t)z( > mit 0<¢<1

und somit

und
/ﬁ-d} _ /1<t2_(t+1)>‘<1>dt
c o \ (t+1)2+t¢ 1
= /1t2—(t+1)+(t+1)2+tdt
0

1
= / 21 £ 2t dt = =
0

(b) Die Parametrisierung des ersten Geradenstiicks kann gegeben werden durch

t .
Cy :E’(t):<1> mit 0<¢t<1

und das zweite durch
1
Cy f(t)z( ) mit 1<¢t<2
t

und somit

beziehungsweise

Somit erhalten wir das Integral
/ﬁ.d; _ /Fd /F
C C
1 12 —¢ 0
= dt + . dt
0 12 +t 1\ 241 1
1 2
= / t2—1dt+/ 2+ 1dt
0 1

2 10 8

3+3_3

—»

S

(c) Die Parametrisierung der Parabel kann gegeben werden durch

t
c f(t):< ) mit 0<t<1
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und somit

und
- L2 —#2+1 1
/Fﬂ@ = / =+ dt
c o \ (BP+1)2+¢ 2t
1
= /mﬂ—m¥+4)+2t«ﬂ+1f+t)ﬁ
0
1
= /2&+u%@#+%—1ﬁ:2
0

Es ist zu beachten, dass bei diesem Beispiel der Wert des Integrals von der Wahl der Kurve abhéngt, obwohl
die Anfangs— und Endpunkte immer dieselben sind. &

4-9 Beispiel : Berechnen Sie die Arbeit um ein Teilchen entlang einer Ellipse mit x—Halbachse 4 und
y—Halbachse 3 im positiven Sinn einmal herumzubewegen. Hierbei ist das Kraftfeld gegeben durch

. 3x—4
F={ "7
4x+2y
Losung: Als Parametrisierung kann

4 cost
c f&%:( cos ) mit 0<¢<2n

verwendet werden. Somit ist das Integral gegeben durch
. 2r [ 3.4 cost—4-3sint —4 sint
F.ds = . dt
c 0 4-4cost+2-3sint 3 cost

27
= / 48 cos® t + 48 sin® t — 30 cos tsin t dt = 96 7
0

4-10 Beispiel : Sei V € C' (R2,R) in das Vektorfeld F' gegeben als Gradient von V, d.h.

Nun kann das Integral des Vektorfeldes entlang der Kurve

c f(t)z(x(t)> mit a<t<b
y(t)

o)

<

ﬁ:gradV: (

Q o
<< 8
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berechnet werden durch

Somit héingt das Integral nur von den Anfangs— und Endpunkten ab, und nicht von der Kurve die
dazwischen durchlaufen wird. Wir werden aus diesen Aspekt im nédchsten Abschnitt ndher eingehen. &

4-11 Beispiel : Ein Korper der Masse m wir entlang der Schraubenlinie

cos (t)
C : Z(t)= sin(t) mit 0<¢t<d4r
h
5.1
vom Punkt (1,0,0) zum Punkt (1,0,2h) angehoben. Berechnen Sie die hierzu notwendige Arbeit. Die
z—Achse zeigt vom Erdmittelpunkt weg.

Losung: Offensichtlich ist das Kraftfeld gegeben durch

0
F= 0

/ﬁ.d;
C

F=grad(-mgz) =grad V (z,y,2) = VV (2,1, 2)

und somit das Integral

zu berechnen. Man sieht hier leicht, dass

und somit
/ﬁ.dEZV(1,0,2h)—V(1,o,0) = —2mgh
C

Man beachte, dass kein Integral zu bestimmen war, da wir die Potentialfunktion erraten haben. &

4.3 Konservative Vektorfelder

4-12 Definition : Eine Teilmenge G C R? (oder auch C R™) heisst ein Gebiet falls
1. G eine offene Menge ist.

2. G (weg)zusammenhingend ist, d.h. falls zwei beliebige Punkte in G immer durch eine in GG verlau-
fende Kurve verbunden werden konnen.

SHA 29-11-19



KAPITEL 4. LINIENINTEGRALE 171

4-13 Definition : Sie G C R" ein Gebiet. Eine Funktion F' € C° (G, R") heisst Potentialfeld (Gradien-
tenfeld, konservatives Feld), falls es eine Funktion V' € C*! (G, R™) gibt mit

F= ﬁV:gradV

In vorangehenden Abschnitt haben wir das folgende Theorem verifiziert.

4-14 Theorem : Ist C cine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in einem Gebiet G C R™ mit

—

F = gradV so gilt
/Cﬁ cds =V (Z (b)) — V (Z(a))

4-15 Beispiel : Sei

und die Kurve C bestehe aus drei Stiicken
1. Einem Geradenstiick vom Punkt (1,0) zum Punkt (1, 1).

2. Einem oberen Halbkreisbogen mit Radius 1/2 und Mittelpunkt (1.5, 1). Er verbindet den Punkt (1, 1)
mit (2,1).

3. Einem Geradenstiick vom Punkt (2, 1) zum Punkt (2, 0).

Zu berechnen ist das Integral des Vektorfeldes iiber diese Kurve.

Losung: Offensichtlich gilt

und somit

&

4-16 Beispiel : Sei C' die selbe Kurve wie im vorangehenden Beispiel und das Vektorfeld nun gegeben
durch
322
= 14yt
F(z,y) =
(z,9) —4(m3—y)y3—1—y4
(1+y*)?

und es ist bekannt (dazu mehr spéter), dass F ein konservatives Feld ist. Somit miissen wir nicht unbedingt

tiber die gegebene Kurve C' integrieren, sondern konnen sie ersetzen durch eine einfachere Kurve C; mit
den selben Endpunkten. Ein Kandidat hierfiir ist

t
c f(t)z( ) mit 1<¢t<2
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und wir erhalten

= - S o 2 [ 3¢t2 1 2 2
/F~ds:/ F-ds:/ . dt:/3t2dt:t3 =7
C C1 1 —1 0 1 1
&

Nun versuchen wir mit moglichst wenig Rechnungen festzustellen, ob ein gegebenes Vektorfeld F kon-
servativ ist. Dazu gibt es mehrere Verfahren.

(a) Raten Sie eine Funktion V' mit
gradV = F

(b) Falls es eine Potentialfunktion V € C? (R%,R) gibt mit

o)
=V F .,
gradV-(‘? >—< 1)—F
By Vv Fy
82 2
V= 0 V
Ox Jy 0y Ox
richtig sein (gemischte zweite Ableitungen). Somit haben wir die notwendige Bedingung fiir das
Vektorfeld F

so muss auch

0F, 0F
or Oy

Ist also diese Bedingung verletzt, so kann kein Potentialfeld vorliegen.

4-17 Beispiel : Das Vektorfeld

kann wegen
F: 2 F
OF 93z 4 ,,_ 92y 0N
ox ox

sicher kein Potentialfeld sein. &

4-18 Beispiel : Die Kraft einer Masse M im Ursprung auf eine Testmasse m im Punkt & ist gegeben durch
F=GmM %2 und die Richtung der Kraft ist zum Ursprung hin. Das kann beschrieben werden durch

x
. —-GmM =¥ —-GmM
F=—s = = a e en | Y
1212 N2 (@2 + 2+ %)
z
Aufgrund dieser physikalischen Formel ergibt sich
ory 3 GmMz2y
oy 2 (22 4+ y2 + 22)5/2
oOF, 3 GmMy2x
o 2 (x4 y? + 22)5/2
Somit konnte dieses Kraftfeld konservativ sein. 9
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Nun werden wir Gebiete G untersuchen, auf denen die obige notwendige Bedingung auch hinreichend
ist.

4-19 Definition : Ein Gebiet G C R" heisst einfach zusammenhingend falls

1. G ein zusammenhzngendes Gebiet ist.

2. Jede doppelpunktfreie, geschlossene Kurve lisst sich innerhalb des Gebietes auf einen Punkt zusam-
menziehen.

Einige Skizzen in der Stunde werden diesen Begriff erkldren.

4-20 Theorem : (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)
Sei G C R? ein einfach zusammenhingendes Gebiet und

. ([ F
F:( 1)eC%QR%
Fy

0F, 01
or Oy

ein Vektorfeld mit

Dann ist F' ein Potentialfeld.
Sei G C R? ein einfach zusammenhiingendes Gebiet und

I
F=| i, | eC'(G,R?
F3

ein Vektorfeld mit

OF, OF O0F 0F OF 0F
or oy = Oy 0z ~ Oxr 0z

Dann ist F ein Potentialfeld.

Dieses Theorem fiihrt zu einem neuen Verfahren um Linientinegrale zu bestimmen. Zuerst untersuchen
wir, ob das Vektorfeld konservativ ist. Hierzu sind partielle Ableitungen zu vergleichen. Ist die Antwort ,ja"“,
so konnen wir auch versuchen das Potential V' zu erraten. Gelingt uns dies nicht so kann trotzdem die Kurve
vereinfacht werden, da nur Anfangs— und Endpunkt fiir das Integral wichtig sind.

4-21 Beispiel : Die zu untersuchende Kurve sei ein Bogen einer Zykloide

c f@%=(f_ﬂnz;> mit 0<t<2n

und das Vektorfeld ist

. 1426y + 12
F(x,y)z 2, o
evYx 4+ 2xy
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Es gilt
0F
Tyl = 267V (Pzy+x)+2y
0 F:
22— ety (2zya®+2z) +2y
ox
und somit aa—il = %. Aufgrund der obigen Uberlegungen lisst sich das Integral leicht bestimmen durch

Lo 27 1 1
/F-ds:/ . dt =27
c 0 12 0

4-22 Beispiel : Um das Integral des Vektorfeldes

1 -y
x? 4 92 T

entlang eines positiv orientierten Kreises mit Radius 3 und Mittelpunkt im Ursprung zu bestimmen, kann

die Parametrisation
3 cos (t) .
fir 0<t<2m
3 sin (t)

verwendet werden. Das fiihrt auf das Integral

— 2#1 —3 sin (t) . —3 sin (t) B 2m o
[Fd= | 9<3cos(t)) (gcos@ >dt_/0 Lit—2

Um zu untersuche ob das Feld konservativ ist muss man die partiellen Ableitungen

or y? — a2
By (@)
oFy y? — a2
RO,
und stellt fest, dass liberraschenderweise
0 F2 N 0 F1
0x 9y
Trotzdem ist dies kein Widerspruch zum obigen Theorem. Warum? &

4.4 Finden des Potentials eines konservativen Vektorfeldes

Gegeben sei ein Vektorfeld F', von dem man weiss, dass es ein Potential V' gibt. Nun gilt es dieses Potential
zu bestimmen. Hierzu sind drei mogliche Losungswege vorgeschlagen.

1. Raten

2. Mit Kurvenintegralen
Wir wihlen (z, yo) beliebig (z.B. (0,0)) und setzen V (z¢,yo) = 0. Dann gilt fiir eine beliebige
Kurve C' die den Punkt (¢, yo) mit (x, y) verbindet

V(:r,y):/ F-ds
C
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3. Mittels eines Ansatzes
Wegen grad V' = F’ gelten die zwei Bedingungen

ov

— = F

O 1 (:l:a y)
oV

— = FE

ay 2 (.Z', y)

Diese Bedingungen konnen nun ,integriert werden, um die Potentialfunktion V' zu finden.

4-23 Beispiel : Das Vektorfeld sei gegeben durch

F (o) = ( sin(2zy) +2zycos(2zy) )

212 cos (2zy)

1. Raten
V(z,y) =z sin(2zy)

2. Mit Kurvenintegralen
Als Kurve betrachten wir zwei Geradenstiicke, welche die Punkte (0, 0), (z,0) und (x, y) verbinden.
Wir erhalten

Viz,y) = / ﬁ-d}:/ Flda:+/ Fs dy
C1+Co2 C1 Co

@ y
= /Odt+/ 222 cos (2x t) dt
0

0
= xsin(2zy)

3. Mittels eines Ansatzes
Wegen grad V' = F gelten die zwei Bedingungen

o _ sin(2zy) +2zycos(2zy)
Ox

ov 9

-— = 2 2

9y x“ cos (2zy)

Die zweite Bedingung integrieren wir nun beziiglich y und erhalten
V(z,y) =xsin(2zy) + c(z)

wobei die ,,Integrationskonstante ¢ (x) von 2 abhiingig sein kann, da wir beziiglich y integriert haben.
Den erhaltenen verbesserten Ansatz von V setzen wir nun in die erste obige Bedingung ein und
erhalten die Gleichung

sin(2zy) +2zycos (2zy) + ¢ (z) =sin(2zy) + 2z ycos (2xy)

Dies fiihrt auf ¢/ () = 0 und somit ¢ () = k, eine frei wihlbare Konstante. Wir setzen £ = 0 und
erhalten
V(z,y) =z sin(2zy)
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Abbildung 4.1: Vektorfeld und Linienintegral

4.5 Potentialberechnung fiir ein elektrisches Feld

Die Potentialdifferenz in der Ebene zwischen dem Punkt (0, 1) und (2,0) ist zu bestimmen. Die beiden
Punkte sind durch eine Ellipse verbunden. Das Vektorfeld hat eine Stirke von 110 und schliesst mit der
x—Achse einen Winkel von 75° ein. Zu berechnen ist die Potentialdifferenz, diese ist durch einen Linienen-
integral gegeben.

4.5.1 Erster Losungsversuch

Fiir den gegebenen Bereich kann die Gleichung

2
x
272 + y2 =1
nach y aufgeldst werden durch
2
y = 1—;% fir 0<z<?2
Somit gilt
dy 2 1 B —x
de  2-4 [7_ 2 2i—2a?

22

Das zu bestimmente Kurvenintegral ist also

Lo 2 cos 75° 1
/ E-ds = / 110 . dx
C 0 —sin 75° 2\/%
X

2
= 110 cos 75° +sin 75° ———— dzx
/0 24 — x2

2
x
= 110 2cos75°+sin75°/ dm)
< 0 24 — 22

Das verbleibende uneigentliche Integral kann berechnet werden, aber . ..

4.5.2 Erste Losung: Kurve intelligent parametrisieren

Die Kurve ist von links nach rechts zu durchlaufen und kann parametrisiert werden durch

(m(t) ) _ ( 251nt> fir 0<t<n/2
y (t) cost
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und somit gilt
und fiir das Vektorfeld gilt

Somit gilt

Lo /2 cos 75° 2 cost
FE-ds = 110 . dt

c 0 —s8in 75° —sint

/2
= 110 / 2 cos75° cost 4+ sin 75° sint dt
0
= 110 (2 cos 75° + sin 75°) ~ 163.192

4.5.3 Zweite Losung: Kurve indern

Wegen
OE,  0Es
Oy Oz
ist das Vektorfeld konservativ. Statt entlang der gegebenen Kurve zu integrieren kann man zuerst entlang
der y—Achse zum Ursprung gehen, dann zum Punkt (2, 0). Das fiihrt auf

0 2
/ E-ds = / 110 (—sin75°) (—dy) +/ 110 cos 75° dx
c 1 0
= 110 (4sin75° + 2 cos 75°)

4.5.4 Dritte Losung: Potential bestimmen

Es ist nicht zu schwierig die Beziehung

R ) R cos 75° ~7
VP (z,y) = V(220 cos 75° — 110y sin 75°) = 110 - =F
—sin

zu erraten. Somit gilt

/E-d} = P(2,0)—P(0,1)
c
= 110 (2 cos75° + sin 75°)

4.6 Das Gesetz von Biot—Savart

Fliesst in einem Leiter ein Strom I, so erzeugt dieser Strom ein magnetisches Feld H in der Nihe des Leiters.
Wir untersuchen ein kurzes Stiick (Lénge ds) des Leiters und bestimmen den Beitrag d H zum Magnetfeld.
Die Situation ist in Abbildung 4.2 illustriert. Es gilt das Gesetz von Biot-Savart.

I

ds x 7
43

dH =

Ist ein Leiter durch eine Kurve C bestimmt und fliesst ein Strom I so kann das resultirende Magnetfeld
H (%) bestimmt werden durch das Linienintegral

. I 1 .
@)= [ dit=— [ —— dsx (71—
@ /(; 47 /C |5 — 2|3 s % (¥ 3)
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QL
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!

Abbildung 4.2: Gesetz von Biot—Savart

4.6.1 Magnetfeld eines geraden Leiters

Im Raum R? fliesse ein Strom der Stiirke I in die positive Richtung entlang der z—Achse. Zu bestimmen ist
das resultierende Magnetfeld H.

Es ist klar, dass das Magnetfeld H nicht von z abhiéngig sein wird. Wir bestimmen H deshalb nur in
der Ebene z = 0. Das Feld wird nur vom Abstand vom Leiter abhingig sein. Deshalb bestimmen wir das
Feld H sogar nur entlang der positiven z—Achse. Fiir den Verbindungsvektor 7 vom Punkt (0, 0, z) auf der
z—Achse zum Punkt (z, 0, 0) gilt

Der Beitrag des Leiterstiicks zwischen z und z + Az zum Magnetfeld ist somit

; 0 x s 0
AH ~ =
A 0 X 0 A v Az
Az —2z 0

Es ist also nur die y—Komponente von Null verschieden und wir erhalten

I
AH, = ——— (zAz)

Amvx? + 2

Nun sind die Beitrige fiir alle Werte von —oo < z < oo zu summieren, respektive zu integrieren. Wir
erhalten

= — 7(1 e ————— —
Y 47 o (JU2—|—Z2)3/2 o 47T$2‘/332—|-2:2 Zz=—00 27

Um das uneigentliche Integral zu bestimmen muss der Grenzwert

:UI/OO 1 x I z o0 I

lim —— 1

Z—00 ‘/x2+z2 -

verwendet werden.
Das Feld entlang der positiven x—Achse zeigt also in die positive y—Richtung und fiir die Stérke gilt

g L
2mx
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4.6.2 Magnetfeld eines kreisformigen Leiters

Als nichstes Beispiel untersuchen wir das von einem kreisformigen Leiter erzeugte Magnetfeld. Wir unter-
suchen einen Kreis in der zy—Ebene mit Zentrum im Ursprung und Radius R. Eine einfache Parametrisie-
rung ist gegeben durch

R cos ¢
R sin ¢ wobei 0< ¢ <27
0
Fiir ein Wegelement ds gilt dann
—R sin ¢
ds=| Rcos¢ do
0

Das durch den Strom [ erzeugte Magnetfeld H wird sicher radialsymmetrisch sein mit der Symmtrieachse
in z—Richtung. Somit bestimmen wir ,,nur** das Feld in den Punkten (x, 0, 2)7. Es gilt

x R cos ¢
F=| 0 |=]| Rsin¢
z 0
und
2 = (Rcos ¢ —x)° + R? sin? ¢ + 2°

= R*—2zRcos g+ a2+ 22

Fiir das Gesetz von Biot—Savart muss der folgende Ausdruck untersucht werden.

—R sin ¢ x — R cos ¢
ds x 7 = Rcos¢ | x| —Rsing | do
0 z
z R cos ¢
= z R sin ¢ do
R?> — xR cos ¢

Somit erhalten wir bei einem Punkt (z, 0, 2)T das Feld

I 2 1 z R cos ¢
H=_"— . )
4w /o (R? — 2z R cos ¢ + 22 + 22)3/2 z R sin ¢ o
R?> — 2R cos ¢

Nun werden einige Spezialfille genauer untersuchen.

Feld in der Leiterebene

Der stromfiihrende Leiter liegt in der Ebene z = 0 und wir erhalten somit die einfachere Formel

0

. I 2m 1

H=— : d
4T /0 (R?2 —2x R cos ¢ + x2)3/2 0 ¢

R?> — 2 R cos ¢
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Hier ist klar ersichtlich, dass das Magnetfeld nur eine z—Komponente hat, die positiv ist (fiir I > 0). Die
Stirke ist gegeben durch

_1/% R?>— xR cos ¢
47w Jy (R2—2zRcos ¢+ 22)

Nun kann dieses Integral mit Mathematica bestimmt werden.

573 49

| Mathematica
f(x_,R_]=1/(4 Pi)
Integrate [(R2— x R Cos[phi])/(R2— 2 x R Cos[phi] + x"2)"(3/2),{phi,
0,2 Pi}]

2
—(R —Rx) ((

2 22 —4 R x
(R —2Rx+ x ) EllipticE}f ]
2 2
R —2Rx +x

R

2 2
) 2R R —2Rx +x)

—4 R x
EllipticK[ ] +
2 2
R —2Rx + x

2 2 2 2
(R +x) R —2Rx+x)

—4 R x
EllipticK[ ) / R)) /
2 2
R —2Rx +x

2 2 2 2 3/2

| 2Pi(R—x) R —x) (R —2Rx+x) )

Den Plot fiir diese Funktion fiir R = 1 und 0 < z < 2 finden Sie in Abbildung 4.3.
Mathematica |
Plot[f[x,1],{x,0,2},PlotRange —>{—10,10}]; |

Wie in der Abbildung klar ersichtlich variiert der Wert fiir 0 < x < R nur wenig und kann durch den
Wert bei x = 0 gut approximiert werden. Es gilt

IR [ 1 I
Hpyg= —— —dp=—
04WA °= 3R

Feld entlang der Symmetrieachse

Die Symmetrieachse in der obigen Situation ist beschrieben durch z = 0. Wir erhalten

z R cos
5 L 2m 1 o QZ) d¢
- dn 0 (R2—2chos¢+x2+22)3/2 < S;H¢
R
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1.5 2

Abbildung 4.3: Magnetfeld in einer Stromschleife, in der Ebene

/ o ) z R cos ¢
= H 0 m z R sin (;5 d(b
R2

Aufgrund der Symmetrie werden die x—Komponente und die y—Komponente verschwinden und das Feld
wird in die z—Richtung zeigen mit einer Stirke von

I 27 R2

H = — — __d
in Jy ®@ropr ™
I R?

2 (R2 + 22)3/2

Fiir sehr gross und sehr kleine Werte von z erhalten wir die beiden approximativen Formeln

I1
feer = 53
I R?
H.sr = 33

Diese Rechnung kann mit Mathematica bestitigt werden.

| Mathematica |
flz_,R_] = 1/2 R"2/(2"2+R"2)"(3/2);
Plot[f[z,1],{z,—2,5}];

4.6.3 Feld entlang einer anderen Achse

Wir konnen auch das Feld einer anderen, zur Kreisebene senkrechten Achse untersuchen, wiederum in der
Ebene y = 0. Mit Symmerieiiberlegungen sicht man, dass die die y—Komponente von H verschwinden
muss. Fiir die z—Komponente gilt

1 I R?> — xR cos ¢
4w Jy (R2—2xRcos ¢+ a2+ 22)3/2

H, do

und fiir die x-Komponente

Hw:i I z R cos ¢ 4o
4w Jo (R2—2zR cos ¢+ 22+ 22)3/2
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Abbildung 4.4: Magnetfeld in einer Stromschleife, entlang der Symmetrieachse

Die beiden Integrale konnen mit Mathematica bestimmt werden. Die Resultate enthalten elliptische Funk-
tionen und sind nicht elementar darstellbar. Mathematica kann aber problemlos Graphen dieser Funktionen
erzeugen. In Abbildung 4.5 finden Sie die z—Komponenten des magnetischen Feldes, wobei die Gerade 0.2
(resp. 0.8) vom Zentrum entfernt ist. Der Radius der Stromschleife wurde R = 1 gewihlt.

| Mathematica |
Hz[x_,z_,R_]= 1/(4 Pi)x*
Integrate [(R2—x R Cos[phi])/(R2— 2 x R Cos[phi] + x"2+2"°2)"(3/2),{phi,0,2 Pi}];
Hx[x_,z_,R_]= 1/(4 Pi)x
Integrate [(z R Cos[phi])/(R2— 2 x R Cos[phi] + x"2+2"°2)"(3/2),{phi,0,2 Pi}];
Plot[{Hz[0.2,z,1],Hz[0.8,2,1]},{z,—1,6}];

Abbildung 4.5: Magnetfeld in einer Stromschleife, entlang einer Achse

Mit Hilfe vom Mathematica kann das Magnetfeld H auch illustriert werden. Dazu verwendet man

| Mathematica |
Clear[VF, ShowVF,SaveVF];
Needs[” Graphics ‘PlotField ‘]
VF[f_,xRange_,yRange_,opts___] :=
PlotVectorField [f[x,y],Join[{x},xRange],Join[{y},yRange],
opts ,
PlotPoints —> 15,
ScaleFactor — 0.4,
AspectRatio — 1/GoldenRatio,
HeadWidth — 0.6,
HeadLength — 0.3,
HeadScaling —> Relative,
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MaxArrowLength — None,
PlotRange —> {xRange,yRange},
Axes —> True,
DisplayFunction —> Identity
I3
ShowVF[ f_,xRange_,yRange_,opts___] :=
Show[VF[ f ,xRange,yRange, opts],
DisplayFunction —> $DisplayFunction];
SaveVF|[ file_ ,f_,xRange_,yRange_,opts___] :=

| CreateEPS|[ file ,VF[f,xRange,yRange, opts]]; |

und

| Mathematica |
vi[x_,z_]= {Hx[x,z,1],Hz[x,z,1]};
ShowVF[vf,{0,2.0},{—0.5,2},AspectRatio — Automatic, AxesLabel —>{"x",”z"}1;
ShowVF[vf,{0,0.7},{—0.5,2},PlotPoints —> 8,AspectRatio —> Automatic,

| AxesLabel —>{"x","z"}]; |

um die Abbildung 4.6 zu erhalten. Die Singulatitit des Feldes beim Leiter x = R = 1 ist in der linken

2 ,,,,,,,,,,,,
1l
b T T L
L
[ A P N
0.5 /s
rfff/‘fﬂ.\\\
tr1td , )
1108 ‘//\\1./5’ 2
LR T T W N NG
NI N NN

Abbildung 4.6: Magnetfeld in einer Stromschleife

Graphik deutlich sichtbar. Die Graphik rechts zeigt, dass im Innern der Kreises das Magnetfeld ziemlich
homogen ist.

4.6.4 Mehrere Stromschleifen, eine einfache Spule

In einer Spule sind mehrere kreisformige Schleifen iibereinander gelegt. Mit Mathematica konnen 7 Schlei-
fen mit Radius R = 1 in Abstinden von je 0.1 gestapelt werden. Das Magentfeld kann bestimmt werden
und dann fiir verschiedene Bereiche angezeigt.

| Mathematica |
dz=1/2;
vi[x_,z_]= Sum[{Hx[x,z+k dz,1],Hz[x,z+k dz,1]1}.{k,—3,3}];

ShowVF[vf,{0,0.7},{—-0.2,1},
PlotPoints —> 8, AspectRatio —> Automatic, AxesLabel —>{"x",”z”}];
ShowVF[vf,{0,2},{—1,3},

PlotPoints —> 15,AspectRatio —> Automatic, AxesLabel —>{"x”,”z”}]; |

In der linken Hilfte von Abbildung 4.7 sehen Sie, dass das Feld im inneren der Spule sehr homogen ist.
Rechts konnen Sie das Verhalten des Feldes auch ausserhalb der Spule untersuchen.
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Abbildung 4.7: Magnetfeld in einer einfachen Spule

4.6.5 Feldlinien

Die Feldlinien des Magnetfeldes sind gegeben als Losungen der Differentialgleichung

d (e ( He(x(),2()
b\ = (t) Hy (x(t), 2 (1))
Selbst fiir eine einfache Leiterschlaufe ist diese Differntialgleichung kaum in geschlossener Form 16sbar.

Mit Mathematica kann ein numerisches Verfahren verwendet werden. Der untenstehende Code erzeugt Ab-
bildung 4.8.

| Mathematica |
steps=35;
xstart=0.1;
deltax= 0.2;
tEnd=15;
nsol=Table[
NDSolve[ {x’[t]==Hx[x[t],z[t],1],z’[t]==Hz[x[t],z[t],1],
x[0]==xstart+ (k—1) deltax ,z[0]==0},{x[t],z[t]},{t,—tEnd,tEnd}],
{k,1,steps }1;

| Mathematica |
solplot=Table [
ParametricPlot[{x[t],z[t]}/.nsol[[k]],{t,—tEnd,tEnd},
DisplayFunction —>Identity],{k,1,steps}];
g8=Show|[ solplot ,PlotRange — {{0,2},{—1,2}},AspectRatio —>Automatic,

DisplayFunction —> $DisplayFunction]; |

Auch hier konnen mehrere (7) Stromschleifen iibereinander gelegt werden und die entsprechenden Feld-
linien berechnet werden. Das fiihrt auf Abbildung 4.9. Auch hier ist ersichtlich, dass die Feldlinien im Inne-
ren der Spule sehr regelmaéssig sind, gegen den Rand hin aber grosse Variationen zeigen. Man kann erraten,
dass die stromfiihrenden Leiter entlang der Geraden z = R = 1 mitz = —1.5, -1, —-0.5,0, 0.5, 1, 1.5
zu finden sind.

| Mathematica |
steps=3;
xstart=0.1;
deltax= 0.2;
tEnd=15;
dz=1/2;
HxSpule=Sum[Hx[x[t],z[t]+ k dz,1],{k,—3,3}];
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: //
. 50.5).@52
-1

Abbildung 4.8: Einige Feldlinien eines einfachen Stromkreises

[

HzSpule=Sum[Hz[x[t],z[t]+ k dz,1],{k,—3,3}];
nsol=Table [NDSolve[ {x’[t]==HxSpule,z’[t]==HzSpule,
x[0]==xstart+ (k—1) deltax ,z[0]==—1},{x[t],z[t]},{t,—tEnd,tEnd}],
{k,1,steps }1;

| Mathematica |
solplot=Table[
ParametricPlot[{x[t],z[t]}/.nsol[[k]],{t,—tEnd,tEnd},DisplayFunction—>Identity],
{k,1,steps }1;
Show[ solplot ,PlotRange —> {{0,2},{—1,2}},AspectRatio —>Automatic,
AxesLabel —>{"x",”z”},DisplayFunction —> $DisplayFunction];

N

0. 2% D, 75 1 1. 250 &L 75 2%

-0.5

-1

Abbildung 4.9: Einige Feldlinien einer einfachen Spule

4.6.6 Die Helmholz Anordnung zweier Spulen

Zwei zur zy-Ebene parallele Stromschleifen mit Radius R konnen bei 2 = £« angebracht werden. Ziel
ist es den Abstand d = 2« so zu wihlen, dass das die z—Komponente des resultierenden Magnetfeldes im
Ursprung moglichst homogen ist. Mit Mathematica kann diese Funktion berechnet werden.

| Mathematica |
flz_,R_] = 1/2 R"2/(z"2+R"2)"(3/2);
HelmholzZ[z_,R_]= f[z+ alpha ,R]+f[z—alpha ,R]//Simplify
gl12=Plot[{HelmholzZ[z,1]/. alpha —>2,
HelmholzZ[z,1]/. alpha —>1/3},
{z,-3,3}1];
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~R ( + )
2 2 2 3/2 2 2 3/2
(R + (alpha — z) ) (R + (alpha + z) )

Mit diesem Code erhalten Sie die z—Komponente des Magnetfeldes fiir die beiden Félle « = 2 und o = %
In beiden Fillen wurde R = 1 gewihlt. Es ergibt sich Abbildung 4.10 Um die optimale Lésung zu finden

0/8

Abbildung 4.10: z—Komponente des Feldes in einer Helmholzspule

untersuchen wir die Taylorentwickulung dieses Funktion beziiglich der Variablen z um den Punkt zy = 0.

| Mathematica |
ser=Series[ HelmholzZ[z,R],{z,0,3}]//Simplify

2 2 2 2 2
R 3R (—4 alpha +R ) z 4
— + 0O[z]
2 2 3/2 2 2 772
(alpha + R ) 2 (alpha + R )

Damit diese Funktion moglichst konstant ist, muss der Koeffizient von 22 Null sein, d.h.

Mathematica |
Solve[ Coefficient[ser ,z,2]==0,alpha]

R R
{{alpha —> —(—)}, {alpha —> —}}

2 2
| |

Diese optimale Losung kann nun eingesetz werden und das Magnetfeld in der Ndhe des Ursprungs unter-
sucht werden. Sie erhalten Abbildung 4.11.

Mathematica |
HelmholzZ[z,R] /. alpha — R/2 // Simplify
gl13=Plot[HelmholzZ[z,1]/. alpha —>1/2, {z,-3,3}1;

2
2 SR 2 —(3/2)
R (————Rz+2z) +
4

2 R 2 —(3/2)
R +(—+12z)) ) /2

2
I |

Nun kann auch das Magnetfeld gezeichnet werden. Hierbei wurden einige Mathematica—Befehle der
vorangehenden Seiten iibernommen.

| Mathematica |
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Abbildung 4.11: z—Komponente des Feldes in einer Helmholzspule, homogenes Feld

vi[x_,z_]= Sum[{Hx[x,z—k/2,1],Hz[x,z+ k/2 ,1]1},{k,—1,1,2}];
ShowVF[vf,{0.01,0.2},{—0.2,0.2},PlotPoints —> 10,AspectRatio —> Automatic,
AxesLabel —>{"x",”z”},HeadScaling —> Relative , ScaleFactor —> Automatic];

N P N

D040ttt
Pitot :
Pt dotd
Pitds

Abbildung 4.12: Magnetfeld in einer Helmholzspule

4.7 Aufgaben

o Aufgabe 4-1:

Sei die Kurve C'in der Ebene R? gegeben durch die Bedingung y = 2", wobei 0 < x < 2. Die Massendichte
(Masse pro Linge) sei gegeben durch p(z,y) = sinz. Stellen Sie die Integrale auf um die folgenden
Ausdriicke zu bestimmen

(a) die Lange L der Kurve.
(b) die Masse M der Kurve.

(c) Die Schwerpunktskoordinaten x; und ys

o Aufgabe 4-2:

Die Kurve C besteht aus zwei Geradenstiicken, das erste Stiick verbindet den Ursprung mit dem Punkt
(2,0), das zweite (2,0) mit (2, 1). Die Massendichte (Masse pro Linge) sei gegeben durch p (x,y) = sin x.
Stellen Sie die Integrale auf um die Ausdriicke

(a) die Masse M der Kurve.

(b) x5 und ys
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zu bestimmen.

o Aufgabe 4-3:
Berechnen Sie das Integral Calculer I’intégral

ds
/c Va4 y?

wobei C' der Rand des Quadrates mit Ecken bei La courbe C est le bord du carré avec les coins en
(1, £1). Die geschlossene Kurve wird im Gegen- (£1,+£1), parcourue contre le sens d’une aiguille
uhrzeigersinn durchlaufen. d’une montre.

o Aufgabe 4—4:
Berechnen Sie das Integral

ds
/C Va2 +4y?
wobei C' der Rand des Quadrates mit Ecken bei (+1, £1). Die geschlossene Kurve wird im Gegenuhrzei-

gersinn durchlaufen.

o Aufgabe 4-5:
Sei die Kurve C' gegeben durch

1
C Z(t) = 1 mit 0<¢t<4
3t
und zu bestimmen ist das Integral
/ 4 cosh (z) ds
c

o Aufgabe 4-6:
Sei die Kurve C' gegeben durch

C : z=y=z=1+t> mit 0<t<1

und zu bestimmen ist das Integral

/:Ez—y2ds
C

o Aufgabe 4-7:
Sei die Kurve C' gegeben durch

3 cost
C 7(t) = 1 mit ogtgg
3 sint
und zu bestimmen ist das Integral
/ r—y+3zds
C

SHA 29-11-19



KAPITEL 4. LINIENINTEGRALE 189

o Aufgabe 4-8:

Die Form eines Springseiles ist gegeben durch die La forme d’une corde a suter est donnée par la fonc-
Funktion tion

h(z)=3(0.5—2%) fir/pour z%<0.5

Das Seil hat eine Masse von 1 kg und macht pro La corde a une masse de 1 kg et fait un tour complet
Sekunde eine volle Umdrehung um die z—Achse. par seconde autour I’axe des x .

(a) Bestimmen Sie die Linge L des Seiles und dar- (a) Trouver la longueur L de la corde, puis calculer
aus die spezifische Masse p (in kg/m) . la masse spécifique p (en kg/m) .

(b) Stellen Sie das Integral auf um die Rotations- (b) Donner l'intégrale pour déterminer 1’énergie
energie zu berechnen. cinétique de la rotation.

e Aufgabe 4-9:
Betrachten Sie wie in der vorangehenden Aufgabe ein Springseil, das durch die Punkte (£+/0.5,0) und
(0,1.5) geht. Diesmal ist die Kurve h gegeben durch eine umgekehrte cosh—Kurve, d.h.

h(z) = 2.5 — cosh (cx)
fiir eine geeignete Konstante c.
(a) Bestimmen Sie den Wert von c.
(b) Bestimmen Sie die Lange L des Seiles und daraus die spezifische Masse.

(c) Stellen Sie das Integral auf um die Rotationsenergie zu berechnen.

o Aufgabe 4-10:
Der ‘Gateway Arch’ in St. Louis (USA) kann beschrieben werden durch ein Rohr mit kreisformigem Quer-
schnitt der Form

h(m):250—4lcoshf—1 —102 < z < 102

h ist die Hohe in m und x der Abstand vom Zentrum. Der Radius r des Rohres in m auf einer Hohe h ist

gegeben durch
h

r(h) =10 50
Stellen Sie das Integral auf um das Volumen des Bogens approximativ zu berechnen. Das Integral ist nicht
zu berechnen.

Le ‘Gateway Arch’ en St. Louis est une tube de la form i (z) = ... avec des cercles comme section. h
est la hauteur et  la distance du centre. Le rayon r de la tube a 1’hauteur & est donne par r (h) = ... h, z et
h sont mesurer en métre.

Construire I’intégrale pour une approximation de la volume totale du ‘Gateway Arch’. Ne calculer pas

I’intégrale.

o Aufgabe 4-11:
Ein Vektorfeld in kartesischen Koordinaten ist gegeben durch
Un champ vectorielle en coordonnées cartesiennes est donné par

Ly
Fol| a2

xr—z
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Berechnen Sie das Integral
Trouver I'intégral

| Fd

c

fiir die Kurve C, welche (0,0, 0) mit (1,2, 4) verbindet durch

pour la courbe C, qui fait la connection des points (0, 0,0) et (1,2, 4) par

(a) eine Gerade / une droite.

(b) die parametrisierte Kurve
la courbe paramétrique
z(t)=t> , yt)=2t> , z2(t)=4t

o Aufgabe 4-12:
Berechnen Sie das Integral

/C(xdy—yd:r):/c( ;y)d_é

entlang der Kurve x (t) = cost, y (t) =sin ¢t fir 0 <t < 7.

o Aufgabe 4-13:
Berechnen Sie das Integral

/ (22 dz + y* dy + 2* dz)
c
entlang der Kurve x = cost,y =sint, z =t fiir0 <t < 2.

o Aufgabe 4-14:
Bestimmen Sie das Integral

wobei C der positiv orientierte Kreis 2% + 3% = 4 ist.

o Aufgabe 4-15:
La courbe C relie le point (1, —2) et (3,3) lelong ~ Die Kurve C verbindet die Punkte (1, —2) und

d’une droite. Calculer (3,3) durch ein Geradenstiick. Berechnen Sie
a:/ V) s etfund b:/(:z:—y+e3x)~ds
o\ ée* c
o Aufgabe 4-16:
Examiner la courbe C' Untersuchen Sie die Kurve C'
. 3 cost o, x?
Z(t) = pour/fir 0<t¢<m etund F(z,y)=
3 sint Y

Il existe une fonction scalaire f(x,y), telle que Es gibt eine skalare Funktion f(z,y), sodass fiir

pour la courbe C on trouve die Kurve C gilt
/ F(z,y)-ds = / f(z,y) ds
c c
Trouver la fonction f(x,y). Ne pas calculer la va- Bestimmen Sie die Funktion f(x,y). Das Integral
leur de I’intégral. ist nicht zu berechnen.
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o Aufgabe 4-17:

Une courbe C' est donnée par la paramétrisation Eine Kurve C ist gegeben durch die Parametrisie-
rung

x (t) =2sint, y(t) =2—2cost, 0<t<nm

Calculer I’intégral Berechnen Sie das Integral
/ﬁwﬁ
C

avec mit

. <eﬂy@u+x@—2»>

F =
(2,9) 265 02) _ Lgin (L)

5 —2x
F =
(—2y>

konservativ ist und finden Sie gegebenenfalls ein entsprechendes Potential.

o Aufgabe 4-18:
Entscheiden Sie ob das Vektorfeld

o Aufgabe 4-19:

Gegeben ist das Vektorfeld On consider le champ vectoriel

P xeY
( FQ(:U>y) )

Eine Kurve C' verbindet den Punkt (1,0) mit dem Un demi—cercle C relie le point (1,0) et le point
Punkt (—3,4) in der Ebene entlang eines Halbkrei- (—3,4) . Choisir la fonction Fy(z,y) , telle que
ses. Wihlen Sie die Funktion Fy(z,y), sodass das I’intégrale curviligne ci—dessous est fagile a calcu-
untenstehende Linienintegral leicht zu bestimmen ler. Trouver ensuite la valeur de I’intégrale.

ist und bestimmen Sie den Wert des Integrals.

o Aufgabe 4-20:
Sei C' C R? der obere Halbkreis mit Radius 3 Soit C' C R? le demie cercle supérieure de rayon

und Zentrum im Ursprung, orientiert von links nach 3 avec centre a I’origine et orientation de gauche a
rechts. Betrachten Sie die Funktionen droite. Examiner les fonctions
., (1+zy) e
flz,y) =y undlet F(z,y)=
x2 etV

Die beiden untenstehenden Linienintegrale sind Transformer les deux intégrales curviligne ci—
umzuschreiben als ,,normale” Integrale und dann dessous dans des intégral ,,normaux™ et puis trouver
die Werte zu berechnen. les valeurs.

A:/f(-’lf,y) ds und/et B:/ﬁ(%y).dfs
¢ c
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o Aufgabe 4-21:

Die Kurve C' C R2 besteht aus einem Parabelstiick
von (—1,1) zu (1,1), durch den Ursprung. Be-
trachten Sie die Funktion

F(Hf,y) =

La courbe C' C R? est formée d’un secteur d’une
parabole du point (—1,1) au point (1,1), passant
par I’origine. Examiner la fonction

(4)

1
4y

A:/ﬁ(x,y)-d} und/et B:/ |F(2,y)|| ds
C C

(a) Stellen Sie das bestimmte Integral fiir A auf. An-
schliessend ist der exakte Wert von A zu bestim-
men.

(b) Stellen Sie das bestimmte Integral fiir B auf.
Anschliessend ist der Wert von B zu bestimmen.

o Aufgabe 4-22:

Die Kurve C C R? besteht aus zwei Gera-
denstiicken und ist unten gezeigt. Betrachten Sie
die Funktionen

—

f(xz,y) =2 und/et

(a) Stellen Sie das bestimmte Integral fiir A auf. An-
schliessend ist der Wert von A zu bestimmen.

(b) Stellen Sie das bestimmte Integral fiir B auf.
Anschliessend ist der Wert von B zu bestimmen.

f(z,y) ds

ﬁ(l‘,y) ~ds

T~

o Aufgabe 4-23:
Eine Kurve C' ist gegeben durch

2 cost

Z(t
®) 24+ 2sint

(

(a) Berechnen Sie

F(.%’,y) =

(a) Donner I’intégrale definie pour A et puis trouver
la valeur exacte de A.

(b) Donner I’intégrale definie pour B et puis trouver
la valeur de B.

La courbe C C R? consiste des deux bouts de
droites montrés ci—dessous. Examiner les fonctions
rye’ (2+x)

()

(a) Donner I’intégrale definie pour A et puis trouver
la valeur de A.

ex

(b) Donner I'intégrale definie pour B et puis trouver
la valeur de B.

+2

+2

SHA 29-11-19



KAPITEL 4. LINIENINTEGRALE

193

(b) Berechnen Sie

o Aufgabe 4-24:

La courbe C C R? est donnée par la
paramétrisation ci—dessous. Calculer les deux
intégrales d’une facon exacte.

Die Kurve C' C R? ist gegeben durch die untenste-
hende Parametrisierung berechnen Sie die beiden
Integrale exakt.

t
Z(t) = avec/wobei —1<t<1
2 —t?

1
a = —ds
/C V14422
o Aufgabe 4-25:

Un demie cercle C' C R? avec rayon R est dans le
demi plan supérieure avec centre a 1’origine.

(a) Le poids spécifique p (mesuré en %) est propor-
tionelle a la distance de 1’axe des x. Déterminer la
masse totale M.

(b) Un ballon avec masse m bouge sur cette cour-
be C' de gauche a droite dans le champs de force
F'. Trouver le travail A nécessaire pour boucher la
masse sur cette courbe.

el
Il

o Aufgabe 4-26:

Mit dem Gesetz von Biot-Savart ist das Magnetfeld
eines Leiters in der xy—Ebene zu untersuchen. Die
Form des Drahtes ist gegeben als Quadrat der Sei-
tenlénge 2 D mit Zentrum im Ursprung.

(a) Geben Sie das Integral an um die z—Komponente
Hs(0,0,z) des Magnetfeldes an einem Punkt
(0,0, z) auf der z—Achse zu bestimmen.

(b) Bestimmen Sie den numerischen Wert des obi-
gen Integrals, fiir die Daten [ = 1, D = 2 und
z = 0.5.

und/et

sin x + e¥ o
:/ -ds
C x ey

Ein Halbkreis C' C R? mit Radius R liegt in der
oberen Halbebene mit Mittelpunkt im Ursprung.

(a) Das spezifische Gewicht p (gemessen in %) ist
proportional zum Abstand von der xz—Achse. Be-
stimmen Sie die Gesamtmasse M .

(b) Ein Ball mit Masse m wird im Kraftfeld F ent-
lang der Kurve von links nach rechts bewegt. Be-
stimmen Sie die dazu aufzuwendende Arbeit A.

Utiliser la loi de Biot-Savart pour un conducteur
dans le plan xy. Le fil prend la forme d’un carré
de longueur 2 D centré a I’ origine.

(a) Donner I’intégrale pour la composante 2z
Hs3(0,0,z) du champ magnétique en un point
(0,0, z) sur ’axe des z

(b) Trouver la valeur numérique de I’intégrale ci—
dessus en utilisant les valeurs I = 1, D = 2 et
z = 0.5.
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z
=L T
472 r
,F’
y
(=D.D.O) (D.D.0)
s
X

4),0)

Losung zu Aufgabe 4-1 : Eine mogliche Parametrisierung ist

(o) () o
= wobei 0<¢<2
y(t) ¢

4.7.1 Losungen zu einigen Aufgaben

Das fiihrt auf

und somit
(a)
2
L:/1d3:/ V 1+ n2t2n=2 dt
C 0
(b)
2
M:/pds:/ sin (t) V1 + n?t?n—2 dt
C 0
(c)
- 1/ d —1/215" (1) V1 + n22n2 gt
$3—Mc$pS—MO sin n
- 1/ d —1/2t" sin () V1 + n22n2 dt
ys—McypS—MO n n

Losung zu Aufgabe 4-2 : Die Parametrisierung sollte hier in zwei Teilen erfolgen. Eine mogliche Parame-
trisierung der ersten Gerade ist

Tl (t) 2t .
= wobei 0<t<1
1 (t) 0
und fiir das zweite Geradenstiick kann man

(xz(t)>:( 2 > wobei 1<t<2
Y2 (1) t—1

verwenden.
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(a)

1 2
M:/des:/o sm(2t)\/zldt+/l sin (2) V1 dt =1 — cos (2) + sin (2)

(b)
Mz, = /:Upds

1 2
= /Zt sin(Zt)\/échH—/ 2 sin (2) V1 dt
0

1

Mys = /ypds

[

- /10 Sin(?t)*/‘ld”/Z(t—l) sin (2) VI dt = S22
0 ) 5

Losung zu Aufgabe 4-3 :

/ ds /(—171) s /(—17—1) ; /(1,—1) ; /(1,1) s
——— = + + +
c Va2 +y? (1,1) (-1,1) (-1,-1) (1,-1)

1

1

= 4/ dt =8 sinh™!1
—1V1I+t2

Hierbei ist die Funktion sinh ! die zu sinh inverse Function.

Losung zu Aufgabe 44 :
/ ds /(—1,1) s /(—17—1) s /(17—1) s /(171) ;
o Va2 +4y? (1,1) (—1,1) -1-0°  Ja-

1 1
1 1
2 dt+2/ —_— dt
/_1\/t2+4 _1V1+4¢2
1
= 4sinh_1§+2 sinh~1 2

Losung zu Aufgabe 4-5 : 4 sinh (48)
Losung zu Aufgabe 46 : 0

Losung zu Aufgabe 4-7 : % +27-9V2
Losung zu Aufgabe 4-8 :

(a) Seia =+0.5

L:/lds:/ \/1+h’2(x)dx:/ V143622 dr ~ 3.44 [m]
C —a —a

M kg
= —=0.29 |—
o= =0 [

(b) Daeine Umdrehung pro Sekunde gemacht wird ist die Winkelgeschwindigkeit gegeben durch w = 2 7.
Die spezifische Energie (Energie pro Lange) ist somit

P
e(z,y) =3 w?y?
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Daraus erhalten wir die

E =

Losung zu Aufgabe 4-9 :
(a) Wegen

gilt

(b) Eine Rechnung dhnlich

(c) Eine Rechnung dhnlich

Losung zu Aufgabe 4-10 :

Losung zu Aufgabe 4-11 :
(a)

(b)

Gesamtenergie

/e—/eds—g Q/Gh(x)Q 1+ K2 (z) do

2m M (3 0.5 —2%))° V1 + 3622 dz ~ 17.08 [J]

r /.

h(v0.5) = 2.5 — cosh (¢ vV0.5) = 0

. acosh (2.5) ~ 9,916

V0.5

zur voranghenden Aufgabe ergibt L =~ 3.468 [m].
zur vorangehenden Aufgabe ergibt ' ~ 17.41 [J].

dh . T
%——Sll’lhﬁ

102
9250 — 41 cosh(z /41
:/ + (10— 20041 cosh(z/ AN 1+ sinh? -~ da
102 50 \ 1

Losung zu Aufgabe 4-12 : 7

Losung zu Aufgabe 4-13 :

Losung zu Aufgabe 4-14 :
Losung zu Aufgabe 4-15 :

Dann gilt

o
3
0
Die Kurve C' kann parametrisiert werden durch
1+1¢
Z(t) = fir 0<t<?2
—2+5¢

I
VR
DOt =

>dt und dS:Ul—i-—dt V7.25dt
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(a)
] -
a = -ds
/C< 63:(: )
/2 1+t+2—3¢ LY
0 3 (141) %
2
= /1+t+2—;t+ 30405 5 dt
0

2, 3 o3 (1)
3-2¢ dt
/0 2 +3 2

2
30— 324 5304
1" "6 —o

5 5
6—3+=¢ 0—0+=¢

5 3 5 9 ~
3= ¢+ e’ ~ 673883

(b)

S~
Sl
&1
Il
O\i'l
VR
< 8
N——
&1

/” 9cos? t —3sint
= . dt
0 3 sint 3 cost

s
/ (—9 cos®t sint + 3 sint cost) 3 dt
0

1, 1
— = ds
/C( 3¢ y+3y:v)
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Somit f(z,y) = % (—2®y + y ) eine mdgliche Losung.
Losung zu Aufgabe 4-17 : Eine einfache Rechnung zeigt, dass
ory, 0F
oy  Ox
und somit ist das Vektorfeld konservativ und Integrale iiber geschlossene Kurven sind Null. Deshalb ersetzen
wir die Kurve C durch eine einfachere Kurve C’ welche dieselben Anfangs- und Endpunkte verbindet.

0
c o ( > mit 0<¢t<4
t

Es gilt

Losung zu Aufgabe 4-18 : Das Vektorfeld ist konservativ
O(—2x) 9(—2y)

—_— fry 7:0

oy ox
F(z,y) = grad(—a’ -y’

Losung zu Aufgabe 4-19 : Das Vektorfeld F sollte konservativ sein, dann hingt das Kurvenintegral nur
von den beiden Endpunkten ab. Eine Integration beziiglich z liefert eine Formel fiir F5 .

d Fy dF, d(xzeY) Y
—_— = — = =zxe
dx dy dy
1
Fy(z,y) = §x26y+c

Die einfachste Wahl fiir die Konstante c ist sicher ¢ = 0 . Nun kann man leicht ein Potential V'(z, y) erraten,
oder auch errechnen.

1
Vi(z,y) = §x2ey
_— = — :F
oy 231j € 2

Es gilt
L. 1
I:/F~ds:V(—3,4)—V(170):964—
c 2 2

Losung zu Aufgabe 4-20 : Die Kurve C' kann parametrisiert werden durch

o [ z®) ) [ 3sint mit —a -
x(t)_<y(t)>_<3cost> ' 2t/

-, 3 cost o
s =Z(t) dt = dt und ds=|ds||=3dt
—3 sint
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(a)
/2 w/2
A:/f(l’ay)dSZ/deZ/ 3cost-3dt =09 sint =18
C C —7/2 —7/2
(b) Wegen
F F
683/1 =ze"V +(1+2y) emy:v:2xezy+x2yezy:788x2

ist das Vektorfeld konservativ und der Halbkreis kann ersetzt werden durch eine Gerade von (—3,0)
zu (3,0). Somit wird

B o= [ Fa)d- | Aten) e ) g
c c z? eV
5[ (14z0)e"? 1 501 1 3
= / ( z0) e . dx:/ . d;r:/ lder =6
-3 z? e®? 0 -3\ 2? 0 -3
Losung zu Aufgabe 4-21 : Zuerst ist die Parabel zu parametrisieren. Eine Losung ist

t . 1
a?’(t)=< 2) mit ds:<2 >dt und ds =+/1+4t2dt
t t

wobei —1 <t < 1.

o, - 1 - 1 1 1
A = /F(aj,y)-ds:/ -ds:/ : dt
c c\ 4y 1\ 4t? 2t
1 5 8 4 ‘1
= /_11+8t dt:(t+4t) 71:2

Da das Vektorfeld £ konservativ ist, kann man auch die Parabel zu einer Geraden #indern oder das
Potential V' (x,y) = x + 2 y* erraten und somit A = V(1,1) — V(-1,1) = 2.

(a) Nun gilt

(b) Analog erhilt man

/Hﬁ(m,y)H ds:/ H( ! >|y ds:/l JETARR . I Ta8 d
c c 4y —1

B

1
- / V1+ 164 \/1+ 412 dt ~ 6.09342
-1

Losung zu Aufgabe 4-22 : Zuerst sind die beiden Geradenstiicke zu parametrisieren. Eine Losung ist

—3+3t — 3
f(t):< * > mit d3:<2>dt und ds = /32 + 22 dt = V13 dt

0+2¢

wobei 0 < ¢ < 1. Fiir die zweite Gerade gilt

0+ 2t N 2
f(t):( + ) it dSZ( 2>dt wnd ds — TR dt — VB dt

2—-2t

fiir den Bereich 0 < ¢ < 1.
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(a) Nun gilt

A = /Cf(x,y)ds:/cajds

1 1
— /(—3+3t)\/ﬁdt+/(2t)\/§dt
0 0

6 t=0

1
= V8- 9 V13 ~ —2.5799

- <1(—3+3t)2 V13 + 2 \/§> ‘1

(b) Wegen
0x?e” dxye® (2

T e =2z +2%¢” und M:Zﬂcez—FergE

Ox oy
ist das Vektorfeld F* konservativ und die Kurve darf vereinfacht werden. Wir verwenden die Parame-
trisierung

. t .- 1 .

Z(t) = mit ds = dt wobei —3<t<2

0 0

und somit

_ _ e xye® (2+x) 1
- frenie [(772). (1)
3\ el 0

Man kann auch versuchen das Potential V' (x, y) zu erraten.

%V(J;,y) = 2xye® +alye”

Vix,y) = nyea: = 4
a Vizy) = 2

Damit ist das Integral gegeben durch

B=V(2,0) - V(=3,0) =0

Losung zu Aufgabe 4-23 : Die Kurve C entpricht einem Kreissegment mit Radius 2 und Mittelpunkt auf
der y—Achse auf der Hohe 2, wobei der Winkel von —90° zu 180° variiert.

R = 9 sint
ds = dﬂc(t)dt:( S >dt

dt 2 cost
ds = ||d_:9|\:\/4sin2t—|—4cos.2t:2dt
(a)
i
A = /xds:/ 2 cost-2dt
c -3
s
= 4sint t:_ =4

jus
2
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(b)

Y - 4 24+ 2sint —2 sint
B = / ds:/ . dt
c\ x -z 2 cost 2 cost

= / —4 sint — 4 sin®t +4 cos’tdt = —4

us
2

Diese Teilaufgabe kann leichter mit Hilfe eines Potentials V' (z,y) = x - y gelost werden. Wegen

gradV = grad(z - y) = ( Y >
T

gilt
B - /<y> s = V(#(m) - VEET)) = (—2) - 2—0-0 = —4
C

Losung zu Aufgabe 4-24 : Pour cette paramétrisation on trouve

- 1
ds-< ) et ds=+/1+(2t)?

-2t

(a) On trouve

1 1
a= —ds —/1 2t dt = / 1dt =2
/c 1+422 / \/1+4t2 _1

(b) A cause de % (xe¥) = e¥ = 3% (sinz + e¥) le champs F est conservative et on peut remplacer la
courbe par la droite de connection entre (—1, 1) et (1, 1) avec la nouvelle paramétrisation

- t
x(t)z( ) avec —1<t<1
1

Donc ds = (1,0)7 et ds = 1 et donc

b:/ sin x + €Y ds = /1 sint + el _ 1 it
C T ey -1 tel 0

1
— / sint +e' dt = 2e ~ 5.43656
—1

Losung zu Aufgabe 4-25 : Sei die Kurve C' C R? parametrisiert durch
z(t) =acos(t) , y(t)=asint wobei/avec 0<t <

(a) Kurvenintegral der Dichte ergibt die Gesamtmasse. Geméss den Angaben gilt p = k y und somit

C C

= k:/ Rsint /(=R sint)2 4 (R cost)? dt
0

= kRQ/ sint dt =2k R?
0
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(b) Das Vektorfeld F ist nicht konservativ. Die obige Parametrisierung ergibt die falsche Orientierung.

—A = /ﬁ.d}
C
™ —Rsint —R sint
:/ . dt
0 R cost R cost
= /RZdt:ﬁRZ
0

Losung zu Aufgabe 4-26 :

(a) Aufgrund der Symmetrie liefern alle vier Seiten des Quadrates den selben Beitrag zur z—Komponente
der H-Feldes und wir bestimmen folglich nur einen Beitrag. Die Parametrisierung einer Seite ist ge-

geben durch
D 0
) =| ¢ und ds=| 1 |dt fir —D<t<D
0 0
und somit
-D
F= —t und 7= |7 = VD2 + 12 + 22
z
Wegen
0 -D z
% X T = X —t dt = 0 dt
0 z D
erhalten wir
o I 1
H(0,0,2) = 4/ dil =4 — — dEx T
Kante 47 JKante 7
I (P D
Hg(0,0,z) = — / 3 dt
T J-D D%+ 12 + 22

Dieses Integral kann exakt berechnet werden, man erhélt

H3(0,0, 2) 2D71
9y Y zZ)=
’ 7w (D?+ 22) V2 D? + 22
(b) Eine numerische Integration mit den Werten I = 1, D = 2 und z = 0.5 ergibt
I (P D
H5(0,0,z) = — / 5 dt ~ 0.20860
™ J_D D2 +t2 + 22

4.8 Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie

e Integrale von skalaren Funktionen und Vektorfeldern iiber Kurven aufstellen und berechnen
konnen.
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e cinfache Kurvenintegrale exakt berechnen konnen.

e den Wert von nicht elementaren Kurvenintegralen mit Hilfe des Taschenrechners numerisch
berechnen konnen.

e mit einigen Anwendungen vertraut sein.
e entscheiden konnen ob ein Vektorfeld konservativ ist oder nicht.

e Potentiale eines konservativen Vektorfeldes bestimmen konnen und damit Linienintegrale
berechnen.
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Kapitel 5

Uneigentliche Integrale und
Parameterintegrale

5.1 Uneigentliche Integrale

Im Kapitel iiber eigentliche Integrale haben wir gezeigt, dass jede stiickweise stetige, beschriankte Funktion
f : [a,b] — R integrierbar ist. Die Konstruktion mit Hilfe von Riemannschen Summen fiihrte zu zwei
wesentlichen Einschrinkungen

1. der Integrationsbereich [a, b] muss beschrinkt sein

2. die Funktion f (x) muss beschrinkt sein
Nun werden wir zeigen, wie diese beiden Einschrankungen durch geeignete Konstruktionen umgangen wer-
den konnen.
5.1.1 Integrale mit unendlichem Integrationsbereich

5-1 Beispiel : Um die Fliche A unter der Kurve y = 1/22 fiir z > 1 zu bestimmen, wihlen wir ein sehr
grosses w € R und berechnen

“ 1 -1
AR
1 X x

-1
=—+1—1 falls w—
x=1 w

Somit kénnen wir mit gutem Grund behaupten A = 1. &

5-2 Definition : Sei f : [a,00) — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften
1. auf jedem Intervall der Form [a, w] ist f integrierbar

2. der Grenzwert "

lim f(z) dzx

a

existiert.

Dann ist die Funktion f auf dem unbeschrinkten Intervall [a, co) integrierbar und wir setzen

/Oof(x)dx: lim wf(w)dw

w— 00 a

Man spricht von einem uneigentlichen Integral der Funktion f.

204
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5-3 Beispiel : Berechne das uneigentliche Integral

o0 2
/ ze ¥ dx
0

Losung: Die Funktion ist auf jedem Intervall [0, w| stetig und beschrinkt und somit integrierbar. Es gilt

w _ w _
/ re % dr = —1 e~ 1
0 2

1
:7 (e*°’2—1>—>5 fir w— o0

Somit gilt

¢

5—4 Beispiel : Berechne das uneigentliche Integral

[e.e]
/ sin x dz
0
Losung: Die Funktion ist auf jedem Intervall [0, w| stetig und beschriinkt und somit integrierbar. Es gilt
w
/0 sinzdr = —coszf,_y=1—cosw
Der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir w — oo existiert nicht, und somit ist die richtige Antwort
o0
/ sin « dr existiert nicht
0

¢

5-5 Beispiel : Berechne das uneigentliche Integral

10
/ e dx
—0

Losung: Die Funktion ist auf jedem Intervall [—w, 10] stetig und beschrinkt und somit integrierbar. Es gilt

10 1
/ T dr = —
—w 5

10
_ 1
(650765“})—)5650 fir w— o0

Somit gilt
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5-6 Beispiel : Um das Integral

o0
/ sin x dx
— 00

zu bestimmen, konnte man auf die Idee kommen, die Rechnung

r=—w

oo
/ sinxdr =0
—o

zu schliessen. Dies ist falsch. Das richtige Resultat erhélt man durch das Aufspalten

') 0 [e'e]
/ sinz:dac:/ Sinfcd:r—l—/ sin z dx
—00 —00 0

Da beide Integrale auf der rechten Seite nicht existieren, gilt

w
/ sin x de = —cos x|"__, = cos(—w) —cos w =0
—w

zu verwenden, um auf das Resultat

o
/ sin x dx existiert nicht

—00
¢
5-7 Beispiel :
< 1 0 1 S|
/ ———dx = / 5 dm—i—/ ———— dx
—oo COSh” oo COSh” x o cosh”x
0 v
1
= lim 5— dx + lim ———— dx
w—oo J_  cosh®x v—oo Jg cosh”x
o . 0 . v
= Ldh_}ngo tanh z|,__  + Vlglgo tanh z|_,
= lim tanh(—w)+ lim tanh v =2
w—r00 V—00
%

5.1.2 Integrale iiber Polstellen der Funktion

Mit den bisher iiblichen Integrationstechniken kann das Integral

L1
— dx
/0 Vi
nicht untersucht werden, da die Funktion f (x) = 1/y/x auf dem Intervall (0, 1) nicht beschrénkt ist. Strebt

z gegen Null, so wiichst der Funktionswert iiber alle Grenzen. Trotzdem konnen wir die Flache fiir sehr
kleine, positive Werte von ¢ abschitzen durch

1
1
A%/ ——dr=2Vz|.__ =2 (1-yE) —2 falls &0+
e VT B
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5-8 Definition : Sei f : (a,b] — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften
1. auf jedem Intervall der Form [a + ¢, b] ist f integrierbar

2. der Grenzwert ,

51—1>%1+ ade f (.%') de

existiert.

Die Funktion muss in der Ndhe von x = a nicht beschrinkt sein. Dann ist die Funktion f auf dem Intervall
(a, b) integrierbar und wir setzen

b b
/ f(z) dr= lim f(z) dzx

e—0+ ate

Man spricht auch hier von einem uneigentlichen Integral der Funktion f.

Tritt die Singularitdt am rechten Intervallende auf, so ist die Definition entsprechend abzuéndern.

5-9 Beispiel : Berechne das uneigentliche Integral

1
1
/d:n
0 1— 22

Losung: Die Funktion ist auf jedem Intervall [0, 1 — €] stetig und beschrénkt und somit integrierbar. Es gilt

. — . . ™ ..
dx = arcsin $|QIC:% = arcsin (1 — €) — arcsin 0 — 5 fir ¢— 0+

1
1
/ L =T
0 1— 22 2

1—¢
/0 V1—22

Somit gilt

o
5-10 Beispiel : Man kann verifizieren, dass das uneigentliche Integral
1
1
— dz
o ¥
1. existiert, falls 0 < p < 1 mit
1
1 1
dr = ——
o P I—p
2. nicht existiert, falls p > 1
¢
5-11 Beispiel : Das Integral
1
x
d
/_1 1 —a? !
existiert trotz der einfachen Rechnung
1—¢ 1-¢
-1
/ %d:ﬂz—ln(lfﬁ) =0
—1+e -z 2 —14¢
nicht. Wieso? &
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5.1.3 Majorantenkriterium

Oft muss man entscheiden, ob ein uneigentliches Integral existiert oder nicht, ohne dass es notwendig ist,

seinen Wert zu berechnen. Hierzu kann man Konvergenzkriterien einsetzen.

5-12 Theorem : Sei f : [a,00) — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
1. Auf jedem Intervall der Form [a,w] ist f integrierbar
2. Es gibt eine Zahl M und eine Majorante g (x), mit

| f(x)| <g(z) firalle > M

und

/aoog(:c)dx<oo

existiert.

Dann ist die Funktion f auf dem unbeschrinkten Intervall [a, c0) integrierbar, und es gilt

/aoof(w)dw

S/ g () dx < o0

5-13 Beispiel : Das uneigentliche Integral

existiert, da offensichtlich

und

5-14 Theorem : Sei f : (a,b] — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften
1. Fiir jedes € > 0 ist die Funktion auf dem Intervall [a + €, b] integrierbar.
2. Es gibt eine Majorante g (x), mit
| f(x)| <g(z) firalle a<z<b
und
b
/ g(z)dr < oo
a
existiert.

Dann ist die Funktion f auf dem Intervall [a, b] integrierbar, und es gilt

/abf(a:)da; S/abg(:z:)dx<oo
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5-15 Beispiel : Das uneigentliche Integral
1 ..
1
sin (1/z) d
0o VT
existiert, da offensichtlich
sin (1/z) < 1
N
und
I
—dr=2<o00
0o VT
¢

5-16 Beispiel : Zu den wichtigeren ,,hoheren” Funktionen gehort die Gamma—Funktion

I': (0,00) — R I'(z) :/ e "l dt
0

Dieses ist ein an beiden Grenzen uneigentliches Integral, dessen Konvergenz mit dem Majorantenkriterium

untersucht werden kann.

e Das Integral fol e~t*=1 dt ist an der unteren Grenze nur uneigentlich, falls 0 < x < 1. In diesem

Falle garantiert e+~ < t*~! die Konvergenz.

e Um das Integral || loo e~'t*~! dt zu untersuchen, verwendet man, dass e’ schneller anwichst als jedes
Polynom, wenn nur geniigend grosse Argumente untersucht werden. Somit gilt e %=1 < ¢=2 fiir

geniigend grosses ¢ und das Integral konvergiert.

Fiir x > 1 verifiziert man mit Hilfe einer partiellen Integration

Fz+1) = / e ' dt
0

w

= lim e U dt

w
= lim (—ettf’f\f_OJr/ ety dt)
w—>00 - 0

w
= z lim </ e 1 dt>
w—>00 0

= zI'(2)

Wegen

gilt also

—~ o~ o~
w

— — ~— ~—

I

w N

=

—~ o~

w N

~—

I

S N =

¢
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5-17 Theorem : (Vergleich mit Reihen)
Sei f (x) > 0 eine monoton fallende, stetige Funktion, und wir vergleichen die beiden Ausdriicke

00 o)
/ f(xz) dx und Z f(n)
0 —
Die Reihe existiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral existiert.

Beweis : FEine einfache Zeichnung zeigt, dass

N N .
nzlf(n)g/o f(x)dx—>/0 f(2) da

und

N N [e'e]
/0 Fayde <3 rm) — S 1)
n=0 n=0

Diese beiden Ungleichungen und einfache Monotonieargumente fiihren zum behaupteten Resultat.

5-18 Beispiel : Mit Hilfe des obigen Theorems kann man leicht zeigen, dass

— konvergiert falls p > 1

1
E — divergiertfalls 0 <p <1
np

5.2 Eigentliche Parameterintegrale

5.2.1 Grundproblem

Sei f (z,y) eine Funktion die von zwei Variablen x, y abhéngt. Dann betrachtet man fiir feste Integrations-

grenzen a < b die neue Funktion

b
F(y) Z/f(fcvy) dx

Die Funktion F'(y) hingt vom Parameter y ab. Es ist zu erwarten, dass falls f(x,y) stetig ist beziiglich
beider Variablen, dann hingt auch F' stetig von y ab. Ist f differenzierbar beziiglich y, so sollte auch F’

differenzierbar sein. Die Resultate im folgenden Abschnitt verifizieren diese Vermutungen.

5.2.2 Resultate
Sei R ein Rechteck in R2, d.h.
R=a,b] x[c,d] = {(x,y) ER*|a <z <b, c<y<d}

und
f:R—R

Somit hat die oben definierte Funktion F' eine Definitionsbereich [c, d] und einen Bildbereich R.
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5-19 Theorem : (Stetigkeit)
Aus f € CY(R,R) folgt F € C°([c,d],R).

5-20 Theorem : (Differenzierbarkeit)
Aus f € C°(R,R) und £ f € C°(R,R) folgt F € C'([c,d],R) und

b
dF [ 0f(z,y)
dy _/ Ay e

a

Diese beiden Theoreme formulieren die erwarteten Resultate. Die Reihenfolge von Ableitung beziiglich
des Parameters und der Integration konnen vertauscht werden. Die Voraussetzungen verlangen, dass die
Funktion und gegebenenfalls auch die partielle Ableitung beziiglich des Parameters stetig sein sollten. Auch
fiir mehrdimensionale Integrale gibt es die entsprechenden Resultate.

Hingen auch die Integrationsgrenzen a und b vom Parameter y ab, d.h.

b(y)
Fy)= [ flz,y)de

a(y)

so tritt der Parameter y an drei Orten in der Formel auf. Somit erhélt man mittels sorgfiltiger Anwendung
der Kettenregel

b(y)
=100 Y~ fa)y P50 [ R a
a(y)

5-21 Beispiel : Sei

fzN)=e™ und F(\) = /e_M dz

Diese Funktion f ist stetig und differenzierbar beziiglich beider Variablen auf jedem festen Rechteck R.
Somit gilt

b
1+ Xb 1+ Xa
e b e Aa

r=a A2 A2

b b
F'(\) = / % e dr = /—xe_’\x dr = ! —1)—\2)\95 e

Das Resultat kann auch direkt verifiziert werden durch

b

-1 -1 -1
F(\) = /e_’\x de = 5y e b = Y e~ - e~

a

und durch ableiten beziiglich A ergibt sich

_1+Ab _)\b_1+)\a _a

FO=— g ¢

was mit dem obigen Resultat iibereinstimmt. &
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5-22 Beispiel : Verifiziere, dass die Funktion

¢
y(t) = eyo +/ e? (t_T)f (1) dr
0

das Anfangswertproblem
Fut) =ay®)+f()
y(0) =wo

I6st. Dies ist die Formel fiir die Variation der Konstanten. &

5.3 Uneigentliche Integrale in mehreren Variablen

5.3.1 Grundproblem

Es gibt zwei Arten von uneigentlichen Integralen: Singularitidten in der zu integrierenden Funktion und
unbeschrinkte Integrationsbereiche. Als Erinnerung sei hier ein Theorem {iber uneigentliche Integrale in
einer Variablen angegeben. Um die Notation zu vereinfachen betrachten wir nur die spezielle Situation
einer moglichen Singularitét bei x = 0 und dem Integrationsbereich R .

5-23 Theorem : (Majorantenkriterium)
Sei f : (0,00) — R eine stetige Funktion und g () eine weitere stetige Funktion mit

0<|f (@) <g() und /g<x> dz < 00
0

(d.h. g ist eine integrierbare Majorante von f), dann ist die Funktion f(x) integrierbar und das Integral
kann berechnet werden durch

wobei a,,, b, beliebige Folgen sind mit a,, — 0+ und b,, — co.
Zur Illustration hier ein Beispiel

5-24 Beispiel : Sei f () = e 2¥sin(2% — 1). Somit ist

oo

-1 1
< —2x —2x — T - —2zn S
If ()| <e und /e dx nhﬁ\ngo 5 € la=0= 3
0
Somit existiert auch das Integral
o0
/6_2’” sin (z2 — 1) dz
0

Die Berechnung des Integrales ist schwierig, da wir aber wissen, dass der Wert existiert, konnen wir nume-
rische Verfahren verwenden und erhalten

o
/6_2$ sin (2% — 1) do ~ —0.277867
0
Der erhaltene Wert ist auch kleiner als 1/2, wie es sein soll. &
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Das folgende Beispiel zeigt, dass die Verifikation der Voraussetzungen nicht fakultativ ist.

5-25 Beispiel : Wir untersuchen die Funktion f (x) = sin x mit

b
/f(a;) dx =1—cosb
0
e Mit der speziellen Folge b, = 2nm gilt

f(z)dz =0
0

e Mit der speziellen Folge b, = (2n + 1) gilt

/f(x) i =2

0

e Jeder Wert zwischen 0 und 2 kann durch eine geeignete Wahl der Folge b,, erreicht werden.

Somit sollte klar sein, dass diese Funktion nicht integrierbar ist. &

5.3.2 Resultate

Es geht hier darum das Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale in mehreren Variablen richtig
anzuwenden.

Um die Situation zu vereinfachen betrachten wir nur Funktionen ohne Singularititen, d.h. wir haben
uneigentliche Integrale weil der Integrationsbereich unbeschrinkt ist.

5-26 Definition : Die Funktion f : R? — R hat eine integrierbare Majorante g falls
g€ C'R%R) und |f(z,y)| <g(z,y) firalle (z,y)€R’

und eine der drei Bedingungen erfiillt ist

lim [", [%, 9(2,y) dz dy < o0

lim [", ", 9 (z,y) dy dz < o0
Tim [ 57 g (p.) pdip dp < o0

Hierbei wurde stillschweigend die Konvention verwendet, dass bei g (z, y) kartesische Koordinaten verwen-
det werden und bei g (p, ¢) Polarkoordinaten.

Das folgende Theorem besagt, dass man mittels Berechnung von Integralen iiber immer grésser wer-
dende Bereiche das uneigentliche Integral einer Funktion {iber die Ebene bestimmen kann, falls es eine
integrierbare Majorante gibt.

SHA 29-11-19



KAPITEL 5. UNEIGENTLICHE INTEGRALE UND PARAMETERINTEGRALE 214

5-27 Theorem : Hat cine Funktion f (x,v), die stetig ist auf R?, eine integrierbare Majorante so existiert
das uneigentliche Integral von f iiber den Bereich R? und kann berechnet werden durch

b, dn
/ fdA = li_>m / / f(z,y) de dy
R2 —0np —Cn

by dp
= lim//f(x,y)dydx
n—oo

an 27

= lim //fp, )p dp dp
27ran

= nlgrgo//f(p,¢)pdpdw
0 0

wobei a,,, by, cn, d,, beliebige Folgen sind, die gegen oo konvergieren.

5-28 Beispiel : Das uneigentliche Integral

e 2
I:/ e ¥ dr =7
— 0

kann mit Hilfe einer Transformation in Polarkoordinaten bestimmt werden.

Es gilt
-7 = (/ e’ da:) . (/ eV’ dy> :/ / e eV da dy

Da die Exponentialfunktion sehr schnell gegen Null konvergiert ist die Konvergenz der Integrale kein Pro-
blem. Durch umschreiben in Polarkoordinaten erhalten wir

I’ = / / e dy
00 2 s o
= / / e 7Y pdf dp
0 0

0 2
= 277/ pe * dp
0

o0

p=0

Somit gilt

5-29 Beispiel : Sei
cos(x —1)-siny

1+ (22 4 y?)?

cos ( :L‘—l -siny
[[rea= [ TGt e

[(z,y) =

und wir versuchen
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zu berechnen.
Offensichtlich gilt

fxy)<pt=glpe) fals p>1
und
flz,y) <1=g(p,p) falls p<1

n 2T n 7
lim/ / g(p,cp)pdcpdp:w+lim/ 2mp S dp =7+ — < 00
0 0 n—oo Jq

n—00 2

Somit ist g eine integrierbare Majorante und f, aufgrund des Theorems, integrierbar. &

Man sieht in diesem Beispiel, dass nur das Verhalten von f (x, y) fiir grosse Werte von |z|, |y| eine Rolle
spielt. Diese Vereinfachung ist nur richtig, wenn f keine Singularititen hat.

5-30 Theorem :

1. Sei f (z,y) eine stetige Funktion mit Definitionsbereich R?. Gibt es einen Radius R, eine feste Zahl
M und ein p > 2, sodass

f(x73/)§M,0_p fiir alle p2:x2+y2>R
so hat f eine integrierbare Majorante.

2. Sei f (x,y,z) eine stetige Funktion mit Definitionsbereich R®. Gibt es einen Radius R, eine feste
Zahl M und ein p > 3, sodass

fz,y,2) < M-r7P firalle P =2>+y>+22>R
so hat f eine integrierbare Majorante.
5-31 Beispiel : Betrachten Sie die Fliche z = e fiirr? = 22 + y? > 0.
1. Zeichnen Sie diese Fliche.
2. Berechnen Sie das Volumen zwischen dieser Flidche und der zy—Ebene.
3. Versuchen Sie die Oberfliche dieser Fldche zu bestimmen.

4. Kommentieren Sie die Ergebnisse.

5-32 Beispiel : Untersuchen Sie das Integral

1
s dzd
//1+x2+y2 i
R2

(a) Zeigen Sie, dass fiir jeden festen Wert von y € R das Integral

———dx
r1+2?+y?
existiert.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jeden festen Wert von € R das Integral

/ e
pltaziy?2
existiert.

(c) Zeigen Sie, dass das Integral iiber die ganze Ebene R? nicht existiert.

¢
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5.4 Uneigentliche Parameterintegrale

5.4.1 Grundproblem

Die Fragestellungen der beiden vorangehenden Abschnitte werden nun kombiniert, d.h. man untersucht
uneigentliche Integrale die von einem Parameter abhingig sind, zum Beispiel

oo
F(\) = /f(a:,)\) dx
a
Integrale dieser Form treten in Anwendungen sehr héufig auf. Laplace Transformationen sind typische
Beispiele.

5-33 Beispiel : Sei A > 0 und
fz,N)=e ™ und F()\) = / e dg
0

Man kann leicht berechnen, dass

1 d -1
F(\) = " und somit — F'(\) = 2

Man verifiziert durch direkte Berechnung

d 9 0 -1
—F(\) = e N dy = —ze M dr = —
) (N /0 o) x /0 xe T =3

5.4.2 Resultate

In den beiden folgenden Theoremen wird ,,nur Stetigkeit der Funktionen verlangt. Dies ist mathematisch
nicht korrekt, man muss gleichmissige Stetigkeit verlangen. In den meisten Anwendungen ist dies gliick-
licherweise der Fall. Treffen Sie in der Praxis auf ein solches Problem, so konnen Sie einen kompetenten
Mathematiker konsultieren.

Sei R ein Streifen in R?, d.h.

R=R; x[e,d ={(z,)) eR?*|0< 2, c<\<d}

und
f:R—R

Somit hat die oben definierte Funktion F' eine Definitionsbereich [c, d] und einen Bildbereich R.

5-34 Theorem : (Stetigkeit)
Sei f € C°(R,R) und es gebe eine von \ unabhiingige Majorante g von f, d.h.

£(2, )] < g(z) und /0 (@) d < o

Dann gilt F € C%([¢,d], R).
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5-35 Theorem : (Differenzierbarkeit) Aus f € CO(R,R), % f € C°(R,R) und es gebe von \ unabhéngi-
ge Majoranten g; von f und %’ d.h.

FEN<n@ g e <ne) md [ <o

Dann gilt F € C([c, d],R) und
b
dF [ Of (z,))
ol ek

a

Diese beiden Theoreme formulieren die erwarteten Resultate. Die Reihenfolge von Ableitung beziiglich
des Parameters und der Integration konnen vertauscht werden. Die Voraussetzungen verlangen, dass die
Funktion und gegebenenfalls auch die partielle Ableitung beziiglich des Parameters stetig sein sollten und es
ist eine integrierbare Majorante zu finden. In Anwendungen besteht das Problem meist darin eine Majorante
zu finden.

5.4.3 Beispiele

5-36 Beispiel : (Gamma Funktion)
Sei

(o.9)
flz, ) =21e™® und T(N\) = /x’\_le_z dx
0
Diese Funktion f ist stetig und differenzierbar beziiglich beider Variablen auf jedem festen Rechteck R.
Da die Exponentialfunktion e~ schneller gegen Null geht als jedes feste Polynom, ist es einfach eine
integrierbare Majorante anzugeben. Mittels partieller Integration erhélt man fiir A > 1

[e.o]

ro) = /x)‘le’” dz
0
= —g M le® ot (A=1) /x)‘_2e_‘r dx
0
= A-1)T' -1

und

Aus diesen beiden Integralen kann man ablesen, dass
'n)=(m-1)! fir neN

Versucht man die Ableitung von I" (\) beziiglich \ zu bestimmen so ergibt sich

d o
il _ Y (-1, -z
™ (N /8)\ e e " dx
0
= /ln:p e dx
0

Dieses Integral 1dsst sich nur schwer vereinfachen, aber fiir ein gegebenes A liese sich der Wert numerisch
berechnen, da das Integral existiert. &
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Das folgende Beispiel zeigt, dass es wichtig sein kann die Voraussetzungen zu iiberpriifen.
5-37 Beispiel : Sei

=S g F(/\):/f(:z:,)\)dm
0

Diese Funktion f ist stetig und beziiglich beider Variablen, beliebig oft differenzierbar, integrierbar beziiglich
z und es gilt
of z?
N 1+ a2

Somit ist die Funktion % nicht integrierbar und es ist vollig sinnlos das Integral

cos (\z?) = (1 ) cos (Az?)

14 22

0 adl’

berechnen zu wollen um F” zu bestimmen. &
Das folgende Beispiel wird bei den Laplacetransformationen wichtig werden.

5-38 Beispiel : Sei f (z) eine ,,beliebige” Funktion, sodass das unbestimmte Integral

F(\) = /OO e M (x) da

0

existiert und
lim e f (z) = 0.

T—r00

Mittels partieller Integration erhélt man daraus
[e.e]
F(\) = / e M f! (x) da
0 [e.e]
+ )\/ e N f (x) da
0

o0

= N (a)

=0

= —f(O)—&—/\/OOe)‘If(x) dx

0

,Spiter* werden wir den Ausdruck F'(\) mit £[f'] (\) bezeichnen und die Laplace Transformation
von f an der Stelle A nennen. Die obige Gleichung besagt dann

LIFTA) = X LIT(N) = £(0)

5-39 Satz : Sei f (x) eine beschrinkte Funktion und

F(\) = /Oo e N f () dx

0

Zu zeigen ist

lim (A F (X)) = £(0)

A—00

Beweis : Sei M = max,>o | f («)|und A > 0. Dann gilt
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f(0)=A / e f(0) da
0
Da die Funktion f stetig ist gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit
|lf(z) = f(0)| <e falls |z| <46

Somit gilt

AFN) = O] = A

/0 T e (f (@) - £(0)) de

= Ooe_)‘x xT) — x
- A/O @)~ F(0)] d

é 00
= A / e | f (x) — f(0)] dz+ X / e 2 M dx
0 )
_e—)\:c g _e—)\x o)
< e 3 0 + A2 M 3 s
= c—ceMp2Me N — ¢
A—00
Falls wir A gross genug wihlen gilt also
INF(A)—f(0)<2e
Dies war zu beweisen. g

»opdter werden wir dieses Resultat als

s L[f](s) = s F(s) — [(0)

5—00

schreiben. Mit dhnlichen Rechnungen kann man auch zeigen, dass

sL[f](s)=sF(s) — lim f(t)

s—0+ t—o0

falls der Grenzwert lim;_,~ f (¢) existiert.

5.5 Aufgaben

5.5.1 Uneigentliche Integrale

o Aufgabe 5-1:
Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral

nicht existiert.

o Aufgabe 5-2:
Untersuchen Sie das uneigentliche Integral

oo
1
/ — dx
1 P

falls p > 1.
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e Aufgabe 5-3:

Untersuchen Sie den Rotationskorper, der durch Rotation der Kurve y = 1/z fiir x > 1 um die z—Achse

entsteht.
(a) Berechnen Sie das umschlossene Volumen V.

(b) Berechnen Sie die ,,Mantelfliche* A.

o Aufgabe 5-4:
Die Kurve y = / fiir 0 < z < 2 wird um die x—Achse rotiert.

(a) Berechnen Sie das umschlossene Volumen V.

(b) Berechnen Sie die ,,Mantelfliche* A.

e Aufgabe 5-5:

Die Fliche zwischen der z—Achse und der Kurve y () = e~2* fiir 0 < 2 < oo wird mit Winkelgeschwin-
digkeit w um die y—Achse rotiert. Das entstehende Volumen habe eine Massendichte von p. Bestimmen Sie

die Rotationsenergie.

o Aufgabe 5-6:

Die Fliche zwischen der z—Achse und der Kurve y (z) = e~2* fiir 0 < 2 < oo wird mit Winkelgeschwin-
digkeit w um die z—Achse rotiert. Das entstehende Volumen habe eine Massendichte von p. Bestimmen Sie

die Rotationsenergie.
Tip: Massentriagheitsmoment einer Kreisscheibe

e Aufgabe 5-7:
Was ist falsch an der Rechnung

o Aufgabe 5-8:
Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral

/ sin () i
o €

existiert.

o Aufgabe 5-9:
Zeigen Sie mit Hilfe einer geeigneten Majorante, dass das Integral

o0 2
/ e dx
—0oQ

existiert.

o Aufgabe 5-10:
Man bestitige die folgenden Identitéiten

(a)

a

= m falls

/OO e~ cos (Px) dx
0

Tip: Integraltafel oder komplexe Exponentialfunktion verwenden.

a>0
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(b)
° 1
/ t* e gt = — I'(z) falls o >0
0 ar
(©)
o 1 T
dr = fall b
/0 @10 Pt ¥ T 2abary A a7
(d)
/°° sinix dx:/oo sin x I
0 € 0 €

Tip: 2 sin? 2 = 1 — cos (2 z), partiell integrieren.

Quelle: [ , p- 189]

e Aufgabe 5-11:

Verifizieren Sie mit Hilfe der Substitution 2¢ = 22 und I (1/2) = /7 die Identitit

> 2
/ e de =27
—0o0

o Aufgabe 5-12:

Zeigen Sie mit Hilfe einer geeigneten Majoran- Montrer que I’intégrale impropre ci—dessous exi-

te, dass das uneigentliche Integral existiert. Fin- ste, utiliser une majorante. Trouver une borne

den Sie eine obere und untere Grenze des nume- inférieure et une borne supérieure a 1’aide des ma-

rischen Wertes mit Hilfe von Majoranten und Mi- jorantes et minorantes. Utiliser la courbe sin et les

noranten. Die untenstehenden Graphen der Sinus- deux droites ci—dessous.
funktion und zweier Geraden kann niitzlich sein.

0.8

/2 1 0.6
I= dx
/0 Vsin x 04

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

5.5.2 Parameterintegrale

o Aufgabe 5-13:
Sei f (t) eine beschrinkte, stetige Funktion und

o0
F(s) = / e (1) dt
0
Zu zeigen ist fiir s > 0

8F(s):—/oote_5tf(t) dt

S 0
und an ~
— F — _1n n —st
S Pl = (0 [Ty i

Mit der Notation der Laplacetransformationen wir hieraus spéter
0 a"

55 LA @1(s) ==Lt f ()] () und o LIF ()] (s) = (=1)" L[t" f ()] (5)
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o Aufgabe 5-14:

Die Funktion

f(t,%) = g(t) exp

heisst auch Fundamentallosung der Wirmelei-
tungsgleichung. Hierbei ist die Funktion g (t)
(noch) nicht bekannt. Fiir jede Zeit t > 0 ist die
Wirmeenergie gegeben durch das Dreifachintegral

La fonction
— |||

4k2 ¢

est dit solution fondamentale de I’équation de cha-
leur. La fonction g (¢) n’est (pas encore) connue.
Pour chaque temps ¢ > 0 I’énergie thermique est
donnée par le triple intégral

E(t)—///f(t,f)dv
J;

(a) Zeigen Sie, dass (fiir einen festen Wert von ¢ >
0) dieses uneigentliche Dreifachintegral existiert.

(b) Bestimmen Sie den Wert des Integrales durch
Integration in einem geeigneten Koordinatensy-
stem. Das schlussendlich zu bestimmende eindi-
mensionale uneigentliche Integral ist in guten For-
melsammlungen tabelliert.

(c) Die Funktion E (¢) muss konstant sein (Energie-
erhaltung). Es gilt £/ (¢) = 1. Finden Sie damit die
Formel fiir Funktion g ().

5.6 Zusammenfassung

(a) Montrer que cette triple intégral impropre existe
(pour une valeur fixe de t).

(b) Trouver la valeur de cette intégral en utilisent
des coordonnées adaptées au probleme. Vous trou-
vez I’intégral impropre (en une dimension) a calcu-
ler finalement dans les tables.

(c) La fonction F (t) doit étre constante (conserva-
tion de I’énergie) On sait que F (t) = 1. Trouver
donc une formule pour la fonction g ()

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie

e cigentliche und uneigentliche Integrale zuverlissig unterscheiden konnen.
e uneigentliche Integrale berechnen konnen.

e mit Hilfe des Majorantenkriteriums entscheiden konnen, ob uneigentliche Integrale existie-
ren oder nicht.

e entscheiden konnen ob eigentliche Integrale stetig oder differenzierbar von einem Parameter
abhéngen.

e entscheiden konnen ob uneigentliche Integrale stetig oder differenzierbar von einem Para-
meter abhingen.

e Ableitungen von Parameterintegralen berechnen kdnnen.
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Kapitel 6

Potenzreihen

6.1 Repetition: Reihen von Zahlen

Sei ay, eine Folge von Zahlen. Dann heisst die neue Folge

n
Sp = E af
k=1

die Folge der Partialsummen. Die Reihe der a,, konvergiert gegen die Zahl L, falls

n oo
L:Iimsn:hmg akzg ak
n—0o0 n—0o0
k=1 k=1

Man verwendet auch die abkiirzende Notation

o0
Z ap < oo
k=1
Die Reihe ist absolut konvergent, falls
o
> akl < 0
k=1

Damit die Reihen der a,, konvergiert, muss die Bedingung a,, — 0 erfiillt sein (notwendige Bedingung),
aber es gibt durchaus Reihen mit a,, — 0, die nicht konvergieren (keine hinreichende Bedingung).
Wir haben friiher einige Konvergenzkriterien gefunden, die hier noch einmal aufgefiihrt werden.

Repetition: Konvergenzkriterien fiir Reihen von Zahlen
Sei ay, eine Folge von Zahlen. Dann gibt es die folgenden Kriterien, um zu entscheiden, ob die Reihe

o0
>
k=0

konvergiert.

(a) Leibniz: Ist (—1)kak > 0 eine fallende Folge von positiven Zahlen mit a;, — 0, dann konvergiert die
Reihe.

(b) Majorantenkriterium: Gilt |aj| < by, und ist die Reihe

o
Zbk < 00
k=0

konvergent, so konvergiert auch die aus der Folge a;, gebildete Reihe.
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(c) Regel von D’Alembert: Existiert der Grenzwert

lim |20+

n—00 QAp
so ist die Reihe der ay,

1. konvergent, falls g < 1.
2. divergent, falls ¢ > 1.

3. konvergent oder divergent, falls ¢ = 1.

(d) Wurzelkriterium: Existiert der Grenzwert
lim {/|ap| =7
n—oo

so ist die Reihe der ay,

1. konvergent, fallsr < 1.
2. divergent, fallsr > 1.

3. konvergent oder divergent, falls r = 1.

Potenzreihen sind in vielen Aspekten mit Reihen von Zahlen vergleichbar. Statt Zahlen sind die einzel-
nen Terme aber Monome (Terme der Form x™).

6.2 Potenzreihen

Sei ay, eine gegebene Folge von Zahlen. Dann ist

2 3 4 n
ay , aixr , ax , asx , Q4T N e s 5, and N

eine Folge von Funktionen mit der unabhéngigen Variablen z. Die Funktion

n
Sp(x) = Zakxk
k=1

ist die n—te Partialsumme dieser Reihe von Funktionen.

6-1 Beispiel : Sei a; = 1/k, dann ist

n
Sp(x) == Zakxk =
k=1

Fiir eine festen Wert von = konnen wir nun versuchen, die Konvergenz der Reihe zu untersuchen. Um das
Kriterium von d’ Alembert anwendenden zu konnen, miissen wir den Grenzwert

n

2 3 n

1 . x+a: +a:+ +a:
=+ =+ -+ +—
k 12 3 n

mn+1

g = lim
n—oo
n

verwenden. Somit wissen wir, dass die Folge der s, (x) fir —1 < z < 1 konvergiert und fiir [z| > 1
divergiert. Wir konnen also nicht global (d.h fiir alle z € R) entscheiden, ob die Folge s,,(z) konvergiert
oder nicht. Es gibt einen Bereich von x, auf dem die Folge konvergiert, und einen Bereich, auf dem sie
divergiert. &
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6-2 Beispiel : Fiir die Funktion f (x) = ¢ gilt fiir alle n € N die Ableitungsformel f (z) = ¢* und
somit (") (0) = 1. Somit ist die Taylor—Approximation n—ter Ordnung gegeben durch

1 1 1 n

Sie sehen leicht, dass die Taylor—Approximation die Form einer Potenzreihe hat

n n 1

k k

sn(z) = E apx” = Pk
k=0 k=0

mit a; = 1/k!. Um die Konvergenz dieser Reihe mit dem Kriterium von d’ Alembert zu untersuchen, muss
der Grenzwert

z.n+l
. n+1)! . x
qg = lim ( n) = lim 21 =
n—00 - n—oon + 1

n!

verwendet werden. Fiir alle z € R erhalten wir ¢ = 0, und somit konvergiert s, (z) fiir alle z € R. Die
offensichtliche Vermutung ist

lim s,(z) =e€*

n—0o0

Um dies zu bestitigen, miissen wir das Restglied der Taylorapproximation verwenden. Sei also = € R fest,

dann gilt
e —f(x)—sn(a:)—}—i(n ol e

fiir geeignete —|z| < &, < |z|. Somit ist eé» < el®l, und es gilt die Abschitzung

1
(n+1)!

|n+1

esn ||t < [ el 50 fir n— oo

~ (n+1)!

| = sn(2)| =

fiir den Approximationsfehler. Somit konvergiert fiir jedes feste x € R die Partialsumme s, () gegen den
Wert der Funktion e®. Man schreibt somit zurecht

Die Aufgabe 6-1 ist vergleichbar mit dem obigen Beispiel.

Nun geht es darum, die an den obigen Beispielen festgestellten Eigenschaften allgemein zu verifizieren
und als Theoreme zu formulieren. Es stellt sich heraus, dass man besser direkt mit komplexen Zahlen
arbeitet. Sei also a,, € C eine Folge von komplexen Zahlen, und wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

[e.e] n
P(z)= Z apzt = nh_}rlgo Z apzt = nh_)rgo P, (2)
k=0 k=0

wobei die Notation z = z + iy € C mit x,y € R verwendet wird. Beim Versuch, das Kriterium von
D’ Alembert anzuwenden, stossen wir in natiirlicher Weise auf den Grenzwert

n+1
. Anp412 . an+1
li ntlr ) |z] lim nt
n— o0 anz” n—oo | Qp
Existiert also der Grenzwert
. an
p = lim
n—00 | An+41
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und ist |z| < p, so gilt |z| % < 1. Dann gilt

1
Gn+1 2"t an+1

an

lim

n—o0

=|z| lim
n—oo

1
" =z|-<1
anz p

und die Folge P, (z) von Partialsummen konvergiert, falls nur |z| < p. Zeichnen wir alle z € C, fiir welche
die Reihe konvergiert in der komplexen Ebene ein, so ergibt sich ein Kreis mit Radius p um den Ursprung.
Deshalb spricht man auch von Konvergenzkreis mit Konvergenzradius p.

Versucht man, statt des Kriteriums von D’Alembert das Wurzelkriterium einzusetzen, so muss der

Grenzwert
Vl0anz"| = |2| V/]ax|

untersucht werden. Existiert der Grenzwert

1
p= lim

n—00 ”/|an‘

so folgt mit der selben Argumentation wie oben, dass die Reihe fiir |z| < p konvergiert. Diese Uberlegungen
kann man in einem Theorem zusammenfassen.

6-3 Theorem : Konvergenzsatz
Eine Folge a;, € C von komplexen Zahlen sei gegeben, und wir untersuchen die komplexe Potenz-
reihe

x
P(z) = Zakzk =ap+ a1z + azz® + azz® +agzt + . ..
k=0
auf Konvergenz. Dann gibt es eine Zahl p, den Konvergenzradius, mit 0 < p < co und
1. die Reihe P (z) konvergiert absolut, falls |z| < p.
2. die Reihe P (z) divergiert, falls |z| > p.

3. die Reihe P (z) kann konvergieren oder divergieren, falls |z| = p.
Falls die Grenzwerte existieren, kann p bestimmt werden durch

p=tm
oder
, 1
p = lim

Reelle Potenzreihen sind als Spezialfall in diesen Resultat enthalten.

6—4 Beispiel : Fiir die Potenzreihe

gilt a,, = (—1)" und somit

: an . (=" :
lim =lim | ———|= lim |-1|=1=p
n—00 | Ap41 n—00 (— 1)n+1 n—00
Somit konvergiert die Reihe fiir alle z strikt innerhalb des Einheitskreises und divergiert ausserhalb. &
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6-5 Beispiel : Fiir die Potenzreihe
oo n
z
P =25
n=1

gilt a,, = 1/n und somit

1
lim "
w5 1/(n o+ 1)
Somit konvergiert die Reihe fiir alle z strikt innerhalb des Einheitskreises und divergiert ausserhalb. Die
Reihe P (1) divergiert, weil die Reihe von Zahlen

an,

lim
n—oo

An+1

o0

1 1 1 1 1 1 1
P = =ttt
(1) Zn 1 Te 3Tyttt

n=1

divergiert. Die Reihe P (—1) konvergiert, weil die Reihe von Zahlen

oo
(=)™ 11 1 1 1 1
P(-1)= S
(=1) Z n 1+2 3+4 5+6
n=1
aufgrund des Kriteriums von Leibniz konvergiert. &

6—6 Beispiel : Die geometrische Reihe

1
1—2z

[oe)
:Zz":1+z+22—|—23+z4+z5+...

n=0
hat einen Konvergenzradius von 1. Der Konvergenzradius der neuen Reihe

[ee]
Zz%% =1+22% +42* + 825 + 162% + 32210 + ...

n=0

lasst sich nicht mit den gegebenen Formeln

lim
n—oo

oder lim a,

n—oo

an+1

bestimmen, da die Limites nicht existieren. Setzt man aber z = 222, so sieht man, dass

0o 0o 00
Zan%L — Z (2x2)” — Zzn
n=0 n=0 n=0

fiir |z| < 1 konvergiert. Somit konvergiert die urspriingliche Reihe fiir

|z| = |22% <1 oder |z|<

Sl

und man sieht auch leicht ein, dass

o0
Zz%%:1+2x2+4x4+8x6+16x8+32m10+...:W
—
n=0
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6.3 Rechnen mit Reihen

Fiir Summen gelten offensichtlich die Rechenregeln

(@)
d a4+ D b= (ar+by)
k=m k=m k=m
Z (cag) =c Z ay
k=m k=m

aber die ,,einfache” Multiplikationsregel gilt nicht, d.h.

n

> ak- Y b # > (arby)
k=m k=m

k=m

Nun werden wir versuchen, diese Regeln so weit wie moglich auf Reihen (Summen mit unendlich vielen
Termen) zu iibertragen. Die meisten Resultate sind leicht iibertragbar, einzig das Multiplizieren von zwei
Reihen ist etwas schwieriger. Deshalb betrachten wir zuerst ein Beispiel.

6-7 Beispiel : Die folgende Rechnung sollte leicht nachzuvollziehen sein.

(ao + a1 + aox? + azx® + agx® +asz® +...) - (bo + brx + box® + b3a® + bya* + bsa® +...)
= 20 (apbo)

o' (a1bg + agby)

22 (agby + a1by + agbs)

23 (agby + azby + arbs + agbs)

4 (agbo + azby + asbs + a1bs + agby)

% (apbo + asby + asbs + asbs + a1by + agbs)

Terme der Ordnung 2% und héher

ZT
X

+ o+ o+ o+ o+t
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6-8 Satz : Seien zwei Potenzreihen gegeben durch

oo
E anz" mit Konvergenzradius pq
n=0

und
[e.e]
Z b,z" mit Konvergenzradius po
n=0
Dann gilt
(@)
oo oo oo
Z anz™ + Z bp2" = Z(an + by) 2"
n=0 n=0 n=0
mit einem Konvergenzradius p, der grosser sein kann als das Minimum von p; und py. Meistens gilt
aber p = min{p1, p2}.
(b)

<§: anz”) . <§: bnz”> = icnz”
n=0 n=0 n=0

wobeli
n
Cn = Z ap—1bg
k=0

Der Konvergenzradius p der Reihe kann grosser sein als das Minimum von p; und ps. Meistens gilt
aber p = min{p1, p2}.

6-9 Beispiel : In Beispiel auf Seite 225 haben wir gesehen, dass

X n X gn
a b
e? = — 2" und €= g — 2"
n! n!
n=0 n=0

n=0 n=0 n=0
wobei
n n—k k n
a b 1 n!
D DY s B TP DY sy A
k=0 T k=0 ’
= — a"" " = — (a+b)"
| |
nl — k
Somit gilt
o0
4 6bz — Z (a +'b)n n 6(a+b)z
n!
n=0

¢
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Im Kapitel iiber Polynome habe wir den Identititssatz fiir Polynome kennengelernt. Er zeigt, dass falls

zwei Polynome
n
= Z akxk und g (x Zbka:
k=0

fiir alle x € R iibereinstimmen, dass dann die beiden Polynome identisch sind, d.h. n = m und a; = by, fiir
k=0,1,2,...,n. Es geniigt sogar, dass die beiden Polynome fiir max{n, m} + 1 Werte iibereinstimmen.
Ein vergleichbares Resultat ist richtig fiir Potenzreihen.

6-10 Theorem : (Identititssatz fiir Potenzreihen)
Seien zwei Funktionen gegeben durch Potenzreihen

z) = Z anz" mit Konvergenzradius p; > 0

und

= Z b,z" mit Konvergenzradius ps >0

mit p = min{py, p2}. Stimmen diese beiden Funktionen fiir alle |z| < p tiberein, d.h.
f(z)=g(2) firalle |z|<p
so gilt a,, = b, fiir allen € N.

Dieses Resultat bildet die Grundlage fiir den Koeffizientenvergleich bei Potenzreihen. Man kann zei-
gen, dass die Voraussetzungen abgeschwicht werden kdnnen: es geniigt eine Folge z;, von komplexen Zah-
len mit |z;| — O und f (2x) = ¢ (z) zu finden.

Beweis : Wir haben zu zeigen, dass a,, = by, fiir alle n € N, und geben hier einen Beweis durch vollstéindige
Induktion.

e Induktionsverankerung n = 0. Setzen wir z = 0, so ergibt sich sofort
ap = f(0) =g(0) =bo

e Induktionsschritt. Wir nehmen an, dass a;, = by, fiir alle £ < n, und miissen nun zeigen, dass a,, = by,.
Dazu betrachten wir

oo o0

OZh(Z):f Z k—ka—Z(ak—bk)Zk

k=0 k=n

0= f (Z) = Z(ak - bk) Zk_n = Z(anH — bn+l) z

k=n =0

Da Potenzreihen bei z = 0 stetig sind, konnen wir den Grenzwert z — 0 bilden und erhalten

0=a, —b,
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6-11 Theorem : (Ableiten und Integrieren von Potenzreihen)
Sei eine Funktion gegeben durch die Potenzreihe

F) = e
n=0

mit Konvergenzradius p > 0. Dann gilt
(a) f(z)istfir|z| < p stetig.

(b) f(z) ist fiir |z| < p differenzierbar und

oo o
()= Z napz" ! = Z nanz" "t
n=0 n=1
mit Konvergenzradius p.
(c) f (=) istfiir |z| < p integrierbar und
= a
F — n n+1
(2) nz_% n+1 :

ist eine Stammfunktion mit Konvergenzradius p.

Aus Zeitgriinden verzichten wir hier auf einen Beweis dieses Resultates und gehen auch nicht auf Un-
terschiede zwischen reell und komplex differenzierbaren Funktionen ein. Dies wiirde in das Gebiet der
Funktionentheorie oder der komplexen Analysis fiihren. Einzig der Beweis, dass eine Potenzreihe stetig
ist bei z = 0 ist unten gezeigt. Zur Illustration werden eine einfache Konsequenz des obigen Theorems

aufgefiihrt.

6-12 Lemma : Sei eine Funktion f (z) gegeben durch eine Potenzreihe

o0
f(x)= Z ar 2~
k=0
mit Konvergenzradius p > 0. Dann ist die Funktion stetig bei zp = 0, d.h.

lim f(2) = f (0) = ao

z—0

Beweis : Wir geben einen Beweis unter der vereinfachenden Annahme, dass der Grenzwert

an

b=t

an+1

exististiert. Dann gilt fiir geniigend grosse n sicher die Ungleichung

Qn

2
> 2 und somit lan+1| < = |an|
an+1 2 p
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Um die Notation zu vereinfachen, verwenden wir, dass diese Ungleichung fiir alle n gilt, was natiirlich nicht
immer richtig ist. Die verwendete Grundidee des Beweises bleibt aber dieselbe. Somit gilt

9
lai| < = lao|
P
2 2\ 2
las| < ;|a1|< p |ao
2 2\ 3
lag| < ;|a2|< p |ao
2 2\ 4
las| < ;|a3|< ; |ao|
2 k
al < () o
p

Wir verwenden die Notation

Somit gilt fiir alle |z| < p/4 die Ungleichung

n

n
> apet!
k=1

fa(2) —aol = | ast| =
k=1
n n
< Jel Y |aet Y < 1D Jaed [
k=1 k=1
<

()

A3 () ()= ()

2
= |z ()2—>0 falls 2z —0
p

6-13 Satz : Eine als Potenzreihe gegebene Funktion

o0
f(z)= Z anz"
n=0
mit Konvergenzradius p > 0 ist fiir |z| < p unendlich oft differenzierbar.

6-14 Beispiel : Die komplexe Exponentialfunktion
z = 1 n

|
n:
n=0

hat einen Konvergenzradius p = 0o, und wir erhalten sofort

iez:iinzjnfl:i 1 anlzilzk:ez
dz n! (n—1)! k!

n=0 n=1 k=0

Somit haben wir die wohlbekannte Formel .
e

dx

:ex

verifiziert.
Ebenso zeigt man, dass e* eine Stammfunktion von e” ist. &
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6-15 Beispiel : Die geometrische Reihe

o0
SR
n=0
kann auch als Potenzreihe (mit Konvergenzradius 1) aufgefasst werden, und wir erhalten leicht
o
n=0

Selbstverstandlich kann auch in der Form f (z) = 1/(1 — z) abgeleitet werden, und das Resultat muss das
selbe sein. Somit gilt

T ae an V= 14204322 + 423+ ...
Aufgrund des obigen Theorems ist
- 1
)= nZO n + 1 kg %

eine Stammfunktion von f (). Durch direkte Integration wissen wir, dass fiir |z| < 1 jede Stammfunktion
von der Form

1
/1_x dr=—In(l1—2)+C
ist. Setzen wir x = 0 ein, so erhalten wir
F0O)=0=—-In(1-0)+C=C
und somit gilt fiir -1 <z <1

1 2 3 4

o
T €T
—In(1 - = A R
n(l—z) ’;k +2+3+4+

Durch Ersetzen von x durch —xz erhalten wir daraus

00 k 2 3 4
-1 r T
mta) =Y T T T
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6.4 Komplexe Exponentialfunktion

Die bei weitem wichtigste Potenzreihe stellt die Exponentialfunktion dar. Mit den Resultaten der vorange-
henden Abschnitte verifiziert man leicht die folgenden Potenzreihendarstellungen

o L 52 23 o 5 .6 7
z —_ — — - R - - _ _
ef = P = 1 42 4y by oty tg tg tm T
00 (_1 n,n 22 223 Z4 2,5 2,6 27
—Zz P — _ [ o — R _ -
¢ PO = b =ty oyt w e w
} AL A x? 3 xt 0 8 x’
i B N N T
= LT T T TR R TR TR
00 (_1)nx2n I‘Q 1‘4 .Tﬁ
cosx = nzz:o e =1 o7 +E ol +
) 00 (_l)nx2n+1 .1‘3 1.5 1'7
siny = nzo@ng‘l)! = x 2 T 4 —|—a 6 7 +...
SN x x x
coshz = ngo )l =1 tor 0 —i—a +...
oo g2ntl 23 25 27
hr — _ adll = -
SR 2 B v 3 T LT

Hierbei ist z = x + iy € C eine beliebige komplexe Zahl mit Realteil x und Imaginirteil .
Vergleicht man die Reihen von e'x, cos z und sin z, so findet man die fundamentale

Euler’sche Identitit: e = cos x + i sin x

Daraus folgen sofort die Gleichungen

) . 1. ,
cosz=—(e"+e ™) und sinz= 25 (e —e™'")

]

N —

Aus den Rechenregeln fiir die Exponentialfunktionen folgt auch
cos (nx) + i sin (nx) = ™ = (e'")" = (cos x + i sin x)"

Dieses Resultat heisst auch Formel von de Moivre. Fiir n = 2 erhalten wir

cos (2z) + i sin (2z) = (cosx + i sinx)? = cos® x + 2i cosz sinz — sin’ z
Betrachtet man den Real- und Imaginirteil dieser Identitét, so ergeben sich die bekannten Doppelwinkel-
formeln

cos (2z) = cos’z —sinz

sin(2z) = 2cosx sinx

Fiir n = 3 erhalten wir

cos (3z) 4 i sin (3x) = (cosz + i sinz)® = cos® z + 3i cos? z sinz — 3 cosz sin x — i sin® z
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Betrachtet man den Real- und Imaginérteil dieser Identitét, so ergeben sich die Formeln

cos (3z) = cosdx —3 cosx sin’x

2 3

sin (3x) = 3 cos“x sinx —sin’x

Setzt man nun noch die Identitit cos? x + sin? 2 = 1 geschickt ein, so ergibt sich

3r—3cosx

sin(3z) = 3sinx—4sin’x

cos (3x) = 4 cos

Ein einfacher Vergleich der Reihen von e® und e fiihrt auf

1 1
cosh z = 3 (e +e ) und sinh x = B (e —e ™)

Vergleicht man die Reihen von cos x und cosh z und verwendet i?" = (—1)", so stellt man fest, dass
cosh © = cos (iz) oder cos x = cosh (iz)

Vergleicht man die Reihen von sin z und sinh  und verwendet 72 = (—1)", so stellt man fest, dass
sinh z = — sin (iz) = —isin (iz) oder sin z = —isinh (ix)
i

Die obigen Formel zeigen, dass die Exponentialfunktion, die trigonometrischen und die hyperbolischen
Funktionen sehr eng durch die komplexe Exponentialfunktion verkniipft sind. Als einfaches Anwendung-
beispiel wollen wir die Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen herleiten.

Einerseits gilt fiir reelle Zahlen x und y

et @) = cos (z +y) + i sin (z + y)
andererseits aufgrund der Rechenregel fiir die Exponentialfunktion
@Y — W — (cos (x) + i sin (z)) - (cos (y) + i sin (y))
= (cos(z)cos(y) —sin(x)sin(y)) + i (sin (z) cos (y) + cos (x) sin (y))

Da die Real- und Imaginérteile dieser Ausdriicke {ibereinstimmen miissen, gilt

cos(z+y)+isin(x+y) = (cosxcosy—sinxsiny)+i (sin xcos y+ cos xsin y)
cos(z+y) = coszcosy—sinxsiny
sin(x +y) = sinzcosy+ cosxsiny

6.5 Potenzreihen und Taylorpolynome

Fiir eine (n + 1)-fach differenzierbare Funktion f (z) gilt die Taylorapproximation

/%0 FY (€) AR (I
> (n+1)! (n+1)! o

k=0

fiir ein £ zwischen 0 und z. Ist die Funktion unendlich oft differenzierbar, so bilden die Taylorpolynome P,
der Ordnung n in natiirlicher Art und Weise die Partialsummen der Potenzreihe

>, f(n)
n=0

n

In den vorangehenden Abschnitten haben wir gesehen, dass fiir einige Funktionen (e*, cos x, sin x)
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1. die Reihe P, () fiir alle 2 € R konvergiert.
2. die Reihe P, (x) gegen die urspriingliche Funktion f (z) konvergiert.

Solche Funktionen spielen eine spezielle Rolle.

6-16 Definition : Sei K C C ein Kreis in der komplexen Ebene. Eine Funktion f : K > C heisst
analytisch auf K, falls

1. f unendlich oft differenzierbar ist

2. die Reihe

AU
Z_;) nl -

fiir alle z € K konvergiert.

3. die Reihe gegen die urspriingliche Funktion f (z) konvergiert, d.h. wir zurecht schreiben diirfen

> f(n)

n=0

Das Studium von analytischen Funktionen sprengt den Rahmen unseres Mathematikunterrichtes, und
wir werden nur das folgende, einfache Resultat verwenden.

6-17 Satz : Polynome, e, cos z und sin z sind (iiberall) analytische Funktionen. Summen, Differenzen,
Produkte und Quotienten von analytischen Funktionen sind wiederum analytisch, solange nicht durch 0
dividiert wird.

6.6 Eine Anwendung

Wir versuchen in diesem Abschnitt, die Lange einer Ellipse zu bestimmen. Eine Ellipse mit den Halbachsen
a und b kann durch
xz(t)=acost , y(t)=bsint fir 0<t¢< 27

parametrisiert werden. Wir betrachten nur den Fall 0 < a < b. Der andere Fall ¢ > b wire dhnlich zu
behandeln, oder das Resultat kann aus den untenstehenden Uberlegungen durch Vertauschen von a und b
abgeleitet werden.

Die Linge L ist gegeben durch das Integral

[ (&) + 92 (¢) dt

0

27
= \/ a2sin? t + b2 cos? t dt

0
27
— / \/@2 sin? ¢ + b2(1 — sin® t) dt
0

2
_ / \/b2 + (a2 — b?) sin? t dt
0

/2
= 4b/ V1 —k2sin? tdt
0
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wobei
62——a2
b2
Der Wert von 0 < k£ < 1 gibt an, wie weit die Ellipse von einem Kreis abweicht: der Wert £ = 0 entspricht
einem Kreis, und je grosser k, desto exzentrischer die Ellipse.

k? =

Nun gilt es, dieses Integral zu bestimmen. Wir haben verschiedene Mdglichkeiten:
1. Eine explizite Stammfunktion fiir dieses Integral finden. Leider ist dies nicht moglich.

2. Numerische Integration. Sind die Werte von a und b und somit auch von k gegeben, so ist dies leicht
moglich. Wir werden aber keinesfalls eine allgemein giiltige Formel fiir das Integral erhalten.

3. Mittels einer Reihenentwicklung. Diesen Rechenweg werden wir nun einschlagen und mit recht
ausfiihrlichen Uberlegungen auch zu Ende fiihren.

Wir werden zuerst die Reihenentwicklung der Funktion
f)=VI-z=(1-2)"

betrachten. Hierzu bendétigen wir die Tabelle

n F™(2) F(0)

0 (1—2)Y2 1

1 S (1-2)7" =

2 7 1-27" —

3 53 (1-2)7? =

4 35 (1 - z)7/? _; L

5 e —355'7

n| i (-9 | S

Somit ist die Taylorreihe gegeben durch

22n—=1. (n —1)In!

> r(n) oo B
\/ﬁzzfn@zn:lz en-2!
n=0 ' n=1

Dabei z > 11in /1 — 2z die Wurzel einer negativen Zahl berechnet werden miisste, erwartet man Probleme
bei der Konvergenz dieser Reihe fiir |z| > 1. Man kann nachrechnen, dass fiir n — oo

2n—2)!
an 422,1_(17(”_)1)1”1 B (2n —2)! 220t pl(n+ 1)1 22n(n+1)
An+1 422%1('2”7!1)(!71“)! 22n=1. (n —1)!n! (2n)! 2n(2n — 1)

Somit ist der Konvergenzradius tatséchlich 1.
Zur besseren Illustration schreiben wir die ersten paar Terme explizit aus und erhalten

1, 1
z z
27 8 16 128
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Nun setzen wir im obigen Integral fiir die Linge L der Ellipse z = k% sin? ¢ und erhalten
w/2
L = 4b/ V1 —k? sin® ¢ dt
0
_ 202\
= 4b/ Z . (k sin t) dt
0 n=0
LZE | 1 2 1 3 5
= 4b/ 1—= (K*sin®t) — = (k*sin?t)” — = (K%sin®t)” — — (k?sin?t)” — dt
TG W) - § (i)’ - (Fsine)® - 0 (Vsin®)
Nun sollte diese Reihe termweise integriert werden. Leicht sieht man, dass
/2
/ sin? z dz = =
0 4
Mittels partieller Integration erkennt man
/2 w/4 /2
/ sinz sin" ! xdr = —cosz sin" !z 0 +/ cosz (n —1) sin" 2 x cosx dx
0 0
/2
= (n—-1) / (1 —sin? (x)) sin"2 z dz
0
und somit gilt
w/2 w/2
n / sin” zdr=(n—1) / sin" 2 z dx
0 0
Mit Hilfe dieser Identitit kann man leicht ablesen, dass
/0 sin4:1:alx:4/0 Sin2xd$:Z%:£
und /2 /2
T - 5 [T 5 3m  om
.6 . 4
d = = d = - — = —
/Osma:a:b,/o s1na:x616 5
Setzen wir diese Integrale in der Formel fiir die Lénge L ein, so ergibt sich
/2 Lo .9 Lo . 9,2 1 2 . 2,\3 2 . 2\4
L = 4b 1—- (k: sin t)—f (k: sin t) - — (k' sin t) - — (k‘ sin t) —...dt
0 2 8 128

16

(T 1Em LT 1Ko
2 2 4 8 16 16 32
T 3 5 '
= 2mb— — bk? — — bkt — 6_ .
b 2bk 32bk: 128bk

Der erste Term entspricht dem Umfang eines Kreises (Radius b, k£ = 0), die weiteren Terme sind Korrektur-

terme fiir die Ellipse. Je kleiner der Wert von k, desto besser die Approximation.

6.7 Aufgaben

e Aufgabe 6-1:
Diese Aufgabe untersucht das Verhalten der Taylorreihe fiir die cos—Funktion.
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(a) Zeigen Sie, dass die Taylorapproximation der Ordnung 2n der Funktion f () = cos = beim Punkt xy = 0
gegeben ist durch

cosx &2 sp(x) = Z

k=0
(b) Zeigen Sie, dass diese Potenzreihe fiir alle z € R konvergiert.

(c) Zeigen Sie mittels der Restgliedformel fiir die Taylorapproximation, dass

Sp(x) = cos & fir n — oo

e Aufgabe 6-2:

Finden Sie die Taylorapproximation n—ter Ordnung fiir die Funktion f (z) = sin z und leiten Sie daraus
die Taylorreihenentwicklung der Funktion ab. Zeigen Sie anschliessend, dass diese Reihe tatsdchlich fiir
beliebige x € R gegen sin x konvergiert.

o Aufgabe 6-3:
Finden Sie die Potenzreihendarstellung des unbestimmten Integrales

/ln(l—i-x) dx

e Aufgabe 6-4:
Untersuchen Sie die Taylorreihe der Funktion

bei o = 0.
(a) Berechnen Sie die allgemeine Form der Reihe. (Tip: untersuchen Sie zuerst 1/(1 + z).)
(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe.
(c) Verwenden Sie (nur) die erste Ableitung von arctan x, um die Reihe fiir y () = arctan x zu finden.

Die notwendigen Rechnungen miissen ausgefiihrt werden. Abschreiben aus der Formelsammlung geniigt
nicht.

o Aufgabe 6-5:
Die Funktion f (z) = e~*" ist offensichtlich eine Variation der Exponentialfunktion.

(a) Verifizieren Sie, dass die Reihe

o0
(_1)n2n_ o 1L 4 1 4 1 4
,;) ] " =1—=2x —i—ix—gx —i-ﬂx—...

fiir alle x € R gegen f (z) konvergiert.

F(:c):/oxf(t) dt:/owetz dt

ldsst sich nicht direkt bestimmen. Finden Sie eine Potenzreihendarstellung fiir F' ().

(b) Das Integral
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e Aufgabe 6-6:

Verwenden Sie die Potenzreihendarstellung der
Funktion sin z (fiir  nahe bei 0), um die untenste-
hende Funktion f(z) durch eine Potenzreihe dar-
zustellen.

(a) Finden Sie die Potenzreihe von f (x), bestim-
men Sie den Konvergenzradius. Verifizieren Sie,
dass die Funktion unendlich oft ableitbar ist.

(b) Finden Sie die Reihenentwicklung von f/ ().
(c) Finden Sie die Reihenentwicklung von F'(z)

(d) Bestimmen Sie das Integral A mit der obigen
Reihenentwicklung, wobei der Fehler kleiner als
1073 sein muss.

(e) Bestimmen Sie das Integral B mit der obigen
Reihenentwicklung, wobei der Fehler kleiner als
1073 sein muss.

T o 1
F(x):/ st A:/
o t 0

o Aufgabe 6-7:

Verwenden Sie die Potenzreihendarstellung der
Funktion cos z (fiir = nahe bei 0), um die untenste-
hende Funktion f(z) durch eine Potenzreihe dar-
zustellen.

Wobei

1 ——cosx

f(x) = z
0

(a) Finden Sie die Potenzreihe von f (x), bestim-
men Sie den Konvergenzradius. Verifizieren Sie,
dass die Funktion unendlich oft ableitbar ist.

(b) Finden Sie die Reihenentwicklung von f’ (z).
(c) Finden Sie die Reihenentwicklung von F'(z)

(d) Bestimmen Sie das Integral A mit der obigen
Reihenentwicklung, wobei der Fehler kleiner als
1073 sein muss.

Uliliser la série entier de la fonction sin(z) (pour x
proche 4 0) pour trouver la série entier de la foncti-
on f(x) ci-dessous.

falls/si = # 0

fiir/pour =0

(a) Trouver la série entier de f(z) et déterminer le
rayon de convergence. Vérifier que la fonction est
infiniment dérivable.

(b) Donner la série entier pour f/ (x) .
(c) Trouver la série entier de F'(x) .

(d) Trouver la valeur de I’intégral A 4 I’aide de la
série entier ci—dessus. L’erreur doit &tre plus petit
que 1073,

(e) Trouver la valeur de I'intégral B 4 1’aide de la
série entier ci—dessus. L’erreur doit €tre plus petit
que 1073,

Avec

int 10gint
St dt und/et B = / St dt
t 0t

Uliliser la série entier de la fonction cos(x) (pour x
proche a 0) pour trouver la série entier de la foncti-
on f(x) ci—dessous.

falls/si x #0

fiir/pour x =0

(a) Trouver la série entier de f(x) et déterminer le
rayon de convergence. Vérifier que la fonction est
infiniment dérivable.

(b) Donner la série entier pour [’ () .
(c) Trouver la série entier de F'(x) .

(d) Trouver la valeur de I’intégral A a I’aide de la
série entier ci—dessus. L’erreur doit €tre plus petit
que 1073,
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Wobei Utiliser
x 1
F(z)= / f(t)dt undlet A= / f(t) dt
0 0

o Aufgabe 6-8:
Verwenden Sie die Formel von de Moivre, um cos (4z) und sin (4z) durch cos z und sin = auszudriicken.
Vergleichen Sie Thr Resultat mit der Formelsammlung.

o Aufgabe 6-9:
Leiten Sie die Additionstheoreme fiir die hyperbolischen Funktionen cosh x und sinh = aus der Beziehung
ety = e - €Y ab.

o Aufgabe 6-10:
Leiten Sie die Additionstheoreme fiir die hyperbolischen Funktionen cosh  und sinh x aus den Additions-
theoremen fiir die trigonometrischen Funktionen ab.

e Aufgabe 6-11:
Finden Sie die Potenzreihenentwicklung der Funktion

1

f@=1ra

Verwenden Sie anschliessend dieses Resultat, um eine Reihenentwicklung fiir die Funktion

r o1
arctanx = —dt
o 1+1¢2

zu finden.
(a) Schitzen Sie den Fehler der Approximation ab, falls die Reihe nach n Termen abgebrochen wird.
(b) Verifizieren Sie, dass das Argument der komplexen Zahl
(5—i)* (1 +14)
exakt durch — arctan 1/239 gegeben ist. Somit gilt

1 1 T
4 arctan 5T arctan — = —

239 4

Diese Identitédt kann verwendet werden, um mit einer Reihenentwicklung einige Ziffern der Dezimalbruch-
entwicklung der Zahl 7 zu bestimmen.

(c) Wie viele Terme miissen in der Reihenentwicklung von arctan 1/5 verwendet werden, damit der Fehler
kleiner als 107100 jst?

(d) Wie viele Terme miissen in der Reihenentwicklung von arctan 1,/239 verwendet werden, damit der Feh-
ler kleiner als 107100 jst?
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6.7.1 Losungen zu einigen Aufgaben

Loésung zu Aufgabe 6-3 : Wegen

w2 23 ot

00 (_1)k’+1
In(1+2z) :ZTxk =
k=1

=18

konnen wir diese Darstellung gliedweise integrieren und erhalten

/ln(l—l—:r)d:r = i(_l]zkﬂ/xkdx

k=1
oo
DM 1 n
= C ~ +
> k. k1"
k=1
A AR
N 2 2.3 3.4 4.5 7

Man verifiziert leicht, dass der Konvergenzradius dieser Reihe 1 ist, was mit dem erwarteten Resultat iiber-
einstimmt.

Losung zu Aufgabe 6—4 :
(a) Seig(z) =1/(1+ 2) = (1+ 2)~*. Dann gilt
g™ (2) = (=1)" n! (14 2)"""" undsomit ¢I" (0) = (—1)" n!

Somit ist die Taylorreihe von g (z) gegeben durch

g(z)zzg n'()Z”:Z(—l)”z”:1—z+z2—23+z4—z5+...
n=0 )

n=0

Mit Hilfe der Substitution z = 22 sieht man, dass

[o¢]
f(x):g(xQ):Z(_l)nx%z1—$2+:L‘4—x6+x8—m10+...

n=0

(b) Der Konvergenzradius dieser Reihe ist 1.

(c) Esgilt % arctanz = 1/(1 + 22), und somit entsteht die Potenzreihe von arctan = durch gliedweises
Integrieren der obigen Reihe

(=D 1 1 1 1 1
arctan(x):C+r;wx2”+1 :C—l—x—gx?’—l—gx5—?x7+§x9—ﬁx“+...
Wegen arctan 0 = 0 muss die Konstante C' = 0 sein, und somit
oo
=1)" 1 1 1 1 1
arCtan(x)—RE:OQ(n_i_)z 332"“:m—§x3+5x5—?x7+§w9—ﬁx11+...

Losung zu Aufgabe 6-5 :
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(a) Die Reihe
z z z
_1+Z+7+7+7+7+7+7+

o L2 .3 LA 5 6 7
71 3! TR

o0
konvergiert fiir alle z € C. Ersetzen Sie in dieser Reihe z durch —2, und Sie erhalten

o n 2n 4 6 8 10 12 14

-1 X X X X X
Z SR TR T R R

(b) Gliedweise Integration der obigen Reihe ergibt

[oe)
(—1)7 g2+ O R S 211 JRE 15

x
F(z) = e A -
(@) /0 ‘ nz:% alent1) 73 T2s 3w w9 BNl 63 7

Losung zu Aufgabe 6-7 :
(a) Fiir z # 0 gilt

!
— (2k)!
[ee]
(DF o 1 5 1 4, 1 4 1 4
1- = - e Mt
cos(z) kzl k) TR +6' Tk +
1—cos(z) _ o~ (=1)* ok-1_ 1 L 3,1 5 7
f@)==—7""= =2 Gp TR R L

Fiir x = 0 gibt die obige Rechnung auch f(0) = 0. Der Konvergenzradius der Funktion f(x) simmt mit
demjenigen von cos(x) iiberein, d.h. p = oco. Die Funktion ist als Potenzreihe unendlich oft ableitbar.

(b) Die Reihe kann termweise abgeleitet werden.

oy N~ CE=D (DR gy 2 4 6
f(:v)——; 25 x TR —|—ax g +...

(c) Termweise integrieren

(d) Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt

= (—1)F 1 1 1 1
A:F“)_F(O):F(U:_;(zk)(zk)!:2-21_4-4!+6.6!_8.8!+“'

Diese Reihe erfiillt die Bedingungen des Kriterim von Leibniz. Somit ist der Fehler kleiner als der
erste, nicht mehr verwendete Term. Das fiihrt auf die Bedingung

1
<107 =  2k(2k)!>1
e =L (2k)! > 1000

Diese Bedingung ist mit 2 £ = 4 nicht erfiillt, mit 2 £ = 4 aber erfiillt. Somit hat die Approximation

~ 1 Vb 109306
T 2.2l 4.4 4 96

einen Fehler, der kleiner ist als 1073 .
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6.8 Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie
e Potenzreihen der Trigonometrischen- und Exponential-Funktionen anschreiben konnen.
e den Konvergenzradius von einfachen Potenzreihen bestimmen konnen.

e die Beziehungen von Taylorapproximation und Potenzreihen verstehen.
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Kapitel 7

Differentialrechnung in mehreren Variablen

7.1 Einfiihrung

Bei Funktionen sind beziiglich der Anzahl Variablen vier verschiedene Fille zu unterscheiden
1. Eine unabhingige Variable und eine abhingige Variable.
2. Mehrere unabhingige Variablen und eine abhéingige Variable.
3. Eine unabhingige Variable und mehrere abhéngige Variablen.
4. Mehrere unabhingige Variablen und mehrere abhiingige Variablen.

Bisher haben wir uns ausschliesslich mit dem ersten Fall beschiftigt. In diesem und folgenden Kapiteln
werden wir den zweiten Fall genauer untersuchen und vor allem Gemeinsamkeiten und Unterschiede zum
einfacheren Fall einer unabhingigen Variablen aufzeigen.

Die zu untersuchenden Funktionen sind also auf eine Teilmenge D (dem Definitionsbereich) von R"
definiert und nehmen Werte in R an.

f: DCcR" — R
reD — [f(2)

7-1 Beispiel : Wir konnen jedem Vektor Z in R” seine Lange zuordnen. Dies ergibt eine Funktion mit dem
Definitionsbereich D = R" und

f: R" — R

FER" o (@)= =

o

Um die Resultate auch graphisch illustrieren zu konnen, werden wir hauptsidchlich mit dem Fall n = 2
beschiftigen. Hier konnen wir den Wert der Funktion f () als Hohe iiber der #—Ebene auffassen und passen-
de Zeichnungen erstellen. Es muss aber festgehalten werden, dass sich alle Resultate auf hoherdimensionale
Situationen iibertragen lassen. Wir werden die Notationen

R T o T
T = oder 7=
<x2> <y>

245

verwenden.
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7.1.1 Graphen

7-2 Beispiel : Die Gleichung
f@) =f(ry)=1-2+y/2

ist eine Funktion mit zwei unabhingigen Variablen und eine abhiingigen Variablen. Der natiirliche Definiti-
onsbereich dieser Funktion ist R?. Tragen wir den Wert der Funktion f (x, ) als Hohe iiber der 2y—Ebene
auf, so erhalten wir die Ebene in Abbildung 7.1.

Abbildung 7.1: Graph der Funktion z = 1 — z + y/2

¢

Eine Funktion von zwei Variablen kann entweder durch eine explizite Formel gegeben sein, oder auch
implizit durch eine Gleichung. Hier sind zwei elementare Beispiele zur Illustration

e Explizite Form z = f (2,9) = 1 — 22 + %
e Implizite Form 23 — 2z 2 + y? = 0.

Es wird nicht immer moglich sein eine implizit gegebene Funktion in eine explizite Form umzuwandeln. Vor
allem beim Bestimmen des Definitionsbereichs einer implizit gegebenen Funktion ist Vorsicht angebracht.
Wir werden uns vor allem mit explizit gegebenen Funktionen beschéftigen.

Um den Graphen einer Funktion

f: DCcR®> — R
(z,y) €D = z=f(2,y)
zu zeichnen kann man verschiedene Hilfsmittel einsetzen.

1. Eine Niveaukurve N, fiir das Niveau c ist die Menge aller Punkte im Definitionsbereich, bei denen
die Funktion f den Wert ¢ annimmt.

Nc:{(xvy) €D|f(x’y)zc}

Dies entspricht auch dem schneiden der Flidche z = f (z, y) mit einer zur zy—Ebene parallelen Ebene
auf der Hohe c und einer anschliessenden Projektion auf die xy—Ebene.
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2. Eine Isoline ist eine Schnittkurve der Fliche z = f (x,y) mit einer Ebene parallel zur yz—Ebene
(bzw. xz—Ebene). Diese Kurve erhilt man auch, indem man nur eine der Variablen variiert und diese
partiellen Funktionen betrachtet

x> f(x,y) wobeiy festist

oder
y+— f(x,y) wobeix festist

7-3 Beispiel : Die Niveaulinien der Funktion
2= f(z,y) = 2% +2y°

sind bestimmt durch die Gleichungen
2 +2y%=c

Somit ist N, die leere Menge fiir ¢ < 0 und eine Ellipse fiir ¢ > 0. Die Isolinien
z— x? 42 y2

entsprechen nach oben gedffneten Parabeln mit Scheitel bei (z,2) = (0,2%2) und x als Variablen. Die
Isolinien
y 22 4 2>

entsprechen ebenfalls nach oben gedffneten Parabeln mit Scheitel bei (y, z) = (0, 2?) und y als Variablen.
Diese Parabeln sind etwas steiler als die ersten. In Abbildung 7.2 sehen Sie alle oben erwihnten Kurven. In

ey 7
= P SR

150
100

L7
7777577

x-Achse = 35 10

Abbildung 7.2: Graph der Funktion f (z,y) = 2% + 242
Abbildung 7.3 werden nur die Niveaulinien gezeigt. &
7-4 Beispiel : Die Niveaulinien der Funktion
z=f(zy)=xy

sind bestimmt durch die Gleichungen
TYy=c
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+ 40 y-Achse

x-Achse

Abbildung 7.3: Niveaukurven der Funktion f (x,7) = 22 + 2 y?

und konnen somit durch Graphen der Funktionen

Y=
x

dargestellt werden. Die Niveaukurve Ny ist gegeben durch die beiden Koordinatenachsen. Die Isolinien sind
gegeben durch die Funktionen

T = Ty
y — a2y

und in jeden Falle ergeben sich Geraden durch eine der beiden Koordinatenachsen. In Abbildung 7.4 sehen
Sie alle oben erwidhnten Kurven. &

7-5 Beispiel : Der natiirliche Definitionsbereich der Funktion

Ty
Z:f(mvy):m

ist R? \ {(0,0)}. Die Niveaulinien sind bestimmt durch die Gleichungen

Yy
x2 + 92

=c oder zy=c (z°+y?

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir y

1 [z 2 xz (1 1
N T L 2 [ (Y
Y12 2 (c c2 x> 2 (c c? )

Hieraus kann man ablesen, dass die Niveaumengen fiir |¢| > 1/2 leere Mengen sind und fiir —1/2 < ¢ <
1/2 ergeben sich Geraden in der xy—Eben durch den Ursprung. Dies wird bestitigt durch Abbildung 7.6.

mit den Losungen
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x-Achse

Abbildung 7.6: Graph der Funktion f (z,y) = zy/(z* + y?)
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Die Isolinien in z—Richtung sind gegeben durch die Funktionen

g(z) =z 52—
e +y

Dies sind echt gebrochen rationale Funktionen. Eine solche Kurve (fiir y = 1) sehen Sie in Abbildung 7.5.

¢

7-6 Beispiel : Der Graph einer Funktion kann natiirlich auch etwas komplizierter aussehen. In Abbil-
dung 7.7 finden sie Niveaukurven und Isolinien der Funktion

f(@y) =" sin (0.9y)

=
=

, 0005 oooo
—OORANON A=

Abbildung 7.7: Der Graph der Funktion f (z,y) = exp (—0.222) sin (0.9y)
Selbstverstindlich kann der Graph einer Funktion auch durch eine Beschreibung in Polarkoordinaten
gegeben werden.

7-7 Beispiel : Als Beispiel sehen wir uns den Graphen der folgenden Funktion an, mit dem Graphen in
Abbildung 7.8.
f(r,0)=rsin(20)

7.2 Grenzwerte und Stetigkeit

In diesem Abschnitt werden die Begriffe Grenzwert, Konvergenz und Stetigkeit fiir reellwertige Funktionen
mehrerer Variablen eingefiihrt.

7.2.1 Definitionen und Begriffe

Zur Erinnerung sei hier die Definition der Konvergenz einer Zahlenfolge x,, gegen die Zahl a noch einmal
angegeben.
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i
LiFrc i)
J,LF}+//V////!V”’/H/
71 jrrir

x-Achse ' 1.5

Abbildung 7.8: Der Graph einer Funktion in Polarkoordinaten

7-8 Satz : Die Folge x;. konvergiert gegen die Zahl a, falls fiir jede Zahl € > 0 ein m € N existiert mit

kE>m = |z —al <e

Nun ist diese Konstruktion auf eine Folge von Vektoren #), € R” zu iibertragen. Der Absolutbetrag
|z, — al ist zu ersetzen durch die Linge der Vektoren ||Z), — @||, wobei

n
12 = 1F)2 = { > «F
1=1

Dies fiihrt auf die Definition der Konvergenz einer Folge von Vektoren.

1/2

7-9 Definition : Die Folge der Vektoren £ € R™ konvergiert gegen den Vektor @ € R", falls fiir jede Zahl
€ > 0einm € N existiert mit
kE>m = |Zx —al| < e

Wir haben fiir die Definition der Konvergenz die Euklidische Norm || - |2 verwendet. Genausogut konnte
man auch andere mogliche Normen verwenden.

n 1/P
12, = ||l wobei 1< p< oo
n
12 = > il
=1
|7l = max [z
i=1,...n
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7-10 Satz : Eine Folge von Vektoren I, konvergiert genau dann gegen d, falls ||}, — dl|, gegen Null
konvergiert fiir ein 1 < p < oco. Es spielt keine Rolle, welches p verwendet wird.

Als Konsequenz des obigen Resultates erhalten wir die folgende niitzliche Aussage.

7-11 Satz : Eine Folge von Vektoren Iy, konvergiert genau dann gegen a wenn fiir jede Komponente
i=1,...,ngilt(z;)r — a;, d.h.

(1) a
. (72)k as -
k= . — =a <~
(:L‘n)k: an

— (i)k > a; fallsk — oo fir i=1,2,...,n

Fiir Funktionen einer Variablen waren die Definitionsbereiche immer Intervalle oder Vereinigungen von
Intervallen. Bei Funktionen mehrerer Variablen kann der Definitionbereich erheblich komplizierter sein.
Deshalb fiihren wir nun einige Begriffe {iber Teilmengen von R" ein.

7-12 Definition : Fiir einen festen Punkt @ € R" heisst die Menge
Us(r) ={Z e R" | |7 —dl <7}

eine r-Umgebung um den Punkt a.

7-13 Beispiel : Fiir n = 1, 2, 3 konnen r—Umgebungen leicht visualisiert werden.
e Fiirn = 1ist U, (r) eine Intervall der Linge 2r mit Mittelpunkt a.
e Fiir n = 2 ist Uz (r) eine Kreisfliche mit Radius 7 und Mittelpunkt .

e Fiir n = 3 ist Uz (r) ein Kugelvolumen mit Radius 7 und Mittelpunkt a.

7-14 Definition : Sei D C R" eine beliebige Teilmenge.

(a) Ein Punkt @ € D heisst innerer Punkt der Menge D, falls es ein r > 0 gibt mit Uz (r) C D. Eine
ganze ,,Kugel“ um den Punkt @ muss noch vollstidndig in der Menge D enthalten sein.

(b) Die Menge D heisst offen, falls jeder Punkt in D ein innerer Punkt ist.

(c) Ein Punkt b heisst Randpunkt der Menge D, wenn fiir jedes 7 > 0 die Umgebung U (r) sowohl
Punkte in D als auch Punkte ausserhalb von D enthilt.

(d) Die Menge 9D heisst Rand von D und besteht aus allen Randpunkten von D.

(e) Die Menge D heisst abgeschlossen, falls 0D C D, d.h. wenn jeder Randpunkt in D enthalten ist.
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7-15 Beispiel : Betrachten Sie die Teilmenge
D={(z,y) eER*|0<z<1und0 <y <2} =10,1] x [0,2]

Dies ist ein horizontales Rechteck der Breite 1 und Hohe 2, wobei der Rand der Rechtecks zur Menge
gehort.

(a) Der Punkt (0.9, 1.5) ist ein innerer Punkt der Menge, da ein Kreis mit Radius 0.01 noch vollstidndig im
Rechteck enthalten ist.

(b) Der Punkt (1, 1.5) ist kein innerer Punkt der Menge, da jeder Kreis mit noch so kleinem Radius r nicht
vollstidndig innerhalb der Rechtecks liegt. Tatséchlich ist (1, 1.5) ein Randpunkt.

(c) Die Menge ist nicht offen.

(d) Der Rand der Menge besteht aus vier Geradenstiicken und stimmt mit dem anschaulichen Begriff der
Randes des Rechtecks tiberein.

(e) Die Menge ist abgeschlossen, da der Rand zur Menge gehort.

7-16 Beispiel : Betrachten Sie die Teilmenge
D={(z,y) eR*|0<z<1und0 <y <2} =(0,1) x (0,2)

Dies ist ein horizontales Rechteck der Breite 1 und Hohe 2, wobei der Rand der Rechtecks nicht zur Menge
gehort.

(a) Der Punkt (0.9, 1.5) ist ein innerer Punkt der Menge, da ein Kreis mit Radius 0.01 noch vollstindig im
Rechteck enthalten ist.

(b) Die Menge ist offen, da jeder Punkt in D auch ein innerer Punkt ist.
(c) Der Punkt (1,1.5) ist kein Punkt in der Menge, aber ein Randpunkt.

(d) Der Rand der Menge besteht aus vier Geradenstiicken und stimmt mit dem anschaulichen Begriff der
Randes des Rechtecks iiberein.

(e) Die Menge ist nicht abgeschlossen, da der Rand nicht zur Menge gehort.

¢
7-17 Beispiel : Betrachten Sie die Teilmenge
D={(z,y) eR*|0<2<1und0 <y <2} =(0,1] x (0,2)
Dies ist ein horizontales Rechteck der Breite 1 und Hohe 2.
(a) Die Menge ist weder offen noch abgeschlossen.
(b) Der Rand der Menge besteht auch hier aus vier Geradenstiicken.
O
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7-18 Definition : Sei D eine Teilmenge von R" und @ ein Punkt in D oder 0D und
f:D—R

eine reellwertige Funktion. Dann sagen wir, dass f den Grenzwert c hat fiir 7 — a falls es zu jedem € > 0
ein r > 0 gibt mit
ZelUz;(r)ND = |f(@) —c<e

Man schreibt auch
lim f () =c oder f(¥)—c fird—a
Tr—a

Im Kapitel iiber Stetigkeit von Funktionen einer Variablen haben wir gesehen, dass es zwei Moglichkei-
ten gibt, um zu zeigen dass eine Funktion f (z) stetig ist bei a

(a)
r—a
(b) Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 mit
[z—al<é = [f(z)-f(a)]<e
Nun iibertragen wir diese Definition und Resultat auf den Fall mehrerer unabhédngiger Variablen.
7-19 Definition : Sei D eine Teilmenge von R” und @ eine Punkt in D oder 9D und
f:D—R

eine reellwertige Funktion.

(a) Die Funktion f heisst stetig im Punkt @ € D falls

lim £ () = 1 (2)

T—a

(b) Die Funktion f heisst stetig auf D falls sie stetig ist in jedem Punkt @ € D.

7-20 Theorem : FEine Funktion f :— R ist genau dann stetig im Punkt @ € D wenn eine der beiden
folgenden Bedingungen erfiillt ist.

(a) Fiir jede Folge &), von Punkten in D mit &), — a gilt f (Zy) — f (@) fiir k — oo.
(b) Fiir jedese > 0 gibt es ein 6 > 0 mit

zeD und |f—d|<d = |f(@—f(@)]<e

7.2.2 Beispiele und Resultate
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7-21 Beispiel : Die Funktion

f@)=f(zy =z+y
ist offensichtlich auf ganz R? definiert. Wir wollen in aller Ausfiihrlichkeit zeigen, dass die Funktion stetig
istbei @ = (1,0).

Losung: Wir haben zu zeigen, dass

hm x7 = 1’0 e
wwe@mf(y) f(1,0)

Wir wollen verschiedene Rechenverfahren verwenden um die selbe Aufgabe zu 16sen.

1. Erste Variante
Sei ¥ = (wk,yx) eine Folge von Punkten in R? mit 7, — @ falls k — oo. Somit miissen die
einzelnen Komponenten konvergieren und wir erhalten

T — 1
falls k — oo
yk—>0

Aufgrund der Stetigkeit von Funktionen in einer Variablen kdnnen wir hieraus leicht folgern, dass

f(@)=ar+ye —>1+0=f(a) falls k— o0

2. Zweite Variante
Hierzu eine vorbereitende Rechnung

[ f@) =@ = 1f((=y)-f((10)]

= |z+y—1

< =11+ 1yl

= VE-12+V?

< VE@—-1)2+y2+/(z—1)2

2

(=)

= 2[7—d|
Ist nun ein € > 0 (typischerweise sehr klein) gegeben, so wihlen wir § = ¢/2. Dann gilt

FeUz(6) = ||7—a <d=¢/2
= |f@-f@|<2|7-dl<2¢e/2=¢

7-22 Beispiel : Sei

Z2

o x1 _ sin(21)
f@)=f (( )) T itz
und wir wollen zeigen, dass diese Funktion auf ganz R? stetig ist.

a
Losung: Sei @ = ( ! ) ein beliebiger Vektor in R? und &}, eine Folge von Vektoren mit

a2
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Dann gilt
(xl)k — a]

(l‘Q)k — a9

falls k& — o

und wegen der Stetigkeit der sin— und exp—Funktion

sin (x1)g sin (a1)
e@)i+(22)k ea1+az

[ (@) =

= f(a) falls k— oo

Somit ist die Funktion stetig bei @. Da wir @ beliebig wihlen konnen ist diese Funktion stetig auf ganz R2.

%

Aufgrund des obigen Beispiels kann man leicht einsehen, dass das folgende Resultat richtig ist. Es
geniigt um in ,,elementaren Fillen * zu entscheiden ob eine Funktion stetig ist oder nicht.

7-23 Satz : Rechenregeln fiir stetige Funktionen.

(a) Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten von stetigen Funktionen sind stetig, solange
nicht durch Null dividiert wird.

(b) Kompositionen von stetigen Funktionen sind stetig.

Nun wollen wir noch wenige Spezialfille untersuchen.

7-24 Beispiel : Betrachten Sie die Funktion

o) ﬁy?ﬂ falls 22 +y2 # 0
T,y) =
0 falls z2+4?> =0

Offensichtlich ist diese Funktion iiberall, ausser bei (0, 0) stetig. Die Stetigkeit im Ursprung ist separat zu
untersuchen.
Fiir ein festes m € R gilt
tmt m

i =li =
tg%f(t,mt) t%t2+m2t2 14+ m?2

Da (t,mt) die Parametrisierung einer Geraden mit Steigung m durch den Ursprung ist, sehen wir, dass die
Grenzwert
lim f(x,y
(z,y)—(0,0) @)
von der Richtung abhingt mit der wir uns dem Koordinatenursprung nidhern. Somit kann dieser Limes nicht
existieren und die Funktion f (x,y) ist im Ursprung nicht stetig. &

7-25 Beispiel : Betrachten Sie die Funktion

1.2 y2
f (z y) _ m falls $2 + y2 ?é 0
0 falls 22 +52 =0

Offensichtlich ist diese Funktion iiberall, ausser bei (0, 0) stetig. Die Stetigkeit im Ursprung ist separat zu
untersuchen.
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Fiir ein festes m € R gilt
, t2m? 2
i S (tm ) =l e =0
Diese Grenzwerte sind also unabhingig von der Steigung m der Geraden durch den Ursprung ist. Somit ist
0 ein Kandidat fiir den Grenzwert. Hier finden Sie noch einen mathematisch exakten Beweis.
Wir haben frither gezeigt, dass das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen = und y immer kleiner

ist als das arithmetische Mittel. Also
Vry < xT—l-y oderauch 4zy < (z+y)? =22+ 2zy+ 3>

Somit gilt
2xy < a? +y?

Damit gilt fiir die hier zu untersuchende Funktion

G RITE . A
2+ y? x2+2— 2 (22492 — 2
Hieraus folgt leicht, dass
lim f(x,y)=0
(,y)—(0,0) (@)
und somit ist die Funktion f (z,y) im Ursprung stetig. O

Die Ubungsaufgabe 7-7 zeigt, dass der Grenzwert

lim z,
(z,)—(0,0) fe)

nicht existieren muss, auch wenn entlang jeder Geraden durch den Ursprung der selbe Grenzwert erscheint,
d.h. auch falls

lim f (t,mt)

t—0

ist unabhingig von m.

Genau wie bei stetigen Funktionen einer Variablen gibt es auch hier einen Satz vom Maximum.

7-26 Satz : Sei D C R" eine abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge und f : D — R eine stetige
Funktion. Dann nimmt die Funktion ihren Maximalwert in D an d.h. es gibt einen Punkt Z); € D mit

f (@) > f(X) firalle &€ D

Auf den Beweis dieses Resultates verzichten wir an dieser Stelle, wollen aber durch drei Beispiele
aufzeigen, dass die Voraussetzungen notwendig sind.

7-27 Beispiel :

(a) Falls die Menge D abgeschlossen aber nicht beschrinkt ist, kann es sein, dass die Funktion f keinen
Maximalwert hat. Betrachten Sie hierzu

D={(z,y) eR?*|0<z<lundyeR}=[0,1] xR

und die Funktion
f(zy) =2+
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(b) Falls die Menge D beschrinkt aber nicht abgeschlossen ist, kann es sein, dass die Funktion f keinen
Maximalwert hat. Betrachten Sie hierzu

D={(z,y) eR?*|0<z<1und0<y<1}=(0,1) x (0,1)

und die Funktion
f(z,y) =2+

Der Maximalwert wird auf dem Rand 0D angenomen, der aber nicht zu D gehort.

(c) Falls die Menge D beschriankt und abgeschlossen ist, aber die Funktion nicht stetig, kann es sein, dass
die Funktion f keinen Maximalwert hat. Betrachten Sie hierzu

D={(z,y) eR*|0<2<1und0<y<1}=10,1] x [0,1]
und die nicht stetige Funktion
F ) —x2 —q? falls 22 +4% #0
,Y) =
—1 falls 22442 =0

Je niher der Punkt (z,y) beim Ursprung liegt, desto grosser der Funktionswert. Erreicht (x,y) aber
den Ursprung, so springt der Funktionswert nach unten zu —1. Somit gibt es keinen maximalen Wert
der Funktion.

¢

7.3 Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen

In diesem Abschnitt sei D C R” eine offene Teilmenge und @ ein fester Punkt in D. Fiir die Definition der
partiellen Ableitung ist die partielle Funktion

g(xl) = f((ll,(IQ, sy @i—1, Ty At 15 - - - ?an)

zu betrachten. Die Ableitung der Funktion g (nur eine Variable) heisst partielle Ableitung der Funktion f
beziiglich der Variablen z;.

of
81’1‘

@ = @)

.1 .
= lim — (f(a1,a2,...,6i—1,%; + h,ai+1,...,a,) — f(Q))
h—0 h

_ E%%(fw+hé)—f@»

Die folgenden Notationen werden oft verwendet

of

of
8xi @

8%1' T=d

(@) = Dy, f (@) = fa, (@) =

Die graphische Interpretation der partiellen Ableitungen ist gegeben als Steigung der Isolinien. Wir wollen
dies an einem Beispiel illustrieren.
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Abbildung 7.9: Der Graph der Funktion f (x,y) = 1+ yz? — 33

7-28 Beispiel : Fiir die Funktion
fley)=1+ya® -y’

sind die partiellen Ableitungen gegeben durch

of

L — 9

ox v

of 9 2
By = 3y

Um die partielle Ableitung beziiglich x zu illustrieren halten wir den Wert von y fest und variieren nur
z. Fiir y = —2 ergibt dies zum Beispiel die partielle Funktion

glz)=1-22>+8

mit der Ableitung

J@) = —dw= 2-(20?)

Diese Kurve entspricht einer nach unten gedffneten Parabel mit Scheitel bei (z, z) = (0,9). Diese Parabel
ist in Abbildung 7.9 an der rechten Kante der Flache zu erkennen.

Um die partielle Ableitung beziiglich y zu illustrieren halten wir den Wert von x fest und variieren nur
y. Fiir x = —2 ergibt dies zum Beispiel die partielle Funktion

r(y) =1+yd—y°

mit der Ableitung
9f(=2,y)
"(y) =4 -3y = ’
" (y) Y 9y
Diese Kurve entspricht einer kubischen Funktion mit drei Nullstellen und einer negativen Steigung von 4
bei y = 0. Diese Kurve ist in Abbildung 7.9 an der vorderen Kante der Fliche zu erkennen. Hierbei ist zu

beachten ist, dass die positive Richtung von rechts nach links verléuft. &
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7-29 Beispiel : Die partiellen Ableitungen der Funktion

f(z,y,2)=zy*+ 2 cosz

sind gegeben durch
a—f = ¢y -z sinx
oxr
0
0:?); = 2y«
o7 oS
I T
0z
¢
7-30 Beispiel : Die partiellen Ableitungen der Funktion
f(x1, 0, 23) = €172%2 4 24 sinxz + 1:% T1 T
sind gegeben durch
0
a—f 11222 4 9 ginpg + x?)) o
x1
0
67f = 2¢%1t2T2 4 l‘g 1
2
0
an = 2x1 cosx3+ 2x3T1 T2
3
&

Das Berechnen von partiellen Ableitungen beinhaltet also keinerlei neue Schwierigkeiten. Die Beherr-
schung des Ableitens beziiglich einer Variablen geniigt vollauf.

7.3.1 Gradient und Tangentialebene

7-31 Definition : Eine auf einer offenen Menge D C R" definierte Funktion f heisst stetig differenzierbar
falls alle partiellen Ableitungen auf ganz D existieren und stetig sind. Man schreibt in diesem Falle f €
C* (D,R).

7-32 Definition : Da D C R" gibt es fiir eine Funktion f € C! (D, R) n partielle Ableitungen. Diese kann
man zu einem Vektor zusammenfassen: dem Gradienten der Funktion f.

of of  of

Oz’ Oxs’ " Oz

grad f = Vf = ( )

Der Gradient sollte immer als Zeilenvektor betrachtet werden.
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7-33 Beispiel : Fiir die Funktion

gilt f € C'(R?\ {0}, R). Wegen

of . ®
Or /22 + y2 + 22
gilt
T Y z
grad f =V f = ; )
Vot + 2+ 22 a2+ yR 22 a4y + 22
oder mit einer einfacheren Notation
ZET
grad f = grad [|7]| = —-
1]
¢
7-34 Beispiel : Fiir die Funktion
(@) =a®+y* + 2
gilt f € C* (R, R) und
grad f = (2z, 2y, 22)
¢

Im fritheren Kapitel iiber Ableitungen von Funktionen einer Variablen haben wir gesehen, dass eine
Funktion f : R — R genau dann differenzierbar ist bei xg, falls

[ (wo+x) = f(x0) = f'(w0) -

]

—0 fallsz—0 ,

oder
f (o + x) = f(x0) + f'(x0) -z + 0 (2)

d.h. der Fehler der linearen Approximation ist von kleinerer Ordnung als z. Nun werden wir dieses Resultat
ibertragen auf den Fall mehrerer unabhingiger Variablen.

7-35 Theorem : Ist D C R" eine offene Menge, die Funktion f € C' (D,R) und %, ein fester
Punkt in D, dann gilt

f($0+$)—f‘(|zf?(’)’)—vf(x0)'x =0 fals#—0

oder
f(Zo+7) = f(Zo) + Vf(Zo) - T+ o(|Z])

Hierbei ist V f als Zeilenvektor und & als Spaltenvektor aufzufassen.
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7-36 Beispiel : Die Funktion
F(@) = f(x1,22) =2+ 27 29 — 23
ist offensichtlich stetig differenzierbar und es gilt
V(@) =2z zy, 23 —323)
Wir wihlen
0 =
2
und erhalten somit
Vf(Z) = (4, —11)
Also gilt gemiss dem obigen Theorem
f(fo-l—f) = f(1+371,2+332)
= f(Zo) + V[ (xo0)-Z+o(||Z])
x
= —4+(4, -11)- < : ) +o(llZl)
Z2
= —4d+4z;—1lze+o(||7])
¢

7-37 Beispiel : Fiir die Funktion
f,y) =2+sin(3z) +y (1+2)

gilt
grad f (z,y) = (3 cos(3z) +y, 1 +2)

und somit
grad f (0,1) = (341, 1)

Wegen f (0,1) =2+0+1 =3 gilt

fO+Az,1+Ay) = f(0,1)+grad f(0,1)- ( ix
y

= 3+(4,1) < R
v

= 3+4Az+1Ay+o(||(Az,Ay) )

Folglich gilt fiir kleine Werte von Ax und Ay die Approximation

fO+Az, 1+ Ay)~g(Az,Ay) =3+4Ax+ 1Ay

)+0(II (Az, Ay)[))

Ar ) ol (A, Ag) |)

Fasst man in dieser neuen Funktion Az und Ay als Variablen auf, so ist der Graph von g eine Ebene in R3.

Diese Ebene entspricht der Tangentialebene und den Graphen von f (z,y) im Punkte (0, 1, 3).

o
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7-38 Beispiel : Der Gradient der Funktion
Flay)=2—(z+1)"-2(y-2)°

ist gegeben durch
grad f (z,y) = (=2 (z + 1), —4(y —2))

Somit ist
gradf (070) = (_2 ’ 8)

und fiir kleine Werte von = und y gilt die Approximation

f(z,y) ~ f(0,0) 4+ grad f (0,0) - ( o ) =-7-2x+8y
Yy

Dies ist die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen der Funktion f (z,y) bei (0,0, —7). Die beiden
Graphen sehen Sie in Abbildung 7.10. &

T T T T T T 1
\

Abbildung 7.10: Der Graph von 2 — (x + 1)2 — 2 (y — 2)? und der Tangentialebene

Fiir eine beliebige Funktion f (z,y) und einen festen Punkt (¢, yo) liefert die neue Funktion

c=gzy) = f(xo.90)+ Y (zo,u0)- ( o )

Yy — o
of (x0,%0) df (x0,0)
ox

= f(wo,y0) + ($—$0)+T(y—yo)

die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (x¢, yo, 20), wobei zo = f (o, yo). Fiir
Werte von (x, y) nahe bei (zg, yo) gilt
f(z,y) =g (z,y)
Die Approximation der Funktion durch eine Ebene heisst auch Taylorapproximation erster Ordnung. Fiir
eine Ebenengleichung in der Form
ar+by+cz+d=0
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entspricht der Vektor (a, b, ¢) dem Normalenvektor der Ebene und man kann die Gleichung auch in der Form

x
(a,b,c)- | y | +d=0
z

schreiben. Verwenden wir diese Notation fiir die obigen Tangentialebene, so erhalten wir

r — X

Of (zo,y0)  Of (z0,0) |\ —0
or ’ 8y ) Y—Yo
Z— 20

Somit ist der Vektor

L <3f (wo,y0)  Of (w0, y0) >
n= , ,—1
Ox y
ein Normalenvektor der Tangentialebene.
7-39 Beispiel : Der Graph der Funktion
flay)=er e

hat einen Punkt mit horizontaler Tangentialebene. Finden Sie diesen Punkt.

CLFATS Y i e

AT AT A A2

. AT, ll'li,:'ln ]
o 200 /7 ]
0.15 e :
-0.2 I

x-Achse

Abbildung 7.11: Der Graph von eVt g

Losung: Bei einer horizontalen Tangentialebene muss der Normalenvektor in die z—Richtung zeigen. Somit
muss die Bedingung

0 0
o f (w0, 90) 7 f (0, o) 1) = (0,0, -1)
Oz y
erfiillt sein. Das fiihrt auf die beiden Gleichungen
8f (gOa?JO) — €7y§+1‘0<1 _|_ on) — 0
x
Of (xo0,40) _

— e~ Y3tao 2yoxo =0
dy
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mit der offensichtlichen Losung (xg,yo) = (—1,0). Dieses Resultat wird durch Abbildung 7.11 bestitigt.
¢

Wir wollen nun noch ein anderes Verfahren zeigen um den Normalenvektor zu finden. Die Kurve

1 (t) o+t
yi(t) | = Yo
21 (1) J (zo+t,90)

geht fiir ¢ = 0 durch den Punkt ( xg, yo, 20 ) = (o, Yo, f (o, yo) ) auf der Fliche

z=f(z,y)
mit dem Geschwindigkeitsvektor
1
df (z0,%0)
ox
Die Kurve
X9 (t) ZTo
y2(t) | = Yo+t
22 (t) [ (zo,y0 +1)
geht durch den Punkt ( xg, yo, zo ) mit dem Geschwindigkeitsvektor
0
U = 1
of (zo0,%0)
dy

Somit haben wir zwei linear unabhéngige Tangentialvektoren an diese Fldche und ihr Vektorprodukt muss
einen Normalenvektor ergeben

1 0 _0f (z0, %)
ox
n=1uv X Uy= 0 X 1 — | _9f(zo.w)
df (zo,%0) of (o, yo) Jy
ox oy 1

7.3.2 Richtungsableitung

7-40 Definition : Ist f : D — R eine stetig differenzierbare Funktion und # € R"™ ein beliebiger Vektor,
so heisst der Ausdruck . . .
[ (Zo +t0) — f(Zo)

t
Richtungsableitung der Funktion f in Richtung ¥ beim Punkt .

Dyf (o) = lim

Hat der Richtungsvektor ¢’ die Lidnge 1, so gibt die Richtungsableitung die Steigung der Funktion in
diese Richtung an. Die Richtungsableitung kann mittels des Gradienten bestimmt werden.
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7-41 Satz : Ist D C R eine offene Menge, iy € D und f € C* (D,R) so gilt

Dy f (Zo) =V f(Zo) - v

Beweis : Wir geben den Beweis im Spezialfall n = 2 und ¥y = (0,0). Mit ¥ = (v1,v2) und dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt

L o)~ F0,0) = (f (o te) — (0,10) + 1 (0,103) — £(0,0)

_ f(tUl,t’UQ) _f(()?tUQ) v + f(O,t’UQ) —f(0,0) v
N tvl ! tvg 2
of

U1 % (f?tUQ) + v2 gzjj (0777)

of
— ”1%(0’0”1’23@(0’0) falls ¢t —0

wobei ¢ zwischen 0 und t vy liegt und 1 zwischen 0 und ¢ vo. Fiir den letzten Uberlegungsschritt ist die
Stetigkeit der partiellen Ableitungen wesentlich. O

7-42 Beispiel : Um die Steigung der Flache

z=flzy)=e"(1+y%)

in 45°—Richtung beim Ursprung zu bestimmen kann man den Richtungsvektor

1 (1
VR

Vi(z,y) = (e"(1+y7°), 2e"y)

und die partiellen Ableitungen

verwenden und erhilt das Resultat

Dyf (0,0) =V f(0,0)-7=(1, 0).\2 <1):1

7-43 Satz : Kettenregel
Sei D C R” offen und f € C' (D,R) und

Z:(a,b) — D
sei die differenzierbare Parametrisierung einer Kurve, die in D verlduft. Dann gilt
d . . S - S
5 F@@)=Vf(@({) 2@) =Dy f(Z(1))

wobei 7 (t) = Z (t).
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Beweis : Wir zeigen die Giiltigkeit der Formel bei ¢ = 0. Da die Funktion f stetig differenzierbar ist gilt
wegen Theorem 7-35

FE®) = F(Z(0)) = VF(£(0)) - (Z(t) = Z(0)) + R (£(t) —7(0))

wobei

R (% (t) — 7 (0)) -
T2 () =20 ] — 0 falls || Z(t) 0)| =0
Somit gilt
f@E®) - f@0)  _ =y, L) =Z(0) | R (Z(t) - 7(0))
t = V@) SR
r(t) —2(0) R (@@ —7(0)[[Z() —7(0)]

= VIED) T 120 —7(0)] ;
. VF(F(0)-5(0)+0[F(0)]| falls -0

7-44 Beispiel : Die Temperatur 7" in einem Raum sei gegeben durch die Funktion

r+y
T =20+0.01 —
(x,y,2) + z+ 200

und ein Korper bewegt sich entlang der Kurve

sint
Z(t)=| cost

t

in diesem Raum. Zu bestimmen ist die Anderungsrate der Temperatur beziiglich der Zeit.
1. Losung Mit elementarsten Rechnungen erhilt man

cost
v(t)=| —sint und VT (2,y,2) = (
1

1 1 1

300’ 200" 100’

und mit dem obigen Resultat gilt also

d cost sint 1
Cr@Ew)) =vT-g) = 0 b,
gL @®) =VT-7({t) = 555 = 5005+ 109

2. Losung Durch direktes Einsetzen ergibt sich

sint 4+ cost

9(t) =T (& (1) = 20+0.01t +

Diese Funktion kann nun beziiglich ¢ abgeleitet werden mit dem Resultat

cost —sint

t) =0.01
®) * 200

%9
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Sei nun ¥ ein Vektor der Lénge 1, d.h. ||0]| = 1. Aus der Vektorgeometrie sollte die elementare Formel
Dyf (Zo) = V[ (%) - 7= [[Vf (Zo)|| cosa

bekannt sein. Hierbei ist o der Winkel zwischen ¥ und V f (Z). Der Ausdruck gibt die Steigung der Flidche
in Richtung ¢’ an und ist offensichtlich maximal, falls & = 0. Zeigt ¢’ in die Richtung einer Niveaukur-
ve, so darf sich f in diese Richtung nicht #indern, d.h. Dy f () = 0. Falls Vf (%)) # 0, so muss der
Zwischenwinkel o = 90° sein.

7-45 Satz : Der Gradient V f (¥y) zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs einer Fldche und
die maximale Steigung ist gegeben durch ||V f (Zy)||. Falls der Gradient nicht Null ist steht er
senkrecht auf den Niveaukurven.

7-46 Beispiel : Die Hohe h eines Berges ist gegeben durch die Funktion
h = 1000 — z? — 103>
und der Punkt P = (10, 1, 890) liegt auf der Bergfldche.
(a) Finde die Richtung des steilsten Anstiegs und den maximalen Winkel.
(b) Zeigt die Richtung des steilsten Anstiegs zum Gipfel?

(c) Finde die Richtung der Niveaulinien im Punkt P.

Abbildung 7.12: Kammaihnlicher Hiigel

Losung: Es gilt
und somit
Vh(10,1) = (—20,—-20)
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(a) Die Richtung des steilsten Anstiegs ist somit (—1, —1) und die Steigung in diese Richtung ist m =
V202 + 202 = 20 /2 = 28.3. Der Steigungswinkel ist gegeben durch o = arctanm ~ 87.8°.

(b) Die Richtung des steilsten Aufstiegs zeigt nicht zum Gipfel bei (0, 0).

(c) Der Richtungsvektor ¢ einer Niveaulinie muss senkrecht stehen auf dem Gradienten und somit haben
wir die Bedingung

Vh(10,1) -7 = (—20,-20) - ( o ) =0
V2

Diese Gleichung wird geldst durch

¢

Als weitere Anwendung der Kettenregel konnen wir den Gradienten fiir Funktionen gegeben in Po-
larkoordinaten herleiten. Sei also eine Funktion F' (7, ¢) vom Radius  und Winkel ¢ abhingig. Es ist zu

beachten, dass (leider)
OF OF
F el
grad # ( 67’ ? 880 )

Die einfache Formel mit den partiellen Ableitungen ist nur in kartesischen Koordinaten giiltig. Wir setzen

F(r,) = f(z,y) = [ (r cosp,r sing)

(m(r) > :<rcosg0>
y(r) r sin @

als Parametrisierung einer Kurve beziiglich dem Parameter r. Das selbe wird auch mit dem zweiten Para-
meter ¢ durchgefiihrt. Dann fiihrt die Kettenregel hieraus die beiden Beziehungen

und betrachten

8—F = a—f cos + g si

or oz Y oy 7
8—F = —g rsing 4+ <=1 cos
do Oz ? y v

0 0
Dies kann man als lineares System von Gleichungen fiir die Unbekannten 8—f und 8—f auffassen und erhélt
z Y

fiir r > 0 die eindeutige Losung

af OF singp OF
L e 9
of ) OF cosp OF
a—y = SIDQOE—F . %
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7-47 Beispiel : Fiir die Funktion
f(z,y)=Inv/z2+y?=Inr=F(r,p)

gilt offensichtlich
oF 1 oF
—=—-— und — =0
or r Oy
und somit of of )
cosp sinp
v = B _— =
Flw) =5 50 =(0F =)
¢
7-48 Beispiel : Fiir die Funktion
fa,y) =12 sin(4p) = F (r,¢)
gilt offensichtlich
oF oF
I 27 sin(4¢) und P =472 cos (4¢)
und somit
9 .
8712 = cosp2rsin(dyp) — g 472 cos (4 )
0
or _ sinp 2r sin (4 ¢) + 5P 412 cos (4p)
oy r
Man kann auch versuchen zu diesem Resultat zu kommen, indem die Funktion
f(z,y) =7 sin(4¢) = (2% + y?) sin (4 arctan Q)
x
direkt nach x und y abgeleitet wird. Die Rechnungen werden aber wesentlich miihsamer sein. &

7.3.3 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Ist eine Funktion f : R™ — R oft differenzierbar, so kann man die partiellen Ableitungen erster Ordnung
wiederum als Funktionen auffassen und ableiten.

7-49 Beispiel : Fiir die Funktion f (x,y) = 23 y° gilt offensichtlich

flry) = 2%y

0

8—£ = 32%¢°

g‘; = 523yt
ﬁzﬂﬁ — 6xy5
0x?2 Oz Oz
f 00f 3 3
o “agoy Y
*f oaf _ 0 34\ _ qr 2.4
away—%a—y = %(51: y)—15a:y
*f 00f 0

_ 9 _ 9 2,5) — 1542 44
oydxr Oy Ox oy (3x y) DY

¢
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7-50 Beispiel : Fiir die Funktion f (x,%) = sin (z + 3z %?) gilt offensichtlich

f(z,y) = sin(z+3zy?)

of 2 2

i 1

B cos(x+3zxy”) (1+3y°)

of _ 2

oy = cos (z+3zy°) (6xy)
0% f 00f . 2 22
= 9o = —sin(z 4+ 3zy°) (14 3y°)
0% f 00f . 2 2 2
SE = ar = —sin(e+3?) (600) + cos(o+ 3a4) (60
0? f 00f 0 2
=g = g (cos+3ay?) (Goy)

= —sin(z+329%) (1439 (6zy) + cos (z + 3z9?) (6y)
0? f 00f 0 2 2
=7 = = 3 143
Oyox Oy Ox dy (cos(x—i— zy’) (1+3y ))
= —sin(z+3zy%) 6zy) (1+3y%) +cos(z+3zy?) (6y)
¢
Um Schreibarbeit zu sparen verwendet man auch die kiirzere Notation
_of _of _82f _82f _82f _62f
fm = 6$ 5 fy — ay s fIZE - 6.1'833 D fyy - 8y8y s fxy_ axay s fyft — 8y6$

In beiden obigen Beispielen gilt die Identitét

rf 0% f
oxdy  Oydx

oder kiirzer  fuy = fyz

d.h. die Resultate gemischter partieller Ableitungen sind unabhiingig von der Reihenfolge beziiglich derer
differenziert wird. Das Theorem von Schwarz! zeigt, dass dies kein Zufall ist.

7-51 Theorem : Ist f : R™ — R eine Funktion deren partielle Ableitungen bis und mit zweiter Ordnung
alle stetig sind, so gilt
0? f B 0% f
0xdy  Oyox

Sind alle partiellen Ableitungen stetig, so kann ihre Reihenfolge vertauscht werden.

oder kiirzer  fry = fya

Das Theorem kann auch mehrfach angewandt werden auf Ableitungen hoherer Ordnung um zu zeigen,
dass fryr = fray = fyze 0der foy.. = f..yz, falls nur alle auftretenden partiellen Ableitungen stetig sind.

Beweis : Der Beweis beruht auf einer mehrfachen Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung. Sei (9, o) ein fester Punkt in R? und ¢ > 0. Nun berechnen wir Differenzen von Funktionswerten
entlang des Rechtecks in Abbildung 7.13 und schreiben sie um mit Hilfe der Mittelwertsatzes. Wir betrach-
ten die neuen Funktionen

g(z) = f(x,y0+1)— f(x, )
g'(:v) = fx(x7y0+t)_fm(x>y0)

"Hermann Amandus Schwarz (1843-1912), er hat wesentliche Beitriige zum Aufbau der Analysis und der Anwendungen in der
Geometrie geleistet
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und
h(t) = f(wo+t,yo+1t) — f(xo+t,90) — f (xo,y0 + 1)+ f (z0,50)
= g(wo+1t) — g(wo)
MWS g'(&)t

(f$(§17y0 +t) - fa:(fhyo)) 13
= fyx(élﬂ?l) t2

wobei zg < &1 < xg+tund yo < m < yo +t.

(0,90 + 1) (o +t,y0 + 1)

o (§2,m2)

o (&1,m)

(%0, y0) (o +t,90)

Abbildung 7.13: Beweis des Satzes von Schwarz

Fast die selbe Rechnung fiihren wir nun noch einmal aus mit der Funktion

g(y) = [f(zo+ty)— f(zo,y)
.67, (y) = fy ($0+tay) _fy (fUO,y)
und erhalten
h(t) = fe(wo+t,yo+1t)— fu(wo,90+1) — fu(xo+1t,90) + fz (70, v0)
= Jg(yo+1t)—g(yo)
MWS
=" 4 (m)t

(fy (o +t,m2) — fy (w0, m2)) t
= f:r:y (52, 772) t2

wobei zg < & < xg+tund yo < m2 < yo + t.
Da in beiden Fillen die selbe Funktion A (t) verwendet wurde gilt

h (t) = fyx (51,771) t2 = f:cy (52,772) t2

Nach Division durch #? gilt also
fyx (613 "71) = fxy (527 772)

In dieser Beziehung ldsst man nun ¢ gegen 0 konvergieren. Somit gilt §; — zo und 1; — yo und wegen der
Stetigkeit der partiellen Ableitungen erhalten wir

fya (20,%0) = fay (T0,%0)
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7-52 Definition : FEine auf einer offenen Menge D C R" definierte Funktion f heisst k-mal stetig
differenzierbar falls alle partiellen Ableitungen bis und mit Ordnung % auf ganz D existieren und stetig
sind. Man schreibt in diesem Falle f € C* (D, R).

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Reihenfolge der zweiten partiellen Ableitungen nicht vertausch-
bar sein muss, falls diese nicht stetig sind.

7-53 Beispiel : Es sei

IQ— 2
F () = zy FJF‘;;Q falls (z,y) # (0,0)
’ 0 falls (z,y) = (0,0)

Da fiir alle z,y € Rstets f (0,y) = f(x,0) = 0, gilt £, (0,0) = 0und f, (0,0) = 0. Fiir (x,y) # (0,0)
gilt

Loy = oy (B, Ao
@ \T 2212 (22 g2)2

‘) 2% — o2 4022
z, = z -
y Y 22 +y? (22 +y2)2

Damit folgt fiir f,, = 3% fz

xT Oa - Jx 07 0 . - 2
@mm:mf(”f()—my
y—0 Yy y—0 vy

und fiir fz, = 8% Iy

o fy(2,0) = f2(0,0)0 o 2?

und somit ist fz,, (0,0) # fyz (0,0). Mit einer (miihsamen, langen) Rechnung kann man verifizieren, dass
die Ableitungen f,, und f,, bei (0, 0) nicht stetig sind. &

7.3.4 Taylorapproximation zweiter Ordnung, Hesse’sche Matrix

Fiir Funktionen einer Variablen kennen wir die Taylorapproximation zweiter Ordnung, die gegeben ist durch

f (mo+ Ax) = f (z0) + f (z0) Az + 3 f” (wo) (Ax)? + O (Ax)?)

Es gibt eine entsprechende Formel fiir Funktionen von zwei Variablen.
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Abbildung 7.14: Graph der Funktion zy (22 — y?)/(2? + y?)

7-54 Theorem : ( Taylorapproximation zweiter Ordnung )
Fiir eine Funktion
f € C* (R R)

gilt die Approximationsformel

f(xo+ Az, yo +Ay) = f(zo,y0)
+fa:(3307y0) A‘T + fy(x()vy()) Ay

b (Fealw, 10) (A2)? 42 foy (20, 0) Az Ay + iy (0, 30) (A9)°)
+R

wobei der Rest R von dritter Ordnung (oder héher) ist, d.h.

R =0 (|Az]* +|Az* |Ay| + |Az| |Ay|* + |Ay]?)

Mittels Matrizen und Vektoren kann man das selbe Resultat auch anders darstellen.

Az
: +R
(Ay>

A
f(zo+ Az, 50+ Ay) = f(zo,y0) + VS (w0,90) - ( Ax >
Yy

fa::c («7507 yO) fccy (xOv yO)

1
+5 (Az, Ay)-
2( v y) [f:vy (ZL‘O,ZJO) fyy (xo’yO)

Die 2 x 2-Matrix

Hy (10.0) = [ Foo 0, 30) iy (20,30 ]

fey (20, y0)  fyy (0, y0)
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heisst Hesse’sche Matrix der Funktion f beim Punkt (z, y9). Wegen des Theorems von Schwarz muss
diese Matrix symmetrisch sein.

Beweis : Der Beweis dieses wichtigen Resultates beruht auf dem bereits bekannten Resultat fiir eine
Variable und einem Trick um das mehrdimensionale Problem als eindimensionales zu betrachten. Sei dazu

g(t) = f(zo+tAz,yo +tAy)

Diese neue Funktion g hingt nur von einer Variablen ¢ ab und ist drei mal stetig differenzierbar, da sie eine
Komposition differenzierbarer Funktionen ist. Somit konnen wir fiir g die bekannte Taylorformel und die
Kettenregel (Resultat 7—43, Seite 266) anwenden.

Mit der Notation Z (t) = (xo + t Az, yo + t Ay) gilt dann

g(0) = f(xo,y0) = f(2(0))

g(1) = f(xo+Ax,yo+ Ay) = f(Z(1))

g@t) = fo(Z@)) Az + f, (Z(t) Ay

G = far (Z (@) (A2)* + fyo ( (1) AzAy + foy (T (1) AyAz + fyy (£ (1)) (Ay)®
= far (E (1) (A2)* +2 fuy (Z (1)) AzAy + fyy (£ (1)) (Ay)?

Die dritte Ableitung ¢ (t) enthélt nur Terme dritter Ordnung beziiglich Az und Ay. Wegen der eindimen-
sionalen Taylorformel

g(1)=g(0)+¢(0) 1+%g(0) 12+%g(3) (€)1 firein 0<¢<1
ailt
FED) = FEO)+(f @F0) Ar+ f, (F(0)) Ay)
by (fea (F(0)) (A0)* +2 oy (7 (0)) Awdy + +£yy (7(0)) (Ay)°) + R
wobei der Rest von dritter Ordnung ist. Dies ist genau die Behauptung des Theorems. O

Die Aufgaben 7-20 und 7-21 sind Modifikationen des obigen Resultates und Beweises.
7-55 Beispiel : Um die Taylorentwicklung der Funktion
f(x,y) =cos(zy) +siny

bei (29, y0) = (0,0) zu bestimmen betrachten wir die folgende Tabelle von partiellen Ableitungen

Funktion | bei (z,y) bei (0,0)
I cos (zy) +siny 1
fo | —ysin@y) 0
fy —x sin (zy) + cosy 1
for | —y* cos(zy) 0
fuy —22 cos (zy) —siny 0
fzy —sin(zy) —xy cos (zy) 0

Somit gilt die Approximation
f(Az,Ay) ~ 14+ 1Ay
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oder auch
f(z,y) =cos(zy)+siny~1+y

wobei der Fehler von dritter Ordnung beziiglich « und y ist.

Der Mathematica—Code erzeugt die Graphen der Funktion f(x,y) und der Approximation. Das Resultat
zeigt, dass die beiden Funktionen fiir einen kleinen Bereich kaum abweichen. Der zweite Block zeigt, dass
fiir einen grossen Bereich nicht mehr von einer Approximation gesprochen werden kann.

| Mathematica |
f[x_,y_] = Cos[xxy]+Sin[y];
s=1;
g1=Plot3D[{f[x,y],GrayLevel[0.5]},{x,—s,s},{y,—s,s},DisplayFunction —>Identity ];
g2=Plot3D[1+y,{x,—s,s},{y,—s,s },DisplayFunction —>Identity ];
Show[{g2,gl},DisplayFunction —>$DisplayFunction ];

| Mathematica |
s=4;
fx_,y-] = Cos[xxy]+Sin[y];
gl=Plot3D[{f[x,y],GrayLevel[0.5]},{x,—s,s}.{y,—s,s}];
g2=Plot3D[1+y,{x,—s,s},{y,—s,s }1;

7-56 Beispiel : Um die Taylorentwicklung der Funktion in Abbildung 7.15

f(z,y) =e" cos (3y)

bei (2o, yo) = (0, 0) zu bestimmen betrachten wir die folgende Tabelle von partiellen Ableitungen

Funktion | bei (z,y) bei (0,0)
f e cos (3y) 1
fa ye®¥ cos (3y) 0
Ty xe™ cos (3y) —3e™ sin(3y) 0
fra y? e™ cos (3y) 0
fuy 22 e cos (3y) — 61 e sin (3y) —9e™ cos (3y) -9
[y e™ cos (3y) +yze®™ cos(3y) —3ye™ sin(3y) 1

Somit gilt die Approximation

Abbildung 7.15: Graphen der Funktion f(x,y) = €*¥ cos(3y) und der Taylorapproximation zweiter Ord-
nung
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f(Az, Ay) =~ 1+ % AzAy — g (Ay)?
oder auch

9
f(x,y) = %Y COS(?)y) ~ 1_|-xy_§y2

wobei der Fehler von dritter Ordnung beziiglich x und y ist. Fiir diese Funktion gilt auch

V£(0,0)=(0,0) und Hf(o,())_[(l) _19]

und die obige Approximation kann auch geschrieben werden als

f (@.y) ~ £ (0,0) + V£ (0,0) ( ) ) 45 (@) Hy (0,0) < ’ )
Y Y

und somit
1 0 1
e cos(3y) ~ 14+(0,0)- )43 (zy)- |
y ) 2 1 -9 y
1 Y 9 4
= 140+ < (z,y)- =l+zy—=-y
Die Approximation ist rechts in Abbildung 7.15 zu sehen. &

Funktionen der Form
2 2
f(x1,22) = apo + @101 + ao1x2 + a0 + a112122 + o225

heissen auch Fliichen zweiter Ordnung in R?. Diese Definition ist analog zu Flichen erster Ordnung, die
von der Form

f(x1,22) = ago + arox1 + ap12

sind und genau den Ebenen entsprechen.

7-57 Beispiel : Um die Fliche
z=f(z,y) =2

in Punkt (2, 3, 23) moglichst gut durch eine
(a) Ebene
(b) Fliche zweiter Ordnung

zu approximieren verwendet man die Taylorapproximationen von erster (bzw. zweiter) Ordnung. Dazu muss
man zuerst die partiellen Ableitungen bis und mit zweiter Ordnung bestimmen.

Funktion | bei (z, y) bei (2, 3)
f eV Inz 8
f:c ey lnx% 8 %
fy eV Iy 8In2
fa:a: ey lnxyigy 8 g
Ty ey n? o 8 (In2)?
fo | (424 3) [8 (424 )
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Somit gilt beim Punkt (2, 3)
f(2,3)=8 und Vf(2,3)=(12,81In2)
und die Hesse’sche Matrix ist gegeben durch

12 12In2 +4

H;(2,3) =
s (23 12In2+4  8(In2)?

(a) Die Approximation durch eine Ebene ist gegeben durch

F@tz,3+y) = (2+a) ~ f<2,3>+w<2,3>-($)
Yy

= 8+ 122+ 8In2y

(b) Die Approximation durch eine Fliche zweiter Ordnung ist gegeben durch
3+ €T 1 x
Y Y

= 8+122 482y + 6%+ (12In2 +4) 2y + 4 (In2)%y?

7.4 Anwendungen

7.4.1 Extremalprobleme

Fiir Funktionen einer Variablen haben wir Ableitungen verwendet um Extrema zu finden. Hierbei sind wir
auf das folgende Verhalten der Funktion f (x) beim Punkt xy gestossen.

1 (zg) =0 f kann ein Extremum bei ¢ haben

notwendige Bedingung

1 (zo) #0 / hat sicher kein Extremum bei x(
hinreichende Bedingung
f (zo) = 0und f” (o) <0 f hatein Maximum bei z¢
hinreichende Bedingung
[ (zo) =0und f” (z9) >0 f hatein Minimum bei

hinreichende Bedingung

f' (x0) =0und f” (x9) =0 f kann bei x¢ ein Minimum, Maximum,

oder auch einen Sattelpunkt haben

Nun versuchen wir dieses Resultat auf die Situation mehrerer unabhéngiger Variablen zu iibertragen.

7-58 Theorem : (Notwendige Bedingung fiir ein Extremum)
Sei D C R™ offen, ¥y € D und f € C* (D, R). Falls die Funktion f bei ¥y ein lokales Extremum
hat, so gilt

Vf(Zy) =0 oderauch f(Zy)=0 fir i=1,2,...,n

0
8@

Dieses Resultat sollte anschaulich sofort klar sein, da es der Bedingung einer horizontalen Tangentialebene
entspricht. Die Funktion darf in keine Richtung ansteigen, also muss der Gradient ein Nullvektor sein.
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Beweis : Der Beweis ist analog zum eindimensionalen Fall. Falls die Funktion bei Z ein lokales Maximum
hat gilt f (Zo) > f (Zo + t e;) fiir gentigend kleine Werte von ¢. Somit gilt

0 1
=)~ lim ~ - N () >
o, 4 (Fo) = lim = (f (Zo +1e) — [ (7)) >0
>0
und ebenso 9 )
— 7)) = lim - P —te) — F(2n)) >
oz, f (@) = lim - (f (Zo —te) — f (o)) >0
>0
Somit muss 8%1- f (Zo) = 0 gelten. Die Bedingung ist richtig fiir alle Koordinatenrichtungeni = 1,2,...,n
und somit sind alle Komponenten des Gradienten bei Zy Null. O

7-59 Beispiel : Um die Minimalstelle der Funktion
flzy)=e Vo

zu finden, miissen wir den Punkt mit horizontaler Tangentialebene berechnen (siehe Abbildung 7.16).

Y]

y-Achse

Abbildung 7.16: Der Graph von e~¥**+ 2 und der Tangentialebene im Minimalpunkt

Das fiihrt auf die beiden Gleichungen

O (@0,40) _ -sgan(y 4 a) =0
ox

9f (o, 90) _ —e U0 2yg g =0
dy

mit der offensichtlichen Losung (z¢,%0) = (—1,0). Die Funktion nimmt also ihren Minimalwert von —e™*

im Punkt (z,y) = (—1,0) an. &
In der eindimensionalen Situation steckt im Vorzeichen der zweiten Ableitung Information iiber die Art

des Extremums. Die Situation bei mehreren Variablen ist durchaus vergleichbar und wir werden den Fall
von zwei Variablen sorgfiltig durchdiskutieren. Dazu werden wir ein Lemma (Hilfsresultat) verwenden.
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7-60 Lemma : Seien a, b, c € R Konstanten und die Funktion f gegeben durch
flz,y) =az®+2bxy+ cy?
Dann gilt

b —ac>0 = die Funktion f hat bei (0,0) einen Sattelpunkt
¥ —ac<0 und a<0 = die Funktion f hat bei (0,0) ein Maximum
¥ —ac<0 und a>0 = die Funktion f hat bei (0,0) ein Minimum

Beweis : Offensichtlich gilt
£(0,0)=0 und V£(0,0) = (0,0)
und somit ist das Vorzeichen der Funktionswerte zu untersuchen. Betrachte
2\ 2 T
f(z,y) = y? (a (> +2b— +c> =y? (az2 +2bz+c) =42 g(2)
Y Y
wobei z = z/y. Die Funktion g hat Nullstellen bei

Z19 = i (72b:|: \/4b274ac> = L (fb:I: Vb2 — ac)

a

(a) Ist D = b?> — ac > 0, so hat die Funktion g reelle Nullstellen und es gibt somit Bereiche von z =
x/y auf denen f positiv ist und auch Bereiche auf denen f negativ ist. Beide Bereiche beriihren den

Ursprung in der xy—Ebene. Somit hat die Funktion f weder ein Maximum, noch ein Minimum.

(b) Ist D = b> — ac < 0, so hat die Funktion g keine reelle Nullstellen und ist somit entweder positiv
oder negativ. In diesem Falle miissen a und ¢ das selbe Vorzeichen haben. Wegen g (0) = c entscheidet
somit das Vorzeichen von ¢ ob die Funktion f bei (0,0) ein Maximum (¢ < 0) oder ein Minimum

(¢ > 0) hat.

7-61 Theorem : (Hinreichende Bedingung fiir ein Extremum)
Sei D C R? offen, (zo,y0) € D und f € C? (D, R). Weiter sei

Vf (anyO) = (070) und D = (fa:y (1’073/0))2 - fxx (1'07y0) : fyy (wanO)

Dann gilt

(a) Ist D > 0, so hat die Funktion z = f (x,y) einen Sattelpunkt bei (x¢, yo).

(b) Ist D < 0 und f; (x0,y0) < 0, so hat die Funktion z = f (x,y) ein lokales Maximum bei (¢, yo).

(¢) Ist D < 0 und f, (z0,y0) > 0, so hat die Funktion z = f (z,y) ein lokales Minimum bei (x¢, o).

(d) Ist D = 0, kann die Funktion z = f (x,y) bei (zo,yo) ein lokales Minimum, Maximum oder auch

einen Sattelpunkt haben.
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Beweis : Der Beweis beruht auf der Taylorapproximation zweiter Ordnung

f(zo+ Az, y0 + Ay) =~ f(x0,%0)
+fx (x()?y()) Ax + fy (3307?/0) Ay

b (e (0,0) (A2)? 12 Fay (0,30) Acdy + fyy (r0,30) (A9)°)
= [ (o0, 90)
by (e (20,90) (D) +2 fry (20,30) Aady + fy (w0, 30) ()

und dem obigen Lemma mit a = fyz (20,%0), b = fay (%0, yo) und ¢ = fyy (z0,y0). Ist D = 0, entscheiden
die Terme hoherer Ordnung iiber die Art des Punktes. O

7-62 Beispiel : Fiir die Funktion
z=f(z,y) =222 +3xy+2y°> -5z —-2y+5

gilt
0
9f = 4x+3y—5
or
0
of = 3rv+4y—2
Ay
und somit miissen bei einem Extremum die Gleichungen
4z+3y=>5
Sz+4y=2

erfiillt sein. Dieses lineare System von Gleichungen wird gelost durch (zg, y9) = (2, —1). Wegen

f:c:c:4 B fyy:4 5 f:cy:3

gilt D =3%—4-4 < 0und fz; > 0 und somit hat die Funktion bei (2, —1) ein lokales Minimum von
f(2,—1) = 1. Dies wird bestitigt durch Abbildung 7.17. &

7-63 Definition : Sei f : D — R eine stetige Abbildung. Der Punkt Zy € D heisst kritischer Punkt der
Funktion f, falls

o Vf (&) =0 oder
e f ist nicht differenzierbar bei Z.
Gemiss der notwendigen Bedingung fiir Extrema sind kritische Punkte und Randpunkte von D Kandi-

daten fiir Extremalpunkte der Funktion. Diese Situation entspricht genau dem eindimensionalen Fall. Wir
konnen das folgende systematische Vorgehen zum Finden von Extremas einer Funktion

f: D —R
festlegen:
1. Bestimme den Definitionsbereich D und dessen Rand 0D. Stelle sicher, dass die Funktion stetig ist.
2. Finde alle kritischen Punkte von f in D und klassifiziere sie.
3. Untersuche den Rand 0D auf eventuelle Extrema.

4. Kombiniere die obigen Resultate und finde das globale Extremum.
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180
160
140
120
100
80
60
40
20

x-Achse

Abbildung 7.17: Der Graph von 222 + 32y +2y% — 5z — 2y +5

7-64 Beispiel : Eine rechteckige, oben offene Schachtel der Hohe z, Breite « und Tiefe y muss so dimen-
sioniert werden, dass bei gegebenem Volumen V' die Fldache von Boden und Wianden méglichst klein wird.

Losung: Es gilt
V = zyz
A = zy+2x2+2yz

Da das Volumen fest vorgegeben ist, kann die Variable z durch z = V/(z y) eliminiert werden und es muss
das Minimum der Funktion

|4 |4 v |4

fl,y) =zy+20—+2y —=zy+2—+2—

Ty Ty Y x
gefunden werden. Der Definitionsbereich D dieser Funktion ist der erste Quadrant der xy—Ebene. Der Rand
0D besteht aus den positiven z— und y—Halbachsen. Konvergiert (x,y) gegen diesen Rand, so konvergiert
f (z,y) gegen +oo und somit sicher nicht minimal. Die Bedingung V f = 0 wird hier zum Gleichungssy-
stem

af 2V
05 v
oy ¥

Wir konnen mittels der ersten Gleichung y als Funktion von = schreiben und in der zweiten Gleichung

einsetzen. Das fiihrt auf
2V 2V xt 0
12 (2V/x2)? 2V

Diese Gleichung lisst sich leicht nach x auflosen mit dem Resultat

=2V

X

Mittels elementarer Algebra erhilt man nun

2V (AVY V3V a

t=y=+Vv2V und z=

2
2zy  2(2V)2 2 2

Somit hat die optimale Schachtel einen quadratischen Grundriss und ist halb so hoch wie breit. &
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7-65 Beispiel : Die kritischen Punkte der Funktion

fz,y) = wy? e @I/

sind bestimmt durch die Gleichungen

RS
A
A N
AL
s
SN

x-Achse 3

Abbildung 7.18: Der Graph einer Funktion mit vielen kritischen Punkten

of —(x24y2)/4 (,2 2,2
= = & — 2
0="" e (v* —2*y°/2)
0= of e (@ +y*)/4 (2zy—2y*/2)

=5
Da die Exponentialfunktion nie Null ist entspricht dies dem nichtlinearen Gleichungssystem
v (2-2%) =
Ty (4 — y2) =
Die Losungsmenge dieses Systems besteht aus verschiedenen Teilen.
1. Da fiir y = 0 beide Gleichungen geldst werden, besteht die x—Achse aus kritischen Punkten.

2. Fiir z = ++/2 ist die erste Gleichung gelost und damit die zweite Gleichung auch richtig ist, muss y =
42 sein. Das ergibt vier weitere kritische Punkte. Durch Studium der partiellen Ableitungen zweiter

Ordnung kann man auch ohne Abbildung 7.18 entscheiden ob Maxima, Minima oder Sattelpunkte
vorliegen.

o

7-66 Beispiel : Gesucht wird der Punkt (x, y) in der Ebene, so dass die Summe der Absténde zu den festen
Punkten (21, 1), (2, y2) und (x3, y3) minimal wird.
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(z2,y2)
(z,9)
(z1,91)
(3,93)
Losung: Die Quadrate der Absténde sind gegeben durch
di = (x—21)°+ y—m)
ds = (z—22)>+ (y—12)?
di = (z—23)°+(y—u3)’

und zu minimieren ist die Funktion
f(x,y) =di+dy+d3

Durch sorgfiltiges Ableiten kommt man auf das Gleichungssystem

o _ _ _
AR et L e N e
ox d1 d2 d3
o _ _ _
of _ y—w y-v y-uys_
y dy do ds
oder auch
T—T1  T—Ty T —T3
dy dy B ds
Yoy Y—Y YU
d1 d2 dS

Durch Quadrieren und Addieren dieser beiden Gleichungen erhilt man die Bedingung

(m—wl)(ﬂ?—xz)+2 (y—vy1) (v —y2)

=1
d1 dg dl d2

1+1+2

oder auch ' B
& do (@ —a1) (& —@2) + (y —y1) (y —92)) =

Verwendet man die Vektoren

. r — X . Xr — I9
v1—< ) und v2—< )
Yy—mu Yy—1y2

so gilt d; = ||#1]| und dy = ||2|| und die obige Bedingung kann mit dem Skalarprodukt auch geschrieben
werden als

ol vy 1

didy 2
Somit muss der von ¢, und v, eingeschlossene Winkel 120° sein. Mit dem selben Rechenweg zeigt man,
dass auch die beiden anderen Winkel je 120° sein miissen. &
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7-67 Beispiel : Bei einem sehr langen Blech der Breite 1 soll auf beiden Seiten ein Stiick der Lange « um
einen Winkel ¢ nach oben gebogen werden, sodass die Querschnittfliche A fiir den zu bildenden Kanal
moglichst gross wird. Zu bestimmen sind z und ¢.

x X

10} 1—2x 10}

Losung: Die zu optimierende Fliche besteht aus einem Rechteck und zwei Dreiecken und ist gegeben durch
. L.
A = (1-2x)xzsing+2 57 sin ¢ x cos ¢
= xsing+2? (sin¢g cos¢ — 2 sin @)

wobei der Bereich 0 < z < 1/2und 0 < ¢ < m zu untersuchen ist. Diese Funktion ist iiberall oft
differenzierbar. Wir untersuchen zuerst die Nullstellen des Gradienten als Kandidaten fiir Extrema.

O:%A = sing+2x (sing cos¢ — 2 sin ¢)
x
0286;1 = zcos¢+ 2> (0082¢—sin2¢—2005¢>)

Ohne die relevante Losungmenge zu dndern darf die erste Gleichung durch sin ¢ dividiert werden und die
zweite durch x mit den neuen Gleichungen

1+2z (cosp—2) = 0
cos ¢+ x (COSQ¢— sin? ¢ — 2 cosqS) =0
Hier fiihren wir die neue Variable z = cos ¢ ein und verwenden sin?¢¢ = 1 — cos> ¢ = 1 — 2% um zum
nichtlinearen Gleichungssystem
1422 (2—2) = 0
z+z (222—1—22) =

zu gelangen. Hier konnen wir die erste Gleichung nach z = 1/(2(2 — z)) auflosen und in der zweiten
Gleichung einsetzen mit dem Ergebnis

ztx (222 -1-22)=z+ )@£—1—2a:0

22—z
Da z < 1 diirfen wir diese Gleichung mit 2 (2 — z) multiplizieren und erhalten
2(2—2)24222-1-22=22-1=0

Somit muss z = cos ¢ = 1/2 sein und ¢ = 7/3 = 60°. Daraus folgt sofort z = 1/3.
Der Rand des Definitionsbereichs besteht aus vier Teilen

o=0 und 0<z<1/2

o= und 0<z<1/2
0<op<m und z=0
0<op<m und x=1/2
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Entlang der ersten drei Teilstiicke ist die Funktion A (x,¢) = 0 und somit sicher nicht maximal. Entlang
der vierten Kante gilt fiir 0 < ¢ <

A
%’t =sing (cos¢p —1) <0

Somit nimmt die Funktion zu falls wir uns in den Definitinsbereich hineinbewegen, d.h. falls = kleiner
gemacht wird. Das Maximum wird also auch nicht auf dem vierten Teilstiick des Randes angenommen.
Somit wird der maximale Wert der Fliche A angenommen bei

r=1/3 und ¢=7/3=060°

7.4.2 Das Differential, lineare Approximationen und Fehlerrechnung

In diesem Abschnitt werden drei eng verwandte Anwendungen der Differentialrechnung vorgestellt. Die
Notationen sind sehr dhnlich, manchmal sogar identisch bei verschiedener Bedeutung. Bei einem konkreten
Beispiel muss zuerst abgeklédrt werden um welchen Typ Anwendung es sich handelt.

Das Differential

Fiir oft differenzierbare Funktionen einer Variablen gilt

Ay=f(z+Az) = f(z) = f(z) + [ (z) Az — f(z) = [/ () Az
oder etwas kiirzer
Ay~ f'(z) Ax

Hierbei wurde die Differenz mittels der richtigen (nichtlinearen) Funktion f bestimmt. Ersetzt man die
Kurve durch die Tangente im Punkt (x, f (z)) und Ay durch die Differenz dy der Werte der Tangente, so
gilt

dr = Az

dy = f'(z)dx

dy =~ Ay falls dx geniigend klein

Der Ausdruck dy = f' (x) dz heisst auch Differential der Funktion y = f (z).
Fiir Funktionen mehrerer Variablen kann man die selben Begriffe einfiihren. Sei also z = f (z,y) und

Az = f(z+Ax,y+ Ay) — f(z,y)

of(z,y) Ax+8f(x7y) Ay

Ox oy

wobei wir die Approximation der Fliche z = f (z,y) durch die Tangentialebene im Punkt (x,y, f (z,v))
verwendet haben. Das Differential der Funktion f (x,y) ist nun charakterisiert durch die Beziehungen

dr = Az
dy = Ay
of of
df =dz = ——dx+ ——d
4 : ox v Oy Y
dz = Az falls dr und dy geniigend klein

SHA 29-11-19



KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN 287

7-68 Beispiel : Die partiellen Ableitungen der Funktion

f(z,y) = e" sin(2y)

sind gegeben durch
0
T)gcf = €% sin(2y)
0
85 = 2¢€" cos(2y)

und somit ist das Differential gegeben durch

df = e" sin (2y) dz +2¢€” cos (2y) dy

7-69 Beispiel : Fiir das Volumen eines Quaders gilt
V=zxyz
Hieraus kann man das totale Differential bestimmen
dV =yzder+xzdy+zydz
Dies sollte verglichen werden mit der exakten Differenz

AV = (z+Az)(y+Ay)(z+ Az) —zy=z
= yzAz+zzAy+zylAz
+r AyAz+yAx Az + 2 Az Ay + Az Ay Az

Es sollte klar sein, dass fiir kleine Werte von Ax, Ay und Az die Approximation AV = dV gut ist. &

Fehlerrechnung, Abschiitzen des maximalen Fehlers mittels einer linearen Approximation

Eine sehr wichtige Anwendung der Differentiale (oder der Taylorapproximation erster Ordnung) ist die
Fehlerrechnung. Hierzu verwenden wir die folgenden Notationen

X = wahrer Wert einer zu messenden Grosse
xr = gemessener Wert einer zu messenden Grosse
¢ =x — X = wahrer Fehler der zu messenden Grosse
Ax = geschitzter Wert fiir ¢

Man schreibt X = x+ Az falls z—|Az| < X < z+]|Az|. Es sind zwei Arten von Fehlern zu unterscheiden

Az = absoluter Fehler
Az

x

= relativer Fehler

Nun ist das folgende Grundproblem zu betrachten: eine Grosse Y kann nicht direkt gemessen werden,
aber aus den messbaren Grossen X1, Xo, ..., X, kann mit der Beziehung

Y =f(X1,Xo,...,X5)

die Grosse berechnet werden. Die Grossen X; konnen leider nicht exakt gemessen werden, sondern sind
durch die fehlerbehafteten Messungen X; = x; + Ax; gegeben. Offensichtlich liefert

y=f(z1,22,...,2n)
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eine Schitzung fiir den wahren Wert Y. Nun ist der Fehler Ay zu finden. Hierzu bestimmt man das Diffe-
rential dy und ,hofft* auf die Approximation Ay ~ dy. Das fiihrt auf

d.%’l
d.fCl
dy = Vf-
dz.,
of af of
a—xldajl—i-a—x?da:g—i-...—ka—xndxn
oder auch ot ot ot

Da wir in den Beziehungen X; = x; + Axz; keine Information iiber das Vorzeichen der Messfehler haben,
konnen wir aus der obigen Beziehung mittels dz; = Ax; nur den moglichen Maximalfehler abschétzen

durch 3 3
+ iAazg +...+ iAzn

af
< |— .
|Ay‘ - ‘8$1 d 0xo Oxy,

7-70 Beispiel : Von einem Punkt C' aus misst man die Abstidnde a und b zu Punkten A und B. Der Winkel
zwischen den Verbindungslinien sei durch v gegeben. Zu bestimmen ist der Abstand ¢ der Punkte A und B.

A
a = 364.76m Lt5cm
a B b = 402.35m=*£5cm
v b v o= 6814 £ 1

Losung: Der Cosinussatz impliziert

A =a>+b*>—2ab cosy

und somit

c= f(a,by)=+va2+b2—2ab cosy

Durch einsetzen der Werte von a, bund v = (68 + #5) 1% erhalten wir leicht
c=431.38m

Nun geht es darum den Fehler zu finden. Dazu sind die partiellen Ableitungen von f zu bestimmen.

df _ a—bcosy
da c
Of _ b—acosy
ob c
Of _ absiny
oy c
Daraus folgt
of of of
< |ZL ZJ ZJ
|Ac| < 9 Aal| + o Ab’ + a9 Axy
_ a—bccosv Aa’+‘b_aCC087 Ab'—i— absclnfy A’y'
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Durch einsetzen von Aa = Ab = 0.05m und Ay = 1554 erhilt man
|Ac| <0.15m

und somit
c=431.38m £ 0.15m

%

7-71 Beispiel : Aus einer Messung der Stromes I = (15 =+ 0.3) A und der Spannung U = (110 & 2) V soll
mittels des Ohmschen Gesetzes der Widerstand R und der maximale relative Fehler bestimmt werden.

Losung: Wegen U = R [ gilt
U
und somit R = 7.3 (. Fiir den Fehler gilt

of O0f A

AR| < AU| + AU| + |—= AT

arl < [ 0]+ [57 81| [ 20+ | 77 o1
Fiir den maximalen relativen Fehler haben wir also

AR 2 0.3

— = A — — 4+ — ~0.04

R ’ Rl < ‘ ~ 110 + 15 0.0
Der maximale absolute Fehler ist gegeben durch 0.04 - 7.3 2 =~ 0.3 (2. &

7-72 Beispiel : Fiir ein Pendel der Linge [ = 118.5 c¢m und Schwingungsdauer 7' = 2.180 s gilt die
Beziehung

T=2m4/—
g

Somit kann die Gravitationskonstante g bestimmt werden. Wie genau miissen [ und 7' gemessen werden,
damit Ag < 1¢cm/s%?

Losung: Durch Auflésen der obigen Gleichung erhilt man

l
g=dn’ = =f(.T)

Mit den partiellen Ableitungen

dg 1 dg 9 1
ol 47T ﬁ und aiT = -8 T3
folgt sofort
2
Ag <’9Az‘ ’%AT‘ ‘Al 8;31AT’

Verteilt man den tolerierten Fehler von 0.01 5 gleichmiissig auf die beiden Beitrédge, so sind die Bedingun-
gen

472 m
Tz Al < 0.005 2
8712 m
T3 AT < 0.005 2

zu erfiillen. Dies fiihrt auf die Genauigkeitsanforderungen

Al <0.0006m und AT < 0.00055 s
%
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Gauss’sche Fehlerfortpflanzung

Bei Messungen sind die Einzelresultate immer mit Messunsicherheiten behaftet. Oft nimmt man an, dass die
gemessenen Werte durch eine Normalverteilung um den wahren Wert gegeben sind. Eine solche Verteilung
mit Mittelwert ¢ und Standardabweichung o ist beschrieben durch die kontinuierliche Wahrscheinlichkeits-

verteilung
1 -1 /x—p 2
xTr) = ex —_—
p(x) = ——— exp | - ( - >

Die zu untersuchende Grosse y hingt von den gemessenen Grossen x;. Die Abhingigkeit sei beschrieben
durch eine Funktion

y=f(&) = flxi22,...,20)

Nun muss mit Hilfe der Standardabweichungen o; der Grossen x; die Standardabweichung o, geschitzt
werden. Als Hilfsmittel wird auch hier eine lineare Approximation

~ 97 9f 9f
AyN@xl A:E1+8x2 Azo +...+8xn

eingesetzt, die nur gerechtfertigt ist, falls o; geniigen klein ist.

Az,

Mit Hilfe von miihsamen Integralberechnungen’ kann die Varianz einer Summe von statistisch un-
abhingigen, normalverteiten Grossen bestimmt werden.

V($1+£L‘2) = Vi(xy)+V(x2)

2 Die Wahrscheinlichkeitsdichte p, dass die Summe x; + 2 bei p1 + p2 + x liegt ist gegeben durch

plpa +p2+a) = / pi(pr + @ — 2) - pa(pz + 2) dz

— 00

= 1 71 /00 ex —1<x—z)2 ex _I(Z)Q dz
o1 V2T 02V21 J_oo P 2 o1 P 2 o2

Um das Intergal zu bestimmen sind die Exponenten etwas genauer anzusehen.

2 2
T —z z

sum = ( ) —|—<—)
g1 a2

2 2
g1 09 - Sum

2

2 2 2 2 2 2y 2 2 2
o3 (x—2)"+012°=(01+03)2"—205x 2405
2 2,42 2.2

o 2 2y 2 2 2 PR (0235) 2 2 (‘7296')
= (01 +03) 27 —24/0o% + 03 z2+ =5 5 | +oz 2" — = 5
Voi+o3 o1 + 03 oi to

2

Voi+o3 o2 2?2 02 4 0% — o2

sum = z= P SR
0102 010202 + 03 oy 01+ 03

Das Integral

/oo exp <1 o'% +a§ Z2> de = o102V2T
5 Voi+ o3

2
) 2 oio;

impliziert nun

2
p(# tu +x) 1 1 o102V2T exp —1 x
2 = - |
! o1V2m o2 V21 \Jo} + o2 2 \o?+ o2

2
1 —1 T

= —— exp| — | —

\/O‘%—FO'S V2w 2 \/0’%-6-(75
Somit ist die Verteilungsfunktion der Summe x = x1 + x2 von zwei normalverteilten Variablen gegeben durch

1 1 :
—1(z—p1— po
pr)=———— exp| — | —
(=) Voi+oi2m <2 < Vo?+ o2 ) >

d.h. eine Normalverteilung mit Mittelwert 1 + po und Standardabweichung /0% + 03.
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Vimz) = a3V (x)
V(Zaixi) = Za?V(xi)

Hingt nun eine Grosse ¢ von T ab und sind die Varianzen der unabhingigen Grossen x; geschitzt durch
V; = V(x;) so kann die Varianz der abhéngigen Grosse y wegen

~ 9f of 9f
Ay ~ P A$1+8$2 Azo +...+8mn Az,

geschitzt werden durch
V(y) ~ (aibl) V(l‘l) + (8:132) V(xg) +...+ (81‘” V(:En)

Dieses Fehlerfortpfanzungsgesetz von Gauss kann auch fiir die Standardabweichungen formuliert werden

()z ~ \/(ax]> 1 <ax2 C‘Z -..+ 781-” o)

7-73 Beispiel : Im Beispiel 7-71 konnen die Toleranzangaben fiir Strom (I = (15 + 0.3) A) und Span-
nung (U = (110 + 2) V') auch die Standardabweichungen reprisentieren. Nun soll mittels des Gauss’schen
Fehlerfortpflanzungsgesetzes die Standardabweichung des Widerstandes R bestimmt werden.

Losung: Wegen U = R [ gilt

U
und somit R = 7.3 (). Die partiellen Ableitungen sind gegeben durch
OR 1 OR_ U
ou I o — I?

und somit

OR\?> OR\? 1\? —U\?

Das fiihrt auf eine Standardabweichung von o =~ 0.2 €2 fiir den Widerstand.

Dieser Wert ist kleiner als der maximale absolute Fehler in Beispiel 7-71. Die Berechnungen mittels
Gauss’schem Fehlerfortpflanzungsgesetz berticksichtigen, dass die verschiedenen Fehlerbeitrige in ver-
schiedene Richtungen gehen kénnen und sich somit teilweise kompensieren. Es ist zu beachten, dass eine
statistische Aussage gemacht und somit der Fehler auch grosser als die berechnete Standardabweichung sein
kann. &

7.4.3 Losen von mehreren nichtlinearen Gleichungen (Newton)
Repetition: das Verfahren von Newton um eine nichtlineare Gleichung zu losen

In einem fritheren Kapitel haben wir Nullstellen einer nichtlinearen Funktion gesucht, d.h. Losungen von
Gleichungen

f(x)=0

Dabei sind wir davon ausgegangen bereits eine gute Ndherung xg zu kennen. Dann ersetzt man die Funktion
f () durch die Gleichung der Tangente im Punkt (¢, f (x)) an die Kurve und 15st deshalb

flxo+ Az) & f(z0) + [ (z0)Az =0

SHA 29-11-19



KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN 292

Lost man diese Gleichung auf nach x = z¢ + Az, so fiihrt das zu einer (hoffentlich) besseren Ndherung

f(20)
f'(wo)

Tr1 = Xy —

Das fiihrt zu der Iterationsvorschrift

T T T )
n

Dies fiihrt zu einer Folge von Werten 2, und man hofft, dass x,, — z mit f (z) = 0. Das folgende Theorem
zeigt, dass dieses Verfahren oft zum Erfolg fiihrt, d.h. zu einer Losung der Gleichung.

7-74 Theorem : Sei f eine stetig differenzierbare Funktion und f (z) = 0. Ist f'(x) # O fiir alle x in einer
Umgebung von z und ist xo nahe genug bei z so konvergiert die induktiv definierte Folge

it = o s

gegen die Losung z der Gleichung f(x) = 0.
Ist die Funktion zwei mal stetig differenzierbar (d.h f'(x) ist stetig differenzierbar), so konvergiert das
Verfahren quadratisch, d.h. die Anzahl der exakten Stellen wird bei jedem Schritt verdoppelt.

Newton—Verfahren fiir zwei Gleichungen

Gesucht sind Losungen eines Systems von zwei Gleichungen in zwei Unbekannten

Statt der ‘richtigen’ Funktionen untersuchen wir die linearen Approximationen

0 0
f o+ Ao+ Ag) = f (an ) + 50 Aa o+ 5 Ay
g (zo + Az, yo + Ay) %9($0,y0)+ngm+ngy

Nun geht es darum, zu gegebenen x und ¥, die passenden Az und Ay zu finden, sodass

) )
F o) + 2L e+ Y ay—o
g
g g
g(xo,yo)Jr&U Ax—i-ay Ay =0

Um Schreibarbeit zu sparen wird oft die folgende Notation verwendet:

_of _of

fx*% fy*aiy-

Somit konnen die approximativen Gleichungen geschrieben werden als
f (0, y0) e Az ) [0 7
g (.’EQ, y()) Ay 0
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wobei die 222 Matrix A gegeben ist durch

A=

fz (2o, yo0) fy(i’o,yo)]
9z (20, %0) gy (T0,%0)

Diese Matrix ist invertierbar, falls die Determinante von Null verschieden ist und in jeder guten For-
melsammlung findet man das Resultat

A_1:[fx fy]_lz 1 [ Gy _fy]
9z Gy fxgy—gmfy —Jx f:z:

Falls A invertierbar ist, kann dieses Gleichungssystem aufgelost werden nach Az und Ay durch

( Az ) AL ( f (z0,%0) )
Ay g (w0, y0)

Nun kann genauso wie im Falle von einer Gleichung ein iteratives Verfahren aufgestellt werden. Dadurch
erhilt man das Iterationsverfahren von Newton zur Losung von zwei Gleichungen in zwei Unbekannten.

<$n+1>:<xn>+<A$>:<xn>_A_1.<f($nayn))
Ynt1 Yn Ay Yn 9 (Zn, Yn)

wobei die partiellen Ableitungen von f und g in der Matrix A~! (bzw. A) fiir Argumente z,, und ,, ausge-
wertet werden miissen.

Diese Formel sollte in mit der iiblichen Iterationsformel von Newton fiir das Losen einer Gleichung
verglichen werden.

1
LIp+1 = Tn — 7 (SL’ )
n

Das entsprechende Theorem ist ebenfalls sehr @hnlich.

7-75 Theorem : Scien f und g zwei stetig differenzierbare Funktionen mit f (Z,9) = 0 und g (&,9) = 0.
Gilt

fo (2,9) 9y (2,9) — 92 (2,9) fy (2,9) #0
und ist der Startpunkt (z, yo) nahe genug bei (&, 1), so konvergiert die durch das Newton—Verfahren ent-
stehende Folge (x,,, yn) gegen (&, 1), d.h. die Lésung der beiden Gleichungen

{f(wny):O

g(z,y) =0

Falls die Funktionen zwei mal stetig differenzierbar sind und die Matrix A invertierbar ist, so konvergiert
das Verfahren quadratisch. Somit ist das Verfahren ausserordentlich schnell, falls es anwendbar ist.

Das Newton Verfahren hat einen gravierenden Nachteil: eine erste Schitzung der Losung muss bereits
bekannt sein. Ansonsten kann es sein, dass das Verfahren nicht konvergiert, oder nicht gegen die gewiinsch-
te Losung. Beispiele hierzu wurden beim Newton—Verfahren fiir eine Gleichung mit einer Unbekannten
ausfiihrlich diskutiert. Zusammenfassend kann gesagt werden:
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Das Newton Verfahren ist ungeeignet Losungen zu suchen, aber sehr effizient beim genauen Be-
rechnen der Nullstellen.

7-76 Beispiel : Untersuchen Sie das Gleichungssystem
22 +4y2 =1
dat+y? =1

mit den geschitzten Startwerten xg = 1 und yg = 1. Nun sollen einige Schritte des Verfahrens von Newton
angewandt werden.

Mit fi(z,y) = 2? + 4y> — 1 und fo(z,y) = 42* + y? — 1 finden wir die Matrix der partiellen

Ableitungen
ofi 9f
) )
& of 162° 2y

und fiir (zo, yo) = (1, 1) finden wir die Werte f1(zo,y0) = 4 und fa(zg,yo) = 4. Daraus erzeugen wir
ein lineares Gleichungssystem fiir 1 und y;.

)l o))
(o)) (2] ()= (e

Das ist das Resultat des ersten Newton Schrittes.
Fiir den nichsten Schritt verwenden wir f1(z1,y1) =~ 0.853 und f2(z1,y1) =~ 0.993 und erhalten ein
lineares Gleichungssystem fiir 2 und y».

0.853 n 1.6129 4.3871 z2— 0806 \ [0
0.993 8.3918 1.0968 y2 — 0.548 0

Diese und dhnliche Rechnungen fiihren auf

und somit

Q

zo = 1 1w = 1

1 = 0.8064516 y1 = 0.5483870
ro2 = 0.7088993 y2 = 0.3897547
rg = 0.6837299 ys = 0.3658653
e = 0.6821996 ya = 0.3655839
r7 = 0.6821941 yr = 0.3655855

Wir beobachten eine sehr rasche Konvergenz der Losung.

Der obige Algorithmus kann auch in Octave implementiert werden. Die unten-stehende Funktion NewtonSolve ()
bendtigt den Startwert x(, die Funktionen f und DF' (fiir die partiellen Ableitungen) als Argument und
berechnet eine Losung des Gleichungssystems f(Z) = 0 . Die gewlinschte Genauigkeit kann als viertes
Argument iibergeben werden, ansonsten wird 10~! verwendet. Es werden maximal 20 Iterationsschritte
ausgefiihrt. Als Resultat wird die Losung und die Anzahl der Iterationsschritte zuriickgegeben.

| NewtonSolve.m
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function [x,counter] = NewtonSolve(f,Df,x0, atol)

if nargin<4 atol = le—10; endif;

maxit = 20; counter = 0; x = x0;
do
x0ld = x;
x = x—feval (Df,x)\ feval (f,x);
counter++;
until ((counter>=maxit) || (norm(xOld—x)<atol))
endfunction

Das obige Beispielproblem kann nun geldst werden durch

I Octave

9%% script file to solve a simple system of equations
x0 = [1;1];

function y = F(x)
y = [x(1)"2+4xx(2)"2—1;
4xx(1)"4 + x(2)"2—117;
endfunction

function dy = DF(x)

dy = [2xx(1) , 8xx(2);
16xx(1)"3, 2xx(2)];
endfunction

| [x,counter] = NewtonSolve('F’,’DF’,x0) |

Bemerkung: Die obige Idee und Rechnungen lassen sich ohne grossere Schwierigkeiten auf mehr als zwei
Gleichungen und Variablen iibertragen. Ein Beispiel finden Sie in der Losung von Aufgabe 7-54.

Bemerkung: Wird das Verfahren auf ein lineares, eindeutig 16sbares Gleichungssystem angewandt, so ergibt
sich nach dem ersten Schritt die exakte Losung, unabhingig vom gewihlten Anfangswert. Warum?

Bemerkung: Um die verlangten Rechenschritte ausfithren zu kdnnen, muss man die entsprechenden parti-
ellen Ableitungen bestimmen, in die Formeln einsetzen und die Matrix invertieren, bzw. das lineare Glei-
chungssystem 16sen. Alle diese Schritte konnen modernen Rechnern (auch Taschenrechnern) libergeben
werden. Nur die Wahl des Anfangswertes verlangt meist doch noch etwas Denkarbeit.

Die oben vorgestellte Methode lésst sich sehr gut in Mathematica programmieren. Mit wenigen Zeilen
lassen sich die Gleichungen

fl(x>y) =0
fQ(Z',y) =0

approximativ auflésen nach x und y, wobei eine Startndherung eingegeben werden muss. Die ersten Zeilen
Code beinhalten die Formeln fiir die benétigten Ableitungen und fiir einen Schritt des Newton—Verfahrens.

| Mathematica |
df(x-,y-1 ={{DIfl[x,y].x].DIfl[x,y].yl},

yl.x
{DIf2[x,y1,x].DIf2[x,y].y1}};
zeroSearchStep[x_,y_] = {x,y} — Inverse[df[x,y]] . {fl[x,y],f2[x,y]} :
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Betrachtet man die Beispielgleichungen

filz,y) =22+942-1 =0
folzy) =z —siny =0

so konnen approximative Losungen nun leicht bestimmt werden.

| Mathematica
fl[x-,y-] x"2 +y"2 —1.0;
f2[x-,y-] = x= Sin[y];
{xi,yi} = {0.50,0.10} ;
Print[{O0,N[{xi,yi},20]}] ;
Do[ Print[{i,{xi,yi}=N[zeroSearchStep[xi,yi],20]}],{1,7}]

{0, {0.5, 0.1}}

{1, {1.049177805989002, 1.054110970054991}}
{2, {0.7383249480680551, 0.7886530710525955}}
{3, {0.6759171780064423, 0.7411398038178688}}
{4, {0.6736157174035347, 0.7390882024872592}}
{5, {0.6736120291919889, 0.7390851332227394}}
{6, {0.6736120291832149, 0.7390851332151608}}

{7, {0.6736120291832149, 0.7390851332151608}} |

Beachte, dass durch einen andere Wahl der Anfangswerte auch eine andere Losung des Systems gefun-
den wird.

| Mathematica |
{xi,yi} = {-0.50,0.10} ;
Print[{O,N[{xi,yi},20]}] ;
Do[ Print[{i,{xi,yi}=N[zeroSearchStep[xi,yi],10]}],{1,7}]

{0, {-0.5, 0.1}}

{1, {—1.577063244, —1.585316222}}
{2, {-1.010023345, —0.8877139389}}
{3, {-0.7063763008, —0.7779927889}}
{4, {—0.6746496052, —0.7398058757}}
{5. {—0.6736126098, —0.7390856824}}
{6, {—0.6736120292, —0.7390851332}}

{

| {7, {-0.6736120292, —0.7390851332}}

Das obige Gleichungssystem
filwy) =at+yP -1 =0
fo(z,y) =z —siny =0

kann auch mit Octave oder MATLAB gelost werden mit Hilfe des Befehls fsolve (). Dazu muss zuerst
die Funktion definiert werden und dann der Funktionsname mit dem Startwert als Parameter dem Befehl
fsolve () iibergeben werden.

| Octave
1; %% assure script file
function y = ff(x)
y = [x(1)"2 + x(2)"2—1; x(1) — sin(x(2))];
endfunction
[Y, FVEC, INFO, OUTPUT]= fsolve(’ff’,[0.5;0.1])
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I |
Da Octave nicht symbolisch ableiten kann miissen die Ableitung mit Hilfe von finiten Differenzen bestimmt
werden. Das verlangt einige zusitzliche Funktionsauswertungen. Im obigen Beispiel werden fiir 8 Iterati-
onsschritte 20 Funktionsauswertungen bendtigt. Alternativ kann man die Ableitungsformeln auskodieren
und anschliessend verwenden.

| Octave
1; %% assure script file
function [y,Dy] = ff2(x)
y = [x(1)"2 + x(2)"2—1; x(1) — sin(x(2))];
Dy = [2%x(1), 2%x(2); 1, —cos(x(2))];
endfunction

options=optimset(’ Jacobian’,’on’)

| [Y, FVEC, INFO, OUIPUT, FJAC]= fsolve(’ ff2’,[0.5;0.1], options)

Nun werde fiir die 8 Iterationsschritte nur noch 11 Funktionsasuwertungen verwendet.

Extremalprobleme

Eine offensichtliche Anwendung des obigen Verfahrens liegt in der Bestimmung von Extrema. Eine not-
wendige Bedingung fiir ein lokales Extremum einer differenzierbaren Funktion f(x,y) ist

Somit ergibt sich fiir die Matrix A

Jeo  Jay -1 1 foy  —Jay
A= d Al =~
[ f:cy fyy ] o fszyy _f:%y [ _fwy Jae ]

und fiir die Iterationsvorschrift

( Tn+1 ) _ < Tn ) —A_l' ( f:r(xmyn) )
Yn+1 Yn fy (Tn, Yn)

Ist die Funktion mindestens zwei mal differenzierbar, die Matrix A invertierbar und liegen die gewi#hlten
Startwerte geniigend nahe bei der tatséchlichen Losung, so wird das Verfahren nach wenigen Schritten eine
sehr gute Approximation der Losung liefern.

Es muss unbedingt herausgestrichen werden, dass dieses Verfahren nur Nullstellen des Gradienten der
Funktion bestimmt. Insbesondere sind der Rand des zu untersuchenden Definitionsbereichs und Stellen, an
denen die Funktion nicht differenzierbar ist separat untersucht werden. Ebenso ist separat zu untersuchen,
ob ein lokales Minimum, Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt. Diese Probleme sind unabhéngig von der
hier vorgestellten Rechenmethode zu 16sen.

Das Rechenverfahren lésst sich auch leicht in Mathematica programmieren. Zuerst sollte aber ein Bei-
spiel vollstandig von Hand durchgerechnet werden.

7-77 Beispiel : Finde den Punkt (,y, ) auf der Fliche z = 22 + 2y? der dem Punkt (3,2, 1) am nichsten
ist.

Losung: Die folgenden Schritte sollten ausgefiihrt werden.

1. Zeichne die Fliche und mache basierend auf der Figur eine erste grobe Schétzung fiir den gesuchten
Punkt.
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4.
5.

. Zeige, dass grosse Werte von (z,y) sicher nicht in Frage kommen. Somit muss der gesuchte Punkt

ein kritischer Punkt der Distanzfunktion sein.

Bestimme die Distanz eines Punktes auf der Fliche vom Punkt (3, 2, 1) und stelle dann die Gleichun-
gen Vf(z,y) = (0,0) auf.

Lose die Gleichungen approximativ mit dem Newton Verfahren.

Verifikation der Losung.

Nun zur Umsetzung dieses Planes in konkrete Rechnungen.

1.

Die Fliache entspricht einem nach oben gedffneten Rotationsparaboloid, welches in y—Richtung mit
den Faktor v/2 gestaucht wurde. Als eine erste Schitzung des gewiinschten Punktes kann (1,1, 3)°
verwendet werden.

N
LI S S s |

Abbildung 7.19: Der Graph der Funktion z = z? + 21/

2. Gilt |x| > 10 oder |y| > 10, so ist z > 100 und somit der Abstand zum Punkt (3,2, 1) sicher

grosser als 50. Somit kdnnen wir uns problemlos auf den beschrinkten, abgeschlossenen Bereich
D = [-10,10] x [—10,10] fiir (x, y) beschrinken und wir wissen auch, dass die minimale Distanz
an einer Stelle (x,y) im Inneren von D angenommen wird, nicht auf dem Rand von D (Satz vom
Maximum).

. Wir miissen die Linge des Differenzenvektors

(x—3,y—2,2—1)

untersuchen. Wegen z = 2 + 2y ergibt sich

d(z,y) = /(x=3)2+ (y — 2)> + (22 + 22 — 1)?

und wir miissen das Minimum dieser Funktion suchen. Hat d (x,y) ein Minimum an einer Stelle
(x,y), so ist auch das Quadrat hiervon minimal. Somit ersetzen wir die obige Funktion d durch die
einfachere Funktion f

flay)=(@=3)°+ @y —27+ @*+2° - 1)

3Der Schiitzwert (2, 0, 4) fiihrt zu einem speziell einfach zu l6senden Gleichungssystem
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und suchen das Minimum hiervon. Die Berechnung der Gradienten von f ist einfach und es ergeben
sich die folgenden Gleichungen.

fa (z,9)
fy (a:,y)

2(z—3)+2(x*+2y2—1)2z =0
2(y—2)+2(@*+2y2 —1)4y =0

4. Diese Gleichungen lassen sich umschreiben zu

423 22 +8xy>—6 =0
822y +16y> —6y—4 =0

Nun muss dieses System von nichtlinearen Gleichungen gelost werden. Dazu benétigt man die Matrix

Ao y) = [ feo  foy ] _ [ 1222 — 2 + 82 16 2y ]

fey  fuy 16 zy 822 + 48y* — 6

Als ersten Wert fiir (x, y) verwenden wir die obige grobe Schitzung (1, 1) und somit

18 16
ALL) = 16 50

Man berechnet leicht
fz(1,1)=4 und f,(1,1) =14

und somit erhalten wir fiir die verbesserte Approximation (x1,y;) das folgende Gleichungssystem.

18(x1—1)4+16(y1 —1) =—4
16 (ry —1)+50(y1 —1) =-14

Dies entspricht genau dem Gleichungssystem
A 1,1 0
mit Az = 1 — 1 und Ay = y; — 1, oder auch
1 1,1
<$1 >:< )—A(l,l)_1<fx( ))
(1 1 fy(1,1)
Das urspriingliche Gleichungssystem kann vereinfacht werden zu

1821 4+ 16y = 30
1621 4+ 50y =52

und hat die Losungen
167 114

TIN5

5. Durch Einsetzen kann man verifizieren, dass 9 = f (1,1) > f (z1,y1) ~ 6.68.

Hier wird mit wenigen Zeilen Mathematica die selbe Rechnung nachvollzogen.
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| Mathematica
df[x_,y-1 ={D[f[x,y].x].D[f[x,y].yl} :
ddf[x_-,y-1 ={{DIf[x,y].{x,2}]1,D[f[x,y].x,y]},
{DIf[x,y].x,y], D[f[x,y].{y.2}1}};

minSearchStep[x_,y_-] = {x,y} — Inverse[ddf[x,y]] . df[x,y] ; |

Nun wihlt man die Startwerte (1, 1) und kann einige Schritte des Newton—Verfahrens durchfiihren. Die
Konvergenz gegen einen festen Wert ist schon ersichtlich.

| Mathematica
Clear[f.x,y];
FIx_,y ] = (Xx=3)"24(y—2)"2+(x 242y 2 — 1)°2;
[xi.yi} = {11} ;
Print[{O0,N[{xi,yi},20]}] ;
Do[ Print[{i,{xi,yi}=N[minSearchStep[xi,yi],71}1.{i,5}]

{0, {1., 1.}}

{1, {1.037267, 0.7080745}}

{2, {1.140259, 0.5304939}}

{3, {1.156657, 0.4812256}}

{4, {1.157273, 0.477959}}
| {5, {1.157276, 0.477944}} |
Man rechnet leicht nach, dass f(1.157276,0.477944) ~ 6.346, was zu einem minimalen Abstand von ca.
2.5 Einheiten fiihrt.

7-78 Beispiel : In einer friiheren Aufgabe (Seite 285) sind wir auf die Funktion
f(2,0) =2sin6 + 2%sin 6 (cosd — 2)

gestossen, deren Maximum auf dem Bereich 0 < z < 1/2und 0 < 6 < 7 gesucht wurde. Wihle die
Mittelpunkte der Intervalle als erste Schitzwerte fiir die Lage eines Extremums und bestimme dann die

ersten drei Schritte des Newton Verfahrens. Vergleiche die Resultate mit der exakten Losung x = 1/3 und
0=m/3
| Mathematica |
Clear[f,x,y];
flx-,y-] = xxSin[y] + x"2xSin[y](Cos[y] —2) ;
{xi,yi} = {1/4,Pi/4} ;
Print [{O.N[{xi,yi},20]}] ;
Do[ Print[{i,{xi,yi}=N[minSearchStep[xi,yi],10]1}],{i,5}]

{0, {0.25, 0.78539816339744830962}}
{1, {0.3867295402, 1.199611726}}
{2, {0.3497433685, 1.023429329}}
{3. {0.332756528, 1.048218298}}
{4, {0.3333326724, 1.04719836}}
{5, {0.3333333333, 1.047197551}}

7.4.4 Extremalprobleme mit Nebenbedingungen, Verfahren von Lagrange

In diesem Abschnitt suchen wir Extrema einer Funktion f (&), wobei aber nur Punkte Z zugelassen werden
fiir welche die Nebenbedingung g (Z) erfiillt ist. Im Falle von zwei unabhéngigen Variablen ergibt sich also
die Situation

Finde Extremum von f(z,y)

unter der Nebenbedingung g (z,y) =0
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Wir wollen eine notwendige Bedingung herleiten. Sei also das Extremum angenommen im Punkt (zg, o)
und (z (t),y (t)) eine beliebige Kurve mit

(x(0),4(0)) = (20,0
g(xz(t),y(t)) =0 firalle ¢

Somit muss die Funktion & (t) = f (z (t),y (¢)) bei ¢ = 0 ein Extremum haben und es gilt % h(0) = 0.

Somit gilt
z(0) ) _

Weil die Funktion g konstant ist entlang der untersuchten Kurve gilt auch % g(z(t),y(t)) =0 oder

(0) \
Vg (zo,%0) - ( J(0) ) =0

Somit stehen der Gradient von f und der Gradient von g im Punkt (x, yo) senkrecht auf dem selben Ge-
schwindigkeitsvektor und die beiden Vektoren miissen parallel sein. Es muss also eine Zahl A € R geben
mit

V£ (zo,90) + AVg (w0,y0) = ( 8 >

Durch zusammentfassen der obigen Schritte erhalten wir fiir gegebene Funktionen f und g das Gleichungs-
system

0 0
2 [ (z0,90) + A %g('x()vy(]) =0

0 0
ay [ (z0,90) + A ay g(xo,y0) = 0
g(xo,y0) = 0

fiir die drei Unbekannten x, yo und A. Dieses Verfahren heisst auch Lagrange—-Methode und der unbe-
kannte Faktor A ist ein Lagrange—Multiplikator.

7-79 Beispiel : Zu finden sind die Extremalwerte der Funktion
flzy) =2 +4¢y* — 2+ 2y

auf dem Rand der Ellipse 2% + 4 y? = 1.

Losung: In diesem Beispiel ist die Nebenbedingung gegeben durch
g(@y) =2’ +4y° ~1=0
Die Gradienten der Funktionen f und g lassen sich mittels partieller Ableitung leicht bestimmen und wir

erhalten
T T
2x—1 2z
Vi(z,y) = und Vg (z,y) =
Sy +2 8y

Somit ist das zu 16sende nichtlineare Gleichungssystem gegeben durch
20 —1+X2x =

8y+2+A\8y =
2?2 +4y2-1 = 0

SHA 29-11-19



KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

302

oder auch
21+XN)z =1
41+N)y = -1
2 4+497 = 1

Durch Quadrieren und Addieren der ersten beiden Gleichungen wird hieraus

414N (2% +49y%) = 2
x2+4y2 =

1 1
(1+A)2:5 oder A:—li\/;

Die Werte von = und y erhdlt man nun aus

und somit ist offensichtlich

1 1
2(1+X)  +2
-1 -1
4(14+X) 422

Die Abbildung 7.20 zeigt, dass das Maximum bei (—1/v/2, 1/(2v/2)) angenommen wird und das Minimum

bei (1/v/2,-1/(2v/2)).

Abbildung 7.20: Der Graph der Funktion 2 4 4 y? — = + 2y entlang einer Ellipse

¢

Das Verfahren von Lagrange ist nicht nur bei zwei unabhéngigen Variablen anwendbar sondern es gilt

das folgende Theorem.
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7-80 Theorem : ( Lagrange’sche Multiplikatorenregel )
Seien f,g € C'(R™,R) und ¥y € R™ mit g (Zo) = 0. Falls die Funktion f (&) bei &, ein relatives
Extremum hat beziiglich der Nebenbedingung g (Z) = 0 und ist Vg (%) # 0, so gibt es einen Multiplikator
A € R mit

V£ (To) + A Vg () =0

d.h die beiden Gradienten sind parallel zueinander.

7-81 Beispiel : Eine rechteckige, oben offene Schachtel der Hohe z, Breite  und Tiefe y muss so dimen-
sioniert werden, dass bei gegebenem Volumen V' die Fldche von Boden und Wénden méglichst klein wird.
Diese Aufgabe haben wir auf Seite 282 gelost, indem die Hohe z mittels der Beziehung V' = x y z eliminiert
wurde. Nun soll die Methode der Lagrangemultiplikatoren verwendet werden.

Losung: Die zu optimierende Funktion ist
A=zy+2xz+2yz
beziiglich der Nebenbedingung
V=xyz

Alle Funktionen sind beliebig oft differenzierbar. Geméss dem Verfahren von Lagrange ist also die Glei-
chung
VA(z,y,z) + A\VV (z,y,2) =0

zu 16sen. Das fiihrt in diesem Fall auf

y+2z+Ayz = 0

z+2z4+4Axz = 0

20 +2y+Azxy = 0
zyz =V

Das sind vier Gleichungen fiir die Unbekannten x, y, z und A. Nun multipliziert man die erste Gleichung
mit x, die zweite mit y und bildet die Differenz.

2z(x—y)=0
Somit muss x = y sein und aus den obigen zweiten und dritten Gleichung wird

rT+2z+Arz =
44+ Nz =

Mittels der zweiten Gleichung kann A eliminiert werden und wir erhalten
r+2z—4z=2—-22z=0
Somit hat die optimale Schachtel einen quadratischen Grundriss und ist halb so hoch wie breit. &

Die Losung der obigen Aufgabe auf Seite 282 liefert selbstverstindlich dasselbe Resultat. Das obige
Verfahren hat den Vorteil, dass die drei Variablen gleichberechtigt behandelt werden, die Hohe z nimmt kei-
ne Sonderstellung ein. Als Nachteil erhalten wir ein System von vier zu 16senden Gleichungen. Allerdings
sind diese Gleichungen auch bei komplizierteren Problemen leicht hinzuschreiben, einzig das Losen der
Gleichungen kann Probleme verursachen. Hierzu konnen auch numerische Verfahren (Newton) eingesetzt
werden.
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7-82 Beispiel : Sei 7 = (1, 29, 23)7 € R3 ein Vektor und

a1l a2 a3

A= ay azx a

as1 azz2 ass
eine symmetrische Matrix. Dann suchen wir die Extrema der Funktion
f@ =z A7

unter der Nebenbedingung

Losung: Die Funktion f konnen wir auch schreiben als

f@ = i A&

ail a2 a3 z1
= (55175027333)‘ a1 Qg2 a3 |- X2
asp as2 ass x3

a11x1 + aje2r2 + a13x3

= (71,72,23) | anz1 + agrs + axrs

a31r1 + a3222 + a33xs
= 2101121 + 210122 + 101373
+X2a21T1 + T2a22T2 + T2a23%3

+x303171 + X303272 + X303373

Wegen der Symmetrie der Matrix (a;; = aj;) erhilt man den Gradienten

a1171 + a12x2 + 41323
T
Vf(Z) = 2 a21%1 + a2T2 + a23x3

as31x1 + azeT2 + a3sxrs

ai; a2 aig T1
= 2 | an ax a3 | | 72
azyr azz2 asg T3

Die Nebenbedingung schreiben wir als
9(@) = |F]P —1=a+ a3 +a3—1=0

und der Gradient ist somit

I
Vg@)T =2 | 2o | =27
L3
Die Lagrange-Bedingung B
Vf—-AVg=0
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lautet somit

ail a2 a3 x1 1 0
2 | an ax apm || w2 | —2A | a2 | =
azr azz ass x3 T3 0

Das lineare Gleichungssystem

air — A a2 a3 1
asy az — A a3 |l 2 | =
asy agz  aszz — A x3

muss eine von Null verschiedene Losung haben. Das ist nur méglich, falls die Determinante der Matrix
Null ist. Um die Werte von A zu finden muss man die Nullstellen eines Polynoms dritten Grades finden. Die
Werte von A heissen Eigenwerte der Matrix A und die entsprechenden Vektoren sind Eigenvektoren. Fiir
die Losungen gilt dann
A- =A%
und somit
f(@) =" A-z=x3" 7= )\Z|
Man kann zeigen, dass es immer drei reelle Eigenwerte A\; < Ao < A3 gibt und somit
M <7 A7 < N2
fiir beliebige Vektoren. &

Als Anwendung des obigen Beispiels konnen wir nun Extrema von Funktionen in drei Variablen klas-
sifizieren. Sei also f (x,y, z) eine oft differenzierbare Funktion mit einem kritischen Punkt im Ursprung,
d.h.

V£(0,0,0) =(0,0,0)

Dann gilt die Taylorapproximation

f(x,y,z)%f(0,0,0)—i-%(a:,y,z)Hf(0,0,0) )

wobel

-,

for (0) fay (0)  fus (
A:Hf(0,0,0) = fy:r (6) fyy (6) fyz(
o (0) foy (0) fos (

Seien nun A; < Ay < A3 die Eigenwerte der Matrix A. Als Konsequenz des obigen Beispiels erhalten wir
nun das Kriterium

A3 <0 f hat ein lokales Maximum bei (0, 0, 0)
0< M\ f hat ein lokales Minimum bei (0, 0, 0)
A1 <0< A3 f hat einen Sattelpunkt bei (0,0, 0)
hinreichende Bedingungen
A3 =0 f kann ein lokales Maximum haben bei (0, 0, 0)
A1=0 f kann ein lokales Minimum haben bei (0, 0, 0)

Dieses Verfahren lisst sich auch auf Funktionen mehrerer Variablen anwenden. Bei kritischen Punkten zei-
gen der grosste und der kleinste Eigenwert der Hesse’schem Matrix die Art des kritischen Punktes an. Sind
alle Eigenwerte strikt negativ, so liegt ein lokales Maximum vor. Sind alle Eigenwerte strikt positiv, so liegt
ein lokales Minimum vor.
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7.5 Aufgaben

7.5.1 Aufgaben zu Grundlagen

o Aufgabe 7-1:
Untersuche den Graphen der Funktion Examiner le graphe de la fonction

2= flr,y)=—(y—2° —4(z+1)>+4

(a) Skizzieren Sie einige Niveaulinien. Die Schnitt-  (a) Esquisser quelques courbes de niveau. Donner la
kurve mit der xy—Ebene ist moglichst genau anzu- courbe d’intersection avec le plan des zy avec des
geben. détails.

(b) Zeichne den oberhalb der xy—Ebene liegenden (b) Esquisser la section du graphe au—dessus du
Teil des Graphen. plan des xy.
e Aufgabe 7-2:
Finden Sie die Gleichungen fiir die Niveaukurven und Isolinien der Funktion
f(xvy) :1—$2—y2
und skizzieren Sie anschliessend die Fliche.

o Aufgabe 7-3:

Untersuchen Sie die Funktion
2

flay)=e ™

(a) Zeichnen Sie in einer ersten Figur die Isolinien xt = 0,z = —1 und x = 2.

2

(b) Zeichnen Sie in einer zweiten Figur die Isolinien y = 0, y = 1 und y = 5.
(c) Zeichnen Sie in einer dritten Figur die Niveaulinen fiir die Niveaus ¢ = 2, ¢ = 1 und ¢ = 0.5.

Die Resultate miissen qualitativ und quantitativ richtig sein.

o Aufgabe 7-4:
Finden Sie die Gleichungen fiir die Niveaukurven und Isolinien der Funktion

f(z,y) = Va2 +y?
und skizzieren Sie anschliessend die Flache.

o Aufgabe 7-5:
Finden Sie die Gleichungen fiir die Niveaukurven und Isolinien der Funktion

flzy)=a"—y°
und skizzieren Sie anschliessend die Fliche.

e Aufgabe 7-6:
Skizziere den Graphen der Funktion
Dessiner le graphe de la fonction

fla,y)=—2>+40—4-39>+4

Insbesondere sind mindestens zwei Niveaukurven zu berechnen und zu zeichnen. Die fiir das Zeichnen
notwendigen Rechnungen miissen gezeigt werden.

Calculer et dessiner deux (minimale) courbes de niveau. On doit montrer tous les calculs nécessaire pour
les dessins.
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e Aufgabe 7-7:
Betrachten Sie die Funktion

zy? 2 4
fla,y) = 22 + ol falls z“4+y*#0
0 falls z2+y*=0

Offensichtlich ist diese Funktion iiberall, ausser bei (0, 0) stetig. Die Stetigkeit im Ursprung ist separat zu
untersuchen.
Zeigen Sie, dass jedes festes m € R gilt

li =
lim ft,mt)=0
Trotzdem ist diese Funktion nicht stetig bei (0, 0), da
lim f (t2,t) # 0
t—0

Zur Illustration sei hier der Graph der Funktion in der N#he des Ursprungs gegeben.

06
04
02

= -

s
oo ]

PSS

-0.2
-0.4
-0.6

\\\‘,,4/
— \\\\\\\

o Aufgabe 7-8:
Bestimmen Sie zuerst die partiellen Ableitungen der Funktion

g(z,y) = 2%y +22> —3y+4
und anschliessend die Werte der partiellen Ableitungen in Punkt (x,y) = (1, 3).

e Aufgabe 7-9:

Regarder la fonction / Betrachten Sie die Funktion

ev'/e  siffalls z #£0
0 siffalls =10

f(w,y)={

(a) Trouver V f,si x # 0.
Bestimmen Sie V f, falls « # 0.
(b) Designer quelques courbes de niveau.

Skizzieren Sie einige Niveaukurven
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(c) Prouver que cette fonction n’est pas continue a 1’origin, méme si elle est continue sur chaque droite
Yy =mz.
Beweisen Sie, dass diese Funktion nicht stetig ist im Ursprung, obwohl sie entlang jeder Geraden y = m x
stetig ist.

o Aufgabe 7-10:
Die Funktion
V (z,t) = e 9 sin (z — vt)

gibt die Amplitude einer Welle an, die sich entlang einer Geraden mit Geschwindigkeit v bewegt.

(a) Mit welcher Rate dndert sich die Amplitude beziiglich der Zeit ¢.

(b) Mit welcher Rate dndert sich die Amplitude beziiglich des Ortes x.

o Aufgabe 7-11:
Betrachten Sie den Punkt P = (2,1, —2) auf der Sphire

P +22=9
(a) Finden Sie die Gleichung der Tangentialebene in Punkt P.

(b) Finden Sie eine Parametrisierung einer Geraden durch f’, welche die Fldche senkrecht durchstosst.

o Aufgabe 7-12:
Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen der Funktion

2
fog) = ag s (@) £00)
0 falls (x,y) = (0,0)

bei (0, 0) existieren, aber die fiir Richtungsableitungen ist die Rechenregel
Dyf (0) = V[ (0)- &

falsch. Die untenstehende Figur illustriert dieses Verhalten. Wieso ist dies kein Widerspruch zum Satz auf
Seite 2667
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e Aufgabe 7-13:
Untersuche den Graphen der Funktion

z=f(z,y)=—-(y—2)?—4(z+1)>+4

Zeichne den oberhalb der xy—Ebene liegenden Teil des Graphen. Insbesondere sind einige Niveaukurven
und Isolinien zu berechnen und zu zeichnen. Die Schnittkurve mit der zy—Ebene ist moglichst genau anzu-

geben.

o Aufgabe 7-14:
Eine Funktion f ist gegeben durch

fa,y) :{ P

C

falls
falls

(z,y) # (0,0)
(z,y) = (0,0)

(a) Die Zahl cist so zu wihlen, sodass die Funktion iiberall stetig ist.

(b) Wo und warum ist die Funktion differenzierbar?

(c) Zeige, dass die Funktion bei (0, 0) nicht differenzierbar ist.

o Aufgabe 7-15:
Regarder / Betrachte

f(z,y) =In % sin (2%y)

(a) Trouver la matrice Hessienne de la fonction f pour xyp = 1, yg = 7.
Finden Sie die Hesse’sche Matrix von f fiir xg = 1, yg = 7.

(b) Trouver le polyndme de Taylor de I’ordre 2 pour zg = 1, yo = 7.
Finden Sie das Taylorpolynom der Ordnung 2 von f fiir xg = 1, yg = 7.

e Aufgabe 7-16:
Approximieren Sie die Flache

Z:f(CL‘,y):l‘y

in Punkt (1,2, 1) moglichst gut durch eine
(a) Ebene.

(b) Fliche zweiter Ordnung.

e Aufgabe 7-17:
Untersuchen Sie die Funktion

Examiner la fonction

z=f(x,y) =cosh (22 —y) —sin(3y) + 3¢"

in der Nihe des Ursprunges (0, 0).

(a) Approximieren Sie die Funktion moglichst gut
durch eine Ebene.

(b) In welcher Richtung wichst die Funktion am
schnellsten und wie gross ist die Steigung in die-
se Richtung?

(c) Approximieren Sie die Funktion moglichst gut
durch eine Fliche zweiter Ordnung.

proche a I’origine (0, 0).

(a) Touver la meilleure approximation de la foncti-
on par un plan.

(b) Dans quelle direction monte la surface le plus
rapidement possible et quelle est la pente dans cette
direction?

(c) Trouver la meilleure approximation de la foncti-
on par une surface de degré deux.
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e Aufgabe 7-18:
Untersuchen Sie die Funktion

Examiner la fonction

z=f(x,y) :cosh(a:—I—g—;ry)—sin(Sy:c)—i—iS

in der Nihe des Ursprunges (0, 0).

(a) Approximieren Sie die Funktion moglichst gut
durch eine Ebene.

(b) In welcher Richtung wichst die Funktion am
schnellsten und wie gross ist die Steigung in die-
se Richtung?

(c) Approximieren Sie die Funktion moglichst gut
durch eine Flidche zweiter Ordnung.

o Aufgabe 7-19:

Untersuchen Sie die Funktion
z= f(z,y) =

in der Nihe des Punktes (xo,y0) = (7, 1).

(a) In welche Richtung (in der zy—Ebene) hat die
Fliche z = f(z,y) die grosste Steigung und
wie steil (als Winkel) ist die Fliche beim Punkt
(w0, 10)?

(b) Bestimmen Sie die Gleichung der Schnittgerade
der Tangential-Ebene an den Punkt (xo, yo, ?) mit
der xy—Ebene.

e Aufgabe 7-20:
(Taylorapproximation dritter Ordnung )

proche a I’origine (0, 0).

(a) Touver la meilleure approximation de la foncti-
on par un plan.

(b) Dans quelle direction monte la surface le plus
rapidement possible et quelle est la pente dans cette
direction?

(c) Trouver la meilleure approximation de la foncti-
on par une surface de degré deux.

Examiner la fonction

sin(z - y) —z -2

proche du point (zg,yp) = (7, 1).

(a) Dans quel direction (dans le plan des zy) la sur-
face monte le plus rapide possible et quel est I’angle
de montée au point (xg, yo)?

(b) Trouver I’équation de la droite d’intersection du
plan tangentiel au point (xo, yo, ?) avec le plan des

xy.

Verwenden Sie den Beweis der Taylorapproximation zweiter Ordnung (siehe Seite 274) um die Taylorap-

proximation dritter Ordnung bei (0, 0) einer Funktion

feCt(R*R)

zu finden.

e Aufgabe 7-21:

(Taylorapproximation zweiter Ordnung in drei Variablen)
Verwenden Sie den Beweis der Taylorapproximation zweiter Ordnung (siehe Seite 274) um die Taylorap-
proximation zweiter Ordnung bei (z9, yo, zo) einer Funktion

f e C* (R R)

f(z,y, z) zu finden.
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Verifizieren Sie, dass das Resultat auch in der Form

[ (xo+ Az, yo + Ay, 20 + Az) = f (x0, Y0, 20) + V f (z0,70,20) - | Ay

1 e
+5 (A, Ay, A2 |

fea (

!

lol

Ax

Az
0) f:py (_)0) fxz (_)0) Az
) fyy (To) fyz (To) Ay
O) fzy (_’O) fzz (_‘0) Az

geschrieben werden kann. Hierbei wurde die Abkiirzung Zy = (z0, 30, 20) verwendet. Die 3 x 3—-Matrix

oz (
Jye (
faa (

Hy (x0,90,20) =

1

1

1

0) fxy (_»0) f:ﬂz (_’0)
O) fyy (_;0) fyz (_‘0)
0) fzy (_'0) fzz (_'0)

heisst Hesse’sche Matrix der Funktion f beim Punkt (x¢, yo, 20). Wegen des Theorems von Schwarz muss

die Hesse’sche Matrix symmetrisch sein.

7.5.2 Extremalprobleme
o Aufgabe 7-22:

Untersuchen Sie die Funktion

Examiner la fonction

flz,y) =22 +32y — 29> +5

(a) In welche Richtung (in der zy—Ebene) hat die
Fliche z = f(x,y) die grosste Steigung bei
(z,y) = (=1, 1) und wie steil (als Winkel) ist die
Fliche?

(b) Finden Sie alle kritischen Punkte dieser Funkti-
on

(c) Klassifizieren Sie die obigen kritischen Punkte
als lokale Maxima, Minima oder Sattelpunkte

o Aufgabe 7-23:
Examiner la fonction

(a) Trouver I’approximation de Taylor g(x,y) de
I’ordre 2 pour les valeurs de x et y proche 40 .

(b) Cette approximation g(x,y) posséde un point
critique. Trouver le systeéme des équations pour la
location de ce point critique et puis trouver le point.

(a) Dans quel direction (dans le plan des zy) la sur-
face monte le plus rapide possible au point (x,y) =
(-1, 3) et quel est I"angle de montée?

(b) Trouver tous les points critiques de cette foncti-
on.

(c) Décider si les points critiques sont des maxima,
minima ou des points de col.

Untersuchen Sie die Funktion

sin(z 4+ 2y) + zy —

(a) Finden Sie die Taylorapproximation g¢(z,y)
zweiter Ordnung dieser Funktion fiir Werte von x
und y in der Nihe von 0.

(b) Die Taylorapproximation hat einen kritischen
Punkt. Stellen Sie ein Gleichungssystem auf fiir
die Lage des kritischen Punktes und bestimmen Sie
diesen.
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o Aufgabe 7-24:
Untersuchen Sie die Funktion

Examiner la fonction

flr,y) =322 +y* 22y — 10z +2y — 4

(a) In welche Richtung (in zy—Ebene) hat die
Fliche z = f(x,y) die grosste Steigung bei
(z,y) = (1,3) und wie steil (als Winkel) ist die
Fliche?

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte dieser
Funktion und entscheiden Sie ob ein Minimum,
Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt.

o Aufgabe 7-25:

Untersuchen Sie die Funktion

(a) Dans quel direction (dans le plan des zy) la sur-
face monte le plus rapide possible au point (x,y) =
(1, 3) et quel est I’angle de montée?

(b) Trouver tous les points critiques de cette foncti-
on et décider si il s’agit d’'un minimum, maximum
ou d’un point de col.

Examiner la fonction

flz,y) =32y —a® —y>+37

(a) Finden Sie alle kritischen Punkte dieser Funkti-
on

(b) Klassifizieren Sie die obigen kritischen Punkte
als lokale Maxima, Minima oder Sattelpunkte

o Aufgabe 7-26:

4
-1

(l‘,y)[

N = N

(a) Untersuchen Sie die Extremas der Funktion
f(x,y). Finden Sie ein Gleichungssystem fiir die
Lage des Extremums. Bestimmen Sie anschlies-
send den Wert des Extremums.

(b) Geben Sie die Gleichungen an, um das Extre-
mum der untenstehenden Funktion ¢(Z) zu bestim-
men.

. 1 . T 7
ailp a2
1
= 5(33175132’363)' a1z a2
a1z azs

o Aufgabe 7-27:
Betrachte die Funktion

(a) Trouver tous les points critiques de cette foncti-
on.

(b) Décider si les points critiques sont des maxima,
minima ou des points de col.

—1].<;)+<x,y>.<76>

(42 =22y +3y*) + Tz — 6y

(a) Examiner les extrema de la fonction f(x,y).
Trouver un systeme des équations pour la posi-
tion de I’extremum. Puis déterminer la valeur de
I’éxtremum.

(b) Puis donner les équations pour la location de
I’extrema de la fonction g(Z) ci—dessous.

a13 1 b1
ass | - | xe | + (@1 w2,23) - | by
ass x3 b3

fzy)=2"+y*+4zy
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(a) Finde alle kritischen Punkte und klassifiziere sie als lokale Maxima, lokale Minima oder Sattelpunkte.

(b) Finden Sie Lage und Wert von Maximum und Minimum dieser Funktion auf der Kreisscheibe z2 + 32 <
9.

o Aufgabe 7-28:
Untersuchen Sie die Funktion
flz,y)=2a° +42y—24°+5

(a) Finden Sie alle kritischen Punkte der Funktion f.
(b) Untersuchen Sie ob bei den obigen kritischen Punkten Maximas oder Minimas vorliegen.

o Aufgabe 7-29:

Finde die Koordinaten des Punktes P = (z, y, z) im Raum, sodass die Summe der Quadrate der Abstidnde zu
den vier gegebenen Punkten Py, = (x1,y1,21), Po = (22,y2,22), P3 = (23,93, 23) und Py = (24, y4, 24)
minimal wird.

o Aufgabe 7-30:
Eine rechteckige, oben offene Schachtel der Hohe z, Breite  und Tiefe y muss so dimensioniert werden,
dass bei gegebener Oberfliche A das Volumen V' moglichst gross wird.

o Aufgabe 7-31:
Betrachten Sie die Fliche
z =323 — 4y

(a) Finde die Gleichung der Tangentialebene an diese Fldche im Punkt mit den Koordinaten x = 1 und
Yy = 2.
(b) Berechne den Abstand dieser Ebene vom Koordinatenursprung.

e Aufgabe 7-32:
Betrachte die folgende Fliche im Halbraum z > 0
Regarder la surface suivante dans 1’espace z > 0
922 +42—22=0
(a) Skizziere die Fliche.
Dessiner cette surface.

(b) Finde die Punkte P = (x,y, z) auf der Fliche die minimalen oder maximalen Abstand vom Punkt
@ = (1,2,0) haben. Geben Sie an ob der Abstand minimal oder maximal ist.
Trouver les points P = (x,y, z) sur la surface, tels que la distance au point @) = (1,2, 0) est maximale ou
minimale. Indiquer si la distance est minimale ou maximale.

e Aufgabe 7-33:
Finde den Ort und Wert des Minimums der Funktion
flay) =2 =3y +y°

wobei nur Punkte (,y) untersucht werden, fiir die gilt > + 3> < 3.
Tip: Polarkoordinaten

o Aufgabe 7-34:
Untersuchen Sie die Funktion

fla,y)=ye™ V¥ fir 0<z<3 und 0<y<3

Zu bestimmen sind Lage und Wert des Minimums und des Maximums.
Tip: untersuchen Sie die Bereiche, in denen die Vorzeichen der beiden partiellen Ableitungen positiv/negativ
sind.
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7.5.3 Approximationen erster und zweiter Ordnung

o Aufgabe 7-35:

Von einem Zylinder werden der Radius r, die Hohe
h und die Masse m gemessen, mit den untenstehen-
den Resultaten und Toleranzen.

D’un cylindre mesuré le rayon r, la hauteur h et la
masse m avec les résultats et tolérances ci—dessous.

r = 0.1+0.001 m
h = 0.240.001 m
m = 50+0.1 kg

Verwenden Sie lineare Approximationen um die
folgenden Fragen zu beantworten.

(a) Bestimmen Sie die Oberfliche S und die zu-
gehogige Toleranz AS.

(b) Bestimmen Sie die Dichte p und die zugehogige
Toleranz Ap.

(c¢) Bestimmen Sie die relative Toleranz (in %) der
Dichte.

o Aufgabe 7-36:

Die Oberflidche S eines Zylinders ldsst sich aus der
Hohe h und dem Radius r gemaéss der untenstehen-
den Formel bestimmen. Es wurde folgende Werte
gemessen

S(h,r) =

T =

Verwenden Sie lineare Approximationen um die
folgenden Fragen zu beantworten.

(a) Wie gross ist die absolute Messunsicherheit der
Oberfliche S?

(b) Wie gross ist die relative Messunsicherheit der
Oberfliche S?

(c) Wie genau miissen h und r bestimmt werden,
damit der relative Fehler von S kleiner als 1% ist?

o Aufgabe 7-37:

Eine oben offene Schachtel hat Innenmasse von
Breite b = 100 mm, Lédnge [ = 200 mm und Hohe
h = 50 mm. Die Wandstidrke der Metalwand ist
d=15mm.

Utiliser une approximation linéaire pour répondre
aux questions suivantes:

(a) Trouver la surface S et la tolérance AS.
(b) Trouver la densité p et la tolérance Ap.

(c) Trouver la tolérance relative de la densité en % .

La surface S d’un cylindre dépend de la hauteur A
et du rayon 7 selon la formule ci—dessous. On a me-
suré les valeurs suivantes:

2nr?4+2mwhr
20.5+0.4 cm
25.0£0.5 cm

Utiliser une approximation linéaire pour répondre
aux questions suivantes:

(a) Quelle est I'incertitude de mesure absolue pour
I’aire S?

(b) Quelle est I’incertitude de mesure relative pour
1’aire S?

(c) Avec quelles tolérances doit-on mesurer h et r
pour que ’erreur relative en .S soit plus petite que
1% ?

Une boite est ouvert en haut et les dimension dans
intérieur sont: profondeur b = 100 mm, longueur
[ = 200 mm et hauteur A~ = 50 mm. L’épaisseur du
parois métalique est d = 1.5 mm .
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(a) Bestimmen Sie das Innenvolumen V; und das
Aussenvolumen V,, exakt.

(b) Bestimmen Sie das Volumen der Metalwand mit
Hilfe einer linearen Approximation fiir die Volu-
mendifferenz AV =V, — V,.

e Aufgabe 7-38:

Ein Rohr der Linge L, Innenradius R; und Aus-
senradius Ro wird durch ein Moment M um den
Winkel « verdreht. Untersuchen Sie den Winkel «
als Funktion der beiden Radien R; und Rs .

2(1+v) L
EJ

o =

(a) Fiir kleine Anderungen AR; < R; und
ARy < Ry ist die resultierende Winkeldnderung
A« mit Hilfe einer linearen Approximation zu be-
stimmen.

(b) Driicken Sie die relative Anderung % als Funk-
ARy ARo
Ry

T und

tion von R, Ra,

(c) Verwenden Sie die untenstehenden Werte fiir
ein Aluminium—Rohr. Bestimmen Sie o im Bogen-
mass und im Gradmass. Um wieviel diirfen die Ra-
dien R; und Ry variieren, damit |[Aa| < 1°?

M wobei/avec

(a) Calculer le volume intérieur V; et le volume
extérieur V,, d’une fagon exacte.

(b) Déterminer le volume du parois métalique
a l’aide d’une approximation linéaire de la
différence des volumes AV =V, — V.

On applique un moment M a une tube de longueur
L, rayon intérieur R; et rayon extérieur 5. Elle
est déformé par un angle « . Examiner o« comme
fonction des deux rayons R; et Ry .

J=— (R3—RY})

T
2

(a) Pour des petits changements AR; < R; et
ARy < Ry trouver le changement A« de 1’angle
a I’aide d’une approximation linéaire.

(b) Exprimer le changement relative % comme

fonction de R;, Ro, ARPfl et AR—IEQ

(c) Utiliser les valeurs ci—dessous pour une tube en
aluminium. Calculer o en radian et degrée. Quel
sont les changements permissible en R; et Ry tel
que |[Aa| < 1°7?

o Aufgabe 7-39:

Werden zwei Widerstinde 1?1 und Ry parallel ge-
schaltet, so ergibt sich der neue Widerstand

R_

Symbol Wert  Einheit
symbole | valeur unité

M 1 Nm

> L 1 m

Ry 3 mm

Ry 5 mm

E |7-100 X

v 0.34

Si on met deux résistances R et Ry en parallele on
obtient une nouvelle résistance

Ri- Ry
_R1+R2
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(a) Die beiden Widerstinde dndern sich um ARy,
resp. ARy. Beide Anderungen sind klein im Ver-
gleich zu Ry, resp. Ry. Bestimmen Sie die Ande-
rung AR von R mit Hilfe einer linearen Approxi-
mation.

(b) Schreiben Sie das Resultat um, sodass der rela-
tive Fehler von R als Funktion der relativen Fehler
von Rq und R» erscheint.

(c) Die relativen Fehler von R; und R» gleich sind,
gegeben durch «, wobei |a| < 1. Finden Sie eine
sehr einfache Formel fiir den relativen Fehler von
R.

o Aufgabe 7-40:

(a) Les deux résistances changent par AR, resp.
AR5. Les deux changements sont petits par rapport
a Ry, resp. Ro. Trouver le changement AR de R a
I’aide d’une approximation linéaire.

(b) Ecrire le résultat ci—dessus tel que Ierreur rela-
tive de R soit donnée comme fonction des erreurs
relatives de R et Ry .

(c) Les erreurs relatives de R; et Ry sont égales,
données par « avec |a| < 1. Trouver une formule
simple pour I’erreur relative de R.

Betrachte einen einfachen LRC-Stromkreis mit kleinem
Widerstand R. Die Differentialgleichung fiir den Strom
i(t) durch den Widerstand lautet

d? d . 1.

(a) Leite die Formel fiir die Kreisfrequenz w des Stromes i (t) her, als Funktion von L, C und R.

(b) Ist R = 0, so hat die Schaltung einen natiirliche Kreisfrequenz wy. Finde eine einfache Formel fiir die
Abweichung w — wy fiir kleine Werte von R. Nimmt w zu oder ab, falls R ansteigt?

(c) EBsseiR=10Q,C = ﬁ Fund L = % H. Bestimme den relativen Fehler von w, falls R, C' und L je

eine Toleranz vom 10% aufweisen.

o Aufgabe 7-41:

Ein Balken der Liange L, Breite B, Hohe H und
Masse M ist gegeben.

Regarder une poutre avec longeur L, largeur B,
hauteur H et masse M.

L=105m, B=5cm, H=3cm M=4240kg+1g

(a) Bestimme die spezifische Masse p.

(b) Mit welcher relativen Genauigkeit miissen L, B
und H bestimmt sein, damit die spezifische Mas-
se p maximal einen relativen Fehler von 0.1% auf-
weist.

o Aufgabe 7-42:

(a) Calculer Ia masse spécifique p.

(b) Trouver la précision relative nécessaire pour L,
B et H, tel que I’erreur relative de p est plus petite
que 0.1%.

Von einem festen Punkt A aus in einer Ebene sieht man die zwei Punkte B und C unter einem Winkel von
35°. Der Abstand von A zu B ist 35 Meter, derjenigen von A zu C' ist 43 Meter.

(a) Berechne den Abstand von B zu C.

SHA 29-11-19



KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN 317

(b) Wie genau (in Grad oder Metern) miissen der Winkel und die Distanzen gemessen werden, damit der
relative Fehler der Distanz von B zu C kleiner als 1% ist? Sie diirfen annehmen, dass die drei Messungen
je den selben Beitrag zum Gesamtfehler leisten.

o Aufgabe 7-43:

(a) Eine Grosse P sei abhédngig von z, y und z in der Form

P(x,y,2) = f(z) g(y) h(2)

Zeigen Sie, dass der relative Fehler von P als Summe der relativen Fehler von f, g und h geschrieben
werden kann.

(b) Zeigen Sie am elementaren Beispiel
flay) =14y
das der relative Fehler von f nicht durch die Summe der relativen Fehler von x und y gegeben ist.

7.5.4 Aufgaben zum Verfahren von Newton

o Aufgabe 7-44:
Betrachte die Gleichungen

22 +49y2 =1
4ot +yt=1

mit den Schitzwerten x = 1 und y = 1 fiir die Losung. Berechne die ersten zwei Schritte des Newton—
Verfahrens.

o Aufgabe 7-45:

Untersuchen Sie das untenstehende Gleichungssy- Examiner le systeéme des équations suivantes avec
stem mit der approximativen Losung (z¢,yo) = la solution approximative (xo, yo) = (1,1).
(1,1).

c+aziy—1 = 0
Py—y’ = 0
(a) Fiihren Sie einen Schritt des Verfahrens von (a) Calculer un pas de la méthode de Newton d’une
Newton exakt aus. facon exacte.

(b) Stellen Sie das fiir den zweiten Schritt zu 16sen-  (b) Trouver le systéme des équations linéaires a
de lineare Gleichungssystem auf. Die Gleichungen résoudre pour le deuxieme pas. Ne pas résoudre ce

sind nicht aufzuldsen. systeme.

o Aufgabe 7-46:

Untersuchen Sie das untenstehende Gleichungssy- Examiner le systeéme des équations suivantes avec
stem mit der approximativen Losung (zo,yp) =  la solution approximative (zo, 7o) = (1, 1).

(1,1).
x4+x2y3—1 =
By r1 =

(a) Fiihren Sie einen Schritt des Verfahrens von (a) Calculer un pas de la méthode de Newton d’une
Newton exakt aus. facon exacte.

(b) Stellen Sie das fiir den zweiten Schritt zu 16sen-  (b) Trouver le systtme des équations linéaires a
de lineare Gleichungssystem auf. Die Gleichungen résoudre pour le deuxieéme pas. Ne pas résoudre ce
sind nicht aufzuldsen. systeme.
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o Aufgabe 7-47:
Betrachten Sie die Fliche

Regarder la surface

z=f(z,y)=2z+22+2¢y* -4

(a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangential-
ebene an die obige Fliche im Punkt (xq, yo, 20) =
(1,1,7).

(b) Die Schnittkurve der obigen Tangentialebene
und der Ebene z = 7z — 8y durchstosst die xy—
Ebene. Finden Sie die Koordinaten des Schnitt-
punktes (x1,y1).

(c) Was haben die obigen Rechnungen mit dem Ver-
fahren von Newton und dem untenstehenden Glei-
chungssystem und dem Punkt (1,1) zu tun? Be-
stimmen Sie f (21, y1).

(a) Trouver I’équation du plan tangent a la surface
au point (xo, Yo, 20) = (1,1, 7).

(b) La courbe d’intersection du plan tangent et du
plan z = 7x — 8y coupe le plan des xy. Trouver
les coordonnées (1, y1) du point d’intersection.

(c) Quel est I'importance des calulation ci—dessus
pour le systeme ci-dessous et le point (1, 1) ? Cal-
culer f (z1,y1).

20+ 224292 -4 =

Tr—8y =

e Aufgabe 7-48:

Untersuchen Sie Extremas der Funktion

Examiner des extrema de la fonction

flz,y) = —036z+2%+2.64y+24zy+1.1¢y% +z9?

(a) Stellen sie ein Gleichungssystem auf, dass zu
16sen ist um eventuelle Extremas zu finden.

(b) Ein lokales Minimum ist in der Nidhe des Punk-
tes (zo, yo) = (1, —1). Fiihren Sie einen Schritt
des Verfahrens von Newton aus, um die Lage des
Minimums genauer zu bestimmen.

o Aufgabe 7-49:

Gegeben ist die Fliche 2 + 272 + z = 1 und der
Punkt P = (2,1, 0). Gesucht ist der Punkt auf der
Flidche mit moglichst kleinem Abstand zu P, d.h.
die Werte von x und y , welche die untenstehende
Funktion f minimieren.

(a) Donner un systtme des équations a résoudre
pour trouver un extremum.

(b) Un minimum est proche au point (xqg, yo) =
(1, —1). Appliquer un pas de la méthode de New-
ton pour trouver une meilleur approximation de la
location du minimum.

Une surface est donné par 22 +2y? +z = letona
aussi le point P = (2,1, 0). On cherche le point sur
la surface avec la distance la plus petite possible du
point P. On cherche les valeurs de x et y, tel que la
fonction f(x,y) est minimale.

fla,y)=(@-27°+ @y -1+ (1 —a2%—2y%)?

(a) Stellen Sie das zu 16sende System von Gleichun-
gen fiir  und y auf.

(b) Fiihren Sie einen Schritt des Newtonverfahrens
aus um das System in (a) zu 16sen. Wihlen Sie als
Startwert xg = 1 und yo = 1.

(a) Produire le system des équations a resoudre pour
les variables x et y.

(b) Calculer un pas de la méthode de Newton pour
resoudre les équations en (a) avec des valeurs initi-
alles xg = letyy = 1.
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e Aufgabe 7-50:
Finde die Koordinaten des Punktes P = (x,y) in der Ebene, sodass die Summe der Quadrate der Abstinde
zu den vier Punkten P; = (0,0), P» = (2,0), P3 = (2,3) und P; = (0, 1) minimal wird.

Fiir dieses Problem wird das Newton—Verfahren schon nach einem Schritt die exakte Losung liefern,
unabhéngig vom Anfangswert. Warum?

e Aufgabe 7-51:
Finde die Koordinaten des Punktes P = (z,y) in der Ebene, sodass die Summe der Absténde zu den drei
Punkten P; = (0,0), P» = (2,0) und P3 = (0, 1) minimal wird.

7.5.5 Aufgaben zum Verfahren von Lagrange

o Aufgabe 7-52:
Die Eckpunkte (+x , +y) eines Rechtecks liegen auf der Ellipse 22 4 4 32 = 1. Die Werte von z und y sind
so zu wihlen, dass die Rechteckfliche maximal wird.

(a) Stellen Sie mit Hilfe des Verfahrens von Lagrange ein System von drei Gleichungen auf, das zu 16sen ist.

(b) Losen Sie die Gleichungen und bestimmen Sie die maximale Fliche.

o Aufgabe 7-53:
Seien 0 < x; < 1 gegeben. Finden Sie das Maximum der Funktion

n

I~

=1

unter der Nebenbedingung
n
>w-t
i=1

Was zeigt diese Rechnung fiir das geometrische und arithmetische Mittel? (etwas schwieriger zu beantwor-
ten)

e Aufgabe 7-54:
Eine Ellipse ist gegeben durch die Gleichung
Une ellipse est donnée par I’équation

g(zy) =2 +29° +zy+4x+4y—10=0

Verwenden Sie die Methode der Lagrange—Multiplikatoren um den Punkt auf der Ellipse zu finden, der
den kleinst moglichen Abstand vom Ursprung hat. Sie miissen nur das entsprechende Gleichungssystem
aufstellen. Die Gleichungen sind nicht zu 16sen.

Utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour chercher le point sur 1’ellipse le plus proche de
I’origin. On doit que produire les équations et ne pas resoudre.

7.5.6 Vermischte Aufgaben
o Aufgabe 7-55:

Die maximale Auslenkung eines einseitig eingespannten Balken
mit Querschnittsfliche A und einem Fldchentrigheitsmoment [ 4

des Querschnittes ist gegeben durch \L ]
pg AL

L)=Y =
y(L) SEI

SHA 29-11-19



KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

320

Sind alle anderen Daten bekannt, kann dadurch das Elastizititmodul £ der Materials bestimmt werden. Fiir
einen runden Aluminiumstab der Linge L = 0.5 m gilt

kg

_ 3

Eine Messung ergibt Y = —0.011 m.

(a) Bestimmen Sie das Elastizitditsmodul E.

s I=—

7'['7’4

1 , 7=20.001m

(b) Wie genau (absolut und relativ) miissen Y und r bekannt sein, damit der relative Fehler von E' kleiner
als 1% ist? Alle anderen Grossen werden als exakt vorausgesetzt. Die Uberlegungen und Rechnungen sind

zu begriinden.

o Aufgabe 7-56:

Sei a € R ein Parameter. Betrachten Sie die Flidche

Z:f(l‘,y):—a

und die Tangentialebene E im Punkt (1,1, f (1,1))
an diese Ebene.

(a) Finden Sie die Gleichung dieser Tangentialebe-
ne.

(b) Fiir welchen Wert von a liegt der Ursprung
(0,0,0) in der Ebene E ?

(c) Skizzieren Sie einige Niveaukurven der Fliche
z = f(z,y), wobei der Wert von a aus der voran-
gehenden Teilaufgabe zu verwenden ist.

o Aufgabe 7-57:

Die Leistung P, die in einem elektrischen Wider-
stand verbraucht wird, ist gegeben durch

P

Es gelte U = 200V und R = 8. Die Rechnun-
gen sind mit Hilfe von linearen Approximationen
auszufiihren.

(a) Wie stark dndert sich die Leistung, wenn AU =
—5Vund AR =-0.2Q7

(b) Wie stark dndert sich die Leistung maximal,
wenn die relativen Fehler von U und R je 5% sind.

o Aufgabe 7-58:

Soit a € R un parametre. Examiner la surface
(x—2)2—92+5

et le plan tangent E au point (1,1, f (1,1)) a cette
surface.

(a) Déterminer I’équation de ce plan tangent.

(b) Pour quelle valeur de a 1’origine (0, 0, 0) se trou-
ve dans le plan E ?

(c) Esquisser quelques courbe de niveau de la sur-
face z = f (z,y). Utiliser la valeur a déterminée
ci—dessus.

La puissance P consommé par une résistance
électrique est donnée par

U2
R

Soit U = 200V et R = 8. Calculer avec des
approximations linéaires.

(a) Trouver la variation de la puissance, si on sait
que AU = -5V et AR = —0.2¢.

(b) Trouver la variation maximale de la puissance,
si les erreurs relatives de U et R sont 5% .
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Examiner le paraboloide a droite
Zu untersuchen ist das nebenstehende Rotationsparaboloid

z=f(z,y)=3—(x—2)*—(y—3)°

(a) Trouver 1’équation du plan tangent attaché au point
(1’0, Yo, f (:’UO? y())) .
Finden Sie die Gleichung der Tangentialebene welche beim
Punkt (29, yo, f (20, yo)) angeheftet wird.

(b) Un plan est attaché a I’axe des x et il touche le  (b) Die x—Achse liegt in einer Ebene, die zusitzlich
paraboloide. Trouver les coordonnées du point de das Paraboloid beriihrt. Bestimmen Sie die Koordi-
contact. naten dieses Beriihrungspunktes.

o Aufgabe 7-59:

Suchen Sie den Punkt auf der Fliche z = 22 — y?
der minimalen Abstand vom Punkt P = (1, —2,4)
hat. z

Chercher le point sur la surface z = x2 —y?, tel que
la distance au point P = (1, —2,4) est minimale.

(a) Finden Sie den Abstand f (z,y) eines Punktes (x,y, z) auf der Fliche vom Punkt P.
Trouver la distance f (z,y) du point (z,y, z) sur la surface au point P.

(b) Stellen Sie das zu losende Gleichungssystem fiir die z- und y—Koordinaten des Punktes auf.
Trouver le systeme d’équations pour les coordonnées x et y de ce point.

(c) Aufgrund der obigen Zeichnung sollte der Punkt @@ = (1, —1,0) nicht allzuweit vom Punkt mit mini-
malem Abstand von P entfernt sein. Fiihren Sie einen Schritt des Newtonverfahrens aus, um eine bessere
Approximation zu bekommen. Bestimmen Sie den Abstand dieses neuen Punktes von P.

Du dessin ci—dessus, on sait que le point Q = (1,—1,0) n’est pas trop loin du point situé a une distan-
ce minimale de P. Appliquer un pas de la méthode de Newton pour trouver une meilleur approximation.
Calculer la distance entre ce nouveau point et P.

o Aufgabe 7-60:

Pour déterminer le module d’€élasticité d’un fil Um das Elastizititsmodul eines Drahtes zu bestimmen,
on mesure la longueur [ et le diametre d. Une misst man dessen Linge [ und den Durchmesser d.
force F' allonge le fil par un changement de Durch eine am Draht angreifende Kraft F' ergib sich eine
longueur . On trouve Lingenénderung . Es gilt

= 2473+3 mm
0.292 £0.001 mm
0.1 £0.0056 N

= 1.750£0.05 mm

& ™ o o~
Il

Le module d’élasticité est déterminé par Das Elastizititsmodul E ist bestimmt durch

d 2
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Trouver F et les erreurs absolu et relative a
I’aide d’une approximation linéaire.

o Aufgabe 7-61:

Die Tiefe eines Sees, dessen Fliche ein Gebiet D
der zy—Ebene einnimmt ist beim Punkt (x,y) ge-
geben durch

Bestimmen Sie ' und die zugehorigen absoluten und
relativen Fehler mit Hilfe einer linearen Approximation.

La profondeur en un point (z,y) d’un lac dont la
surface occupe une région D du plan des xy est
donnée par

z= f(x,y) = 300 — 227 — 3>

Hier besitzen x und y die Einheit Kilometer und
z die Einheit Meter. Die Uferlinie ist beschrieben
durch die Gleichung f(z,y) = 0.

(a) Ein Boot befindet sich beim Punkt P = (4, 8). In
welche Richtung @ muss es fahren, damit die Tiefe
moglichst rasch zunimmt?

(b) Der Kapitdn des Schiffes wihlt den Kurs so,
dass in jedem Punkt die Richtung identisch ist mit
der Richtung der stirksten Tiefenzunahme. Hier
sind g7 und g2 die Komponenten des Vektors . Be-
stimmen Sie die Parameterdarstellung der Fahrkur-
ve, wenn sich das Schiff zum Zeitpunkt ¢ = 0 beim
Punkt (2, 5) befand.

d
i (1)

% y(t)

7.5.7 Losungen zu einigen Aufgaben

Losung zu Aufgabe 7-1 :

ol x, y sont mesurés en kilometres et z en metres.
Le bord du lac est donc définie par 1’équation

f(z,y)=0.

(a) Un bateau se trouve au point P = (4,8). Dans
quelle direction @ doit il naviguer de maniere a ce
que la profondeur de I’eau augmonte le plus rapi-
dement?

(b) Le capitaine du bateau choisit le cap de telle ma-
niere que la direction soit toujours identique avec la
direction de la plus grande augmontation de la pro-
fondeur. Ici g; et g2 sont des composantes du vec-
teur g. Déterminer la représentation paramétrique
de la trajectoire du bateau, si celui—ci se trouve au
point (2,5) a I’instant ¢ = 0.

gl(x7y)

92(z,y)

(a) Die Niveaukurve auf Hohe c ist gegeben als Losungsmenge der Gleichung

—(y—2%—4(x+1)2+4 = ¢

4—¢

(y—2P2+4(x+1)? =

Die Niveaukurven sind Ellipsen mit Zentrum bei (—1, 2) und Halbachsen der Linge ¥ 42_C und v/4 — c.
Fiir ¢ > 4 gibt es somit keine Niveaukurven. Die Halbachsen der Ellipse in der zy-Ebene sind 1 und 2.
Unten finden Sie Niveaukurven auf den Hohen O, 1, 2, 3 und 3.99 .

(b) Die Isolinien in beide Richtungen sind nach unten gedffnete Parabeln. Der Maximalwert 4 wird erreicht
bei (‘T’y) = (_15 2) :
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-2 -1.5 -1 -0.5 O

Losung zu Aufgabe 7-2 : Die Niveaukurven fiir das Niveau ¢ < 1 sind Kreise mit Radius v/1 — ¢ und
Zentrum im Ursprung. Die Isolinien in z—Richtung sind gegeben durch die Funktion

gl@)=1-y*—2°

und somit nach unten gedffnete Parabeln mit Scheitel bei (x, z) = (0,1 — »?).

5
=

Yobabhbddhox

Losung zu Aufgabe 7-3 :
(a) Zu zeichnen sind f(0,y), f(—1,y) und f(2,y). Die Kurve bei = 2 ist kaum mehr zu erkennen.
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(b) Zu zeichnen sind f(z,0), f(x,1) und f(x,5). Die Kurve bei y = 5 ist nicht zu erkennen, da die Werte
zu klein sind.

1 2 3

(c) Da —22 — 2y? < 0 sind alle Funktionswerte der Funktion f kleiner oder gleich 1.

e Die Niveaukurve auf Niveau 2 ist die leere Menge.
e Die Niveaukurve auf Niveau 1 besteht nur aus dem Ursprung (0, 0) .

e f(z,y) = 0.5 ist dquivalent zu —22 — 2y? = In0.5 = —In 2. Somit ist die Losungsmenge der
Gleichung 22 + 22 = In 2. Dies ist eine Ellipse mit Achsen in den Koordinatenrichtungen. Die
Linge der Halbachse in z—Richtung ist vIn 2 =~ 0.83. Die Linge der Halbachse in y—Richtung

ist /122 ~ 0.59.

Losung zu Aufgabe 7—4 : Die Niveaukurven fiir das Niveau ¢ > 0 sind Kreise mit Radius ¢ und Zentrum im
Ursprung. Die Flidche entspricht einem nach oben gedffneten Kegelmantel, dessen Achse mit der z—Achse
iibereinstimmt. Der Offnungswinkel ist 90°.

Losung zu Aufgabe 7-5 : Die Niveaukurven sind Hyperbeln. Die Isolinien sind Parabeln, die entweder
nach oben oder unten gedffnet sind. Die Fldche gleicht einem Sattel.

bbb ioanwa

Losung zu Aufgabe 7—-6 : Mittels Vervollstindigung des Quadrates erhdlt man
flz,y)=—(2® -4z +4)-3y* +4=—(2z—2)> -39y° + 4
Folglich sind die Niveaukurven Ellipsen mit Zentrum (2, 0). Fiir ¢ > 4 hat die Gleichung
fley)=—(z-2?-3y"+4=c

keine Losungen und somit sind diese Niveaumengen leer. Dies wird bestétigt durch den Graphen.
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Losung zu Aufgabe 7-7 :

i f (£ ) = I tm2t? tm?
o BT = e Tt T ST A
242 1
. 2 BRT _ =
i S50 =l =5 70
Losung zu Aufgabe 7-8 :
0
a—g = 2zy+4x
X
0
8—9 = 22-3
Y
und somit
Jg
or oy — 1
9|~
oy 1 (1,3)
Losung zu Aufgabe 7-9 :
(a)
22yt 24y
Vf(%y):(@y/xxg ) —ey/x?

(b)

[—1
f(a;,y):e*y4/x2:c<:>;,;:ky2 mit/avec k =+ e
nc
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2T

o T
J ’ ""/’I;’l,",','::ﬁ
x.

i
: ,0.'0.‘5”‘112//

:
.
|

oooo00o0o00o0
ocLvwrIONEO =

Die Niveaukurven sind nach rechts und links ge6ffnete Parabeln mit Scheitel im Ursprung.

(c) Man kann sich entlang der Parabel 2 = 32 den Ursprung niheren und den Grenzwert berechnen. Er
stimmt nicht mit f (0, 0) tiberein und somit ist die Funktion nicht stetig.

lim f (t2,t) =e 1 #£ 0 = £(0,0)

t—0

Losung zu Aufgabe 7-10 :
(a)

88‘75/ = —qe ' sin(z —vt) —ve 1 cos(z —vt)
(b)
?3‘; =e 1 cos(z —vt)

Losung zu Aufgabe 7-11 : In der Nihe des Punktes P kann die Gleichung aufgeldst werden nach 2z und
man erhalt

= f@y) = —V/9— a7 =y
Der Gradient dieser Funktion ist gegeben durch

T Y 1

Vi) = (e i ) = s ()

Also ist 1 1

(a) Die Gleichung der Tangentialebene ist gegeben durch

x—2
(1,%,—1)' y—1 :x—2+y%1—z—2:0
z4+2
oder auch y 9
m+§—z—§:0
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(b) Der Vektor (1 , % , —1) steht senkrecht auf der Fliche im Punkt P und somit kénnen wir leicht eine

Parametrisierung angeben
2

1 +1
-2 -1

D= =

Losung zu Aufgabe 7-12 : Wegen f (,0) = Ound f (0,y) = 0 gilt

of (0) of (0)
=0 d —/——=0
ox o oy
Somit gilt fiir beliebige Vektoren ¢/
Vf0)-7=0

Wir wihlen einen Vektor 7 = (1, 1) und rechnen

Dyf (0) = lim

t—0

t—0 t
_ 1 %t
Ct50t 24 ¢2

1
= —#0

275

Somit ist die verlangte Rechenregel fiir den Vektor (1, 1) falsch. Dies ist kein Zufall. Die partielle Ableitung
ist fiir (z,y) # (0, 0) gegeben durch

of 2xy (2?2 +y?) —2%y2x B 22193

or (22 + 42)2 T (224 2)2

und diese Funktion kann im Ursprung nicht stetig sein. Somit ist die Funktion f nicht stetig differenzierbar,
obwohl alle partiellen Ableitungen existieren.

Losung zu Aufgabe 7-16 : Man verwendet die Taylorapproximationen von erster (bzw. zweiter) Ordnung.
Dazu muss man zuerst die partiellen Ableitungen bis und mit zweiter Ordnung bestimmen.

Funktion | bei (z, y) bei (1,2)
f eV Inz 1
f:c eV lnx% 2
fy eV n g 0
fm:c ey Inz yi;y 2
fuy evnrn? ¢ 0
Fey eyine <y1;1:c _{_%) 1

somit gilt beim Punkt (1, 2)
f(1,2)=1 und Vf(1,2)=(2,0)

und die Hesse’sche Matrix ist gegeben durch
21
mo-[* 1]
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(a) Die Approximation durch eine Ebene ist gegeben durch

FO+AZ2+Ay) = (1+ A2~ f(1,2)+Vf(1,2)- ( i‘”” )
Yy

= 14+2Az

(b) Die Approximation durch eine Fliche zweiter Ordnung ist gegeben durch

Az 1 Ax
(1+Am)2+Ay ~ f(1,2)+Vf(1,2)- ( Ay > +§ (Az,Ay) - Hf(1,2) - ( Ay )

Az 1 2 1 Az
Ay 2 10 Ay
= 14+2Az+ (Az)? + Az Ay
Losung zu Aufgabe 7-17 :
Funktion | bei (z,y) bei (0,0)
f cosh (2z —y) —sin(3y) + 3¢€” 4
fa 2 sinh (22 —y) +3€” 3
fy —sinh (22 —y) — 3 cos (3y) -3
faz 4 cosh (2z —y) +3e” 7
fay —2 cosh (22 — y) 2
Juy +cosh (2z —y) + 9 sin (3y) 1
(a)
flo,y)=4+3x—3y
(b) Wegen

vf (070) = (37 _3)
Die Richtung des steilsten Anstiegs ist die —45°~Richtung und die Steigung ist ||V £(0,0)|| = 3 /2.
(©

1
f(x,y)z4+3x—3y—|—§ (7x2—4xy+1y2)

Losung zu Aufgabe 7-18 :

Funktion | bei (z,y) bei
! cosh(z+ 4 —xy) —sin(3yz)+3
fa (1—y)sinh(z+§ —2y) —3ycos(3yx)
Ty (3 —z)sinh(z+ % —2y) — 32 cos(3yz) + 3
Jrz (1—1y)? cosh(x+%—xy)+9y2 sin (3y x)
fyy (3 —z)? cosh(z+ Y% —zy)+92% sin(3yx)
fay —sinh(z+ ¥4 —2y)+ (1 —y)(3 —2) cosh(z + 4 —2y)—
—3cos(3yz)+9yx sin(3yx) *75

—~

=
o

~—

A== O O A
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(a)
[(z,y) ~4

(b) Wegen
Vf(0,0)=(0,0)

Der Gradient ist der Nullvektor. Folglich ist die Tangentialebene horizontal und es gibt keine Richtung
des steilsten Anstieges.

©

1 1
f(w,y)%4+§ (w2—5xy+4y2>

Losung zu Aufgabe 7-19 :

bei/au point (z, y) bei/au point (7, 1)
flxyy) = sin(z-y) —z-y? —
2 f(z,y) = ycos(@-y)—y? .
%f(ac,y) = zcos(r-y)—2x-y -3

(a) Der Gradient bestimmt Richtung und Steigung.
gradf(”v 1) - (_27 —371')
Die Richtung des steilsten Anstiegs ist somit (—2, —3m) und der Steigungswinkel « ist bestimmt durch

tana = || grad f(zo,v0)|| = V4 + 972 ~ 9.63

und somit
o~ 1.467 ~ 84.1°

(b) Die Gleichung der Tangentialebene ist

z = f($0,y0)+(if($07y0)'($—$0)+(%f(xo,yo)'(y—yo)
= 71—-2(zx—7m)—-37n(y—1)

Fiir die gesuchte Schnittgerade ist z = 0 zu setzen und somit ist die Gerade beschrieben durch

0 = —7—-2(@—m)—-31n(y—1)=+4r—-2x—-37my
42
Y7 373"

Losung zu Aufgabe 7-20 : Der Beweis ist eine Erweiterung des Beweises fiir Approximationen zweiter
Ordnung.
g(t)=f(0+tAz,0+tAy)
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Mit der Notation # (t) = (t Az, t Ay) gilt dann

g9(0) = f(0,0)=f(z(0)
g(1) = [(Az,Ay) = f(Z(1))
9@) = [fo(Z(1) Ax+ fy (T (1) Ay
§(t) = fau (@) (A2)* + fyu (T () AxAy + +fay (T (1)) AyAz + +fyy (T (1)) (Ay)?
= fao (Z(1)) (A2)* +2 faoy (F (1)) AzAy + +fyy (T (1)) (Ay)?
9V @) = foee (F (1) (A2) + frun (F (1)) (Az)* Ay

+2 fauy (£ (1)) (A2)?Ay + 42 fyay (£ (1)) Az (Ay)?
+fayy (Z (1)) Az (A?/)2 + fyyy (@ (1)) (Ay)3

= fraw (Z(1)) (A2)* + 3 fyea (F (1)) (Az)* Ay
+3 fyye (Z (1) Az (Ay) + fyyy (£ (1)) (Ay)?

Die vierte Ableitung g® (t) enthilt alles Terme vierter Ordnung beziiglich Az und Ay. Wegen der eindi-
mensionalen Taylorformel

1 1 1
g(1):g(0)+g(0)1+5g(0)12+§ ()(0)13+Zg(4)(£)13 firein 0<¢<1

gilt nun die Approximationsformel

f(Az,Ay) = f(0,0)+ fz (0, 0) Az + f,(0,0) Ay
% (fea (0,0) (Az)* 42 fry, (0,0) AzAy + fy (0,0) (Ay)?)
+é (fowz (0,0) (Az)3 + 3 fruy (0,0) (Az)? Ay
+3 fwy (0,0) Az (Ay)® + fyyy (0,0) (Ay)*)
+R

wobei der Rest R von vierter Ordnung (oder hoher) ist.

Losung zu Aufgabe 7-21 : Mit der Funktion

g(t) = f(zo+tAx,yo+tAy, 20+t Az)

und der Notation
Z(t) = (xo+tAx,yo +t Ay, zo + t Az)

gilt
g(0) = f(zo,v0,20) = f(Z(0))
g(1) = f(zo+Az,yo + Ay, 20 + Az) = f (7 (1))
g(t) = fo(@(t) Ax+ fy (¥ () Ay + f. (¥ (1)) Az
§t) = fa (Z (1) (A2)* + fyy (£ (1) (Ay)® + foz (£ (1)) (A2)?

+2 froy (Z (1)) AzAy + +2 fy. (Z (1)) AyAz + 42 fo. (T (1)) AxAz

Die dritte Ableitung ¢() (t) enthilt alles Terme dritter Ordnung beziiglich Az und Ay. Wegen der eindi-
mensionalen Taylorformel

g(1)=g(0)+4(0) 1+%g'(0) 12+3, g® (&) 1° firein 0<&<1
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gilt
fEQ) = f(&0)+ (fa (£(0) Az + f, (Z(0)) Ay + f. (Z(0)) Az)
1
5 (faa (F(0)) (A2)* + fyy (F(0)) (Ap)* + fo (F(0)) (A2)%)
+ foy (Z(0)) AzAy + fr. (£(0)) AzAz + f. (Z(0)) AyAz+ R
wobei der Rest R von dritter Ordnung ist. Dies Approximation kann auch dargestellt werden durch

f(xo+ Az, yo + Ay, z0 + Az) = f (20,0, 20)
+fz (0, Y0, 20) Az + fy (20,90, 20) Ay + + . (%0, Yo, 20) Az
b (o (o) (B2 + i (0) (B + () (A2))
by (2.Fuy (30) Awdy +2 fr (70) AxAz +2 . (7o) AyA2)
+R

Losung zu Aufgabe 7-22 :
(a) Es gilt
Vi(zy) = grad f(z,y) = (62 + 3y, 3z — 6y°)
—11

Vf(-1,1/3) = (6+1,-3-6/9)=(7, T)

Die Richtung des steilsten Anstiegs ist somit (7, —11/3). Somit zeigt diese Richtung in den vierten
Quadranten und der Winkel 3 zur positiven z—Achse ist bestimmt durch tan 8 = % und somit 5 ~
0.483 ~ 27.6°. Der Steigungswinkel « ist bestimmt durch

tan a = || grad f (w0, yo)[| = V7> + (11/3)2 = 7.9
und somit o /= 1.44 =~ 82.8°.
(b) Kritische Punkte sind Nullstellen des Gradienten.
Vf(z,y) =grad f(x,y) = (6302 +3y,3x— 6y2) =(0,0)

Somit ist das folgende Gleichungssystem zu 16sen

622 + 3y = 0 y = —2a°
oder auch
4z — 3> = 0 x = 4297

Somit miissen x > 0 und y < 0 sein. Setzt man die erste Gleichung in der zweiten ein, so erhdlt man
eine Gleichung vierter Ordnung.

r=+42y> = +42°
z(1-8z% = 0

Diese Gleichung hat zwei reelle Losungen 1 = 0 und z9 = +%. Somit gibt es zwei kritische Punkte

(1,y1)=1(0,0) und (x2,y2) = (+%, _§>
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2

(¢) Zu bestimmen sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung und die Diskriminante D = f7, —

Jaz fyy-

82
@f(%y) = +12z
82
Tny(xuy) = —12y
82

e Ander Stelle (0, 0) gilt
D=32-0.-0=9>0

und somit hat die Funktion einen Sattelpunkt im Ursprung.
e Ander Stelle (+5, —3) gilt
9 1 .1
D=3 —12512§<0 und  fpr >0
und somit liegt ein lokales Minimum vor.

Die obigen Rechnungen werden bestitigt durch den Graphen der Funktion.

Losung zu Aufgabe 7-23 :

(a) Man verwendet die Taylorapproximationen zweiter Ordnung. Dazu muss man zuerst die partiellen
Ableitungen bis und mit zweiter Ordnung bestimmen.

Funktion | bei (z,y) bei (0,0)
f (1—2y) sin(z +2y) + vy — 22 0
fz (1—-2y) cos(x +2y)+y—2z 1
Ty 2(1-2y) cos(x+2y) —2sin(x +2y)+= 2
fox —(1—2y) sin(z+2y) —2 -2
Ty —4(1—2y) sin(z+2y) — 8 cos(x +2y) -8
fry —2(1—2y) sin(z +2y) —2 cos(z +2y) +1 -1

Nun ist )
fl@y) = g(z,y) =0+ 1o+ 2y + 3 (—22° — 22y — 8y?)
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(b) Zu 16sen ist das Gleichungssystem Vg = 0, d.h.

0g 1
0g 1

oder mit Hilfe vom Matrizen

-4 =2 A

—2 —16 y ]\ -4
mit der exakten Losung (z, y) = (0.4, 0.2). Wegen D = ggy — Gz Gyy = 1 — 32 < Ound g, =
—2 < 0 liegt ein lokales Maximum vor. Eine genauere Untersuchung zeigt, dass die urspriingliche

Funktion f(x,y) ein lokales Maximum hat bei (z , y) = (0.3327, 0.1852). Somit haben wir die Lage
des Maximums der urspriinglichen Funktion approximativ bestimmt.

Losung zu Aufgabe 7-24 :

bei/au point (z,y) bei/au point (1, 3)
f(z,y) 3224+ y? —2zy— 10 +2y —4 -9
5 fwy) = 6z —2y—10 10
oy f(@y) = 2y—2x+2 6

(a) Der Gradient bestimmt Richtung und Steigung.
grad f(1, 3) = (10, 6)

Die Richtung des steilsten Anstiegs ist somit (—10, 6). Somit zeigt diese Richtung in den zweiten
Quadranten und der Winkel 3 zur negativen x—Achse ist bestimmt durch tan g = 1% = 0.6 und somit
B~ 0.54 ~ 30.96°.

Der Steigungswinkel « ist bestimmt durch

tana = || grad f(1,3)] = v/10% + 62 = v/136 ~ 11.66

und somit
a ~ arctan 11.6 = 1.48526 = 85.1°

(b) Beide Komponenten des Gradienten miissen verschwinden. Das fiihrt auf das Gleichungssystem

6 -2y = 10
-2z 42y = =2

mit der einzigen Losung (xo,y0) = (2, 1). Wegen

82

Wf(manO) = 6>0
2

9 = 2>0

a7 f(zo,0)

D = (fﬂ?y (x07y0))2 — fzz (w07y0) ) fyy (avayO) =22-6-2<0

liegt ein Minimum vor.
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Losung zu Aufgabe 7-25 : Quelle [ , §2.5.3]

(a) Kiritische Punkte sind Nullstellen des Gradienten.

Vf(z,y) = grad f(z,y) = (3y — 32, 32— 3y%) = (0, 0)
Somit ist das folgende Gleichungssystem zu 16sen
2

y—x

r—y? =

Setzt man die erste Gleichung in der zweiten ein, so erhélt man eine Gleichung vierter Ordnung = —
z* = 0. Wegen

c—2t=r(1-2%=0 = 1 =0 und 29=1
Somit gibt es zwei kritische Punkte

(1,91)=1(0,0) und (22, y2) = (+1, +1)

(b) Zu bestimmen sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

82
@f(x,y) = —6z
62
@f(xay) = —06y
82

e Ander Stelle (0, 0) gilt
D=32-0.-0=9>0

und somit hat die Funktion einen Sattelpunkt im Ursprung.
e Ander Stelle (1, 1) gilt

2
D=3>—(—6)-(—6)=-27<0 und ;fo(1,1)=—6<o

und somit hat die Funktion ein lokales Maximum bei (1, 1).

Losung zu Aufgabe 7-26 :

(a) Der Gradient der Funktion muss 0 sein, d.h.

()15 G5 (0)
()= )=o)

(b) Eine sorgfiltige Rechnung fiihrt zur Bedingung

und somit

a1 a2 a3 1 b1
gradg(¥) =A-Z+b= | aja axp a3 || =2 [+ ]| b2 | =
a13 G23 as3 x3 b3
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Losung zu Aufgabe 7-28 :
(a)

622 +4 0
42 — 69> 0
Dieses System von zwei Gleichungen wird offensichtlich gelost durch

z1=0 und y; =0

Ist y # 0, so muss x = % y? und auch 22 = —% y sein. Das fiihrt auf % yt = —% y Somit gilt
2
=— und z2=-
Y2 3 2=3

(b) Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind gegeben durch

fre = 12z
fyy = —12y
fxy = 4
Beim kritischen Punkt (z1,31) = (0, 0) gilt D = fus fyy — f2, = —16 < 0 und somit liegt weder ein

Maximum noch ein Minimum vor. Beim kritischen Punkt (x2, y2) = (% , %2) gilt D = f2 — fou fyy =
16 — 64 < O und fy, = 8 > 0. Somit liegt ein lokales Minimum vor.

Losung zu Aufgabe 7-30 : Die optimale Schachtel hat einen quadratischen Grundriss und ist halb so hoch
wie breit.

Losung zu Aufgabe 7-32 :

(a) Offensichtlich ist
z=1/(37)2+y2

Somit sind die Niveaukurven Ellipsen, deren Halbachse in die z—Richtung kiirzer ist.
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(b) Das Quadrat der Distanz ist gegeben durch
flay)=@-124+uy-2>2+22=(@—-1)2+(y—2%+92% +4°

Diese Funktion ist auf ganz R? differenzierbar und somit somit die Punkte zu finden mit verschwin-
dendem Gradienten

of
— = 2(x—-1)4+18x =
D (x—1)4+182=0
of
ay (y—=2)+2y=0

Die offensichtlichen Losungen sind = 1/10 und y = 1. Der Wert von z ist gegeben durch z =
v/ (32)2 + y2 = /1.09. Der Abstand ist minimal in diesem Punkt.

Loésung zu Aufgabe 7-33 : Wegen x = r cos ¢ und y = r sin ¢ konnen wir auch die neue Funktion
3
g (r,¢) =12 cos® ¢ — 3r¥sinpcos ¢ + r? sin? ¢ = 2 (1 — 3 sinpcos p) = 12 (1 — 3 sin (2 ¢))

untersuchen. Hierbei sind die Werte 0 < r» < /3 und 0 < ¢ < 27 in Betracht zu ziehen. Die Funktion
sin (2¢) nimmt das Maximum von 1 bei ¢ = 7/4 und ¢ = 7/4 + 7 an. Somit nimmt die Funktion f (z,y)
das Minimum von 3 (1 — 2) = —3/2 bei +(1/3/2,/3/2) an. Die Funktion sin (2¢) nimmt das Minimum
von -1 bei ¢ = 37/4 und ¢ = 37/4 + 7 an. Somit nimmt die Funktion f (x,y) das Maximum von
3(1+3)=15/2bei £(,/3/2, —/3/2) an. Dies wird bestitigt durch die Abbildung.

o = M W A OO

x-Achse

Losung zu Aufgabe 7-34 : Zu untersuchen sind die Nullstellen des Gradienten

8 2
- — ele=1)*—y _
0 - f(z,y) e y2(x—1)

0 2
- 2 = ele=1)*-y (1 _

Die offensichtliche Losung ist z = 1 und y = 1. Weiter gilt

Ly
P 3
r<l = %f(x,y)<0
r>1 = 2f(:(:,y)>0 4 N
or
9 1
I<y<l = — ,y) >0
Y ayf(xy) AN /! T
y>1 — 2f(:l?,y)<0 1 3 Die
Ay
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Pfeile in der Graphik zeigen an, in welche Richtungen die Funktion ansteigt.

Somit wird das Maximum wird bei (0, 1) oder bei (3, 1) angenommen. Wegen f(0,1) = e! < f(3,1) =
3 wird das Maximum bei 2 = 3, y = 1 angenommen.

Das Minimum wird bei (1, 0) oder bei (1, 3) angenommen. Wegen f(0,1) = 0 < £(3,1) = 3e~2 wird
das Minimum bei x = 1, y = 0 angenommen. Effektiv ist der Wert entlang der Kante y = 0 immer Null.

Losung zu Aufgabe 7-35 :
(a)

S(r,h) =

0

Il h) =
ar S(r7 )

0

%S(hh) -

21r? 4 2mrh=2mr(r+h)~ 0.1885 m?

drr+27h

27r

0S8
< | Z= i
< 5 A+ah

= (4nr+27h)Ar+ (277r) Ah =~ 3.14-107% m?

0S

AS Ah

(b)

m
p(r,h,m) = Vo a2h

2m 2l

K
~ TIST.T —
m

fp(r,h,m) =

% p('f’, ham)

0
am p(r,h,m)

“ardh 7
m___°P
h

2 h2

S
mr2h

r
m

9 _ >
%S(r,h) = 27r
dp

or

ap
om

Ar —l—’ Ah—l—‘ ‘Am
= QAer—Ah—kﬁAm%QM.Q—
r h m m3
()

A
7” ~ 0.027 = 2.7%

Losung zu Aufgabe 7-36 : Diese Aufgabe wurde aus [
Approximation liefert

, §2.5.5, p. 347] tibernommen. Eine lineare

AS = g;jAh—i—aasAr—%rrAh—&—(élﬂ'r—i—Qwh)A
|IAS| < 27r|Ah|+ (47r+27h)|Ar|

(a) Mit den gegebenen Werten erhalten wir

5860.64 cm?
(128.8 - 0.5 + 414.7 - 0.4) em? = 230.27 cm?

S =
|AS| <
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(b) Der relative Fehler lisst sich nun sehr leicht bestimmen

|AS| _ 23027

5 < r360.64 ~ 0.039 = 3.9%

(c) Die zu erfiillende Bedingung ist

|AS| 27 drr+2mh
< Ah|+ —m8——
g S g |AMF—

|Ar| ~ 0.021978 |Ah| + 0.0707585 |Ar| < 0.01

Es sind nun verschiedene, korrekte Losungen moglich
e Gleich grosser absoluter Fehler [Ah| und |Ar|

0.01

~ 0.1 2
0.021978 1 0.0707585 - 108 em

|Ah| = |Ar| <

e Gleich grosse relative Fehler

|AS] < 2wrh |Ah|  4nr®+27hr |Ar

<0.01
S = S h S ro
|Ar|  |Ah] 0.01 5 0.01 5
r h = 2xrh+4nr?+27hr  4dnr(h+7) 0.005=05%
|Ah| < 0.125cm
|Ar| < 0.1025cm
e gleicher Beitrag zum Fehler
|IAS| < 0.01 S~ 58.6cm?
29.3 cm?
|AR| < 29.3 em” ~ 0.22 cm
27r
29.3 cm?
Arl] < ——— ~0.071
[Arl < dmr+27mh 0.071 em
Losung zu Aufgabe 7-37 :
(a)
Vi = b-l-h=10°mm?
Vo = (b4+2Ab)-(1+2Al)-(h+ Ah) =103 -203 - 51.5 mm® = 1.0768135 - 10° mm?

(b) Fiir die lineare Approximation sind die partiellen Ableitungen des Volumens V' beziiglich b, [ und h zu
verwenden.

ov ov ov
%Ab—FﬁAl—i—ﬁAh

= |-h-Ab+b-h-Al+b-1-Ah
= (200-50-3+100-50-3+200-100-1.5) mm?
= 75000 mm?® = 0.075 - 10 mm?

AV

%

Dieser Wert ist sehr nahe bei der Volumendifferenz V,, — V;.
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| Octave
b = 100; db = 3;
1 = 200; dl = 3;
h =50 ; dh = 1.5;
Vi = bx1xh
Va = (b+db)x(1+dl)*(h+dh)
dV = bxlxdh + bxdlxh + dbx1xh
DV = Va-Vi

Fiir den zweiten Teil kann das Volumen auch als Funktion der Wandstirke x aufgefasst werden.

V(z) = (1004 2z) (200 +2z) (50 + x)
% V(z) = 2(200+ 2x) (50 + x) + (100 + 2z) 2 (50 4+ x) + (100 + 2z) (200 + 2 ) 1
% V(0) = 2-200-50+100-2-50+ 100 - 200 = 50000
I V(0) - Az = 50000 - 1.5 mm?® = 75000 mm?®

dx

Losung zu Aufgabe 7-38 : Verwende eine lineare Approximation f(Zo+ Az) ~ f (&) +grad f(Zo)- Ax.
Die unabhiéngige Variablen sind R; und R9 und die abhiingige Variable ist der Winkel o .

(a) Verwende die Kettenregel um die partiellen Ableitungen beziiglich R; und Ry zu berechnen.

da 20+v) LM 4R} 2(1+v)LM 4R} 4 R3
= = =0 —
OR; E J? EJ (Ry — RY) (R3 — RY)
da o 4R}
OrR, ' T RI-R}
0« 0«
Aa ~ — A A
o oR, R1+aR2 Ry
4R} 4R} da
= a— 27 AR —a ——27 ARy = ——— (R}AR; — R3AR
C g Ao o A= (RIAR - R AR

(b) Division durch « fiihrt auf

A 4
70‘ “Em (R{ ARy — R} ARy)

(c) Der Fehler wird in dieser Losung gleichmissig auf Beitrige von AR; und AR, aufgeteilt. Andere
Losungen sind moglich.

2(1 L 2
o« = 201D A 0.0448 = 2.57°
4 R3 4 R3
Aal < a——21|AR —2 _|AR

Q

8.89 |AR;| +41.2 |AR,| < 1% ~ 0.017453

0.00098 m ~ 1.0 mm
0.00021 m ~ 0.2 mm

|AR; |

<
|ARy| <

Diese Variation ist zu gross um noch mittels einer linearen Approximation behandelt werden zu kénnen.
Besser wire eine Toleranz von 0.1° zu verlangen.
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Stellt man die Bedingung |[AR;| = |AR2| = |AR| so erhilt man

%0 > (889+412) [AR] =  AR=0.35mm

Losung zu Aufgabe 7-39 :

(a) Taylorapproximation erster Ordnung

Ri- Ry
R vl A2
R+ Rs
OR Ry (Ri+R3)—Ri-Ry R%
R, (Ry + Ry)? ~ (Ri+ Rp)?
oR _ _ R
O0Rs T (R1+R2)2
OR OR
A ~ — A — A
R OR, R + oR, Ry
R3 Ri
= —= AR+ ——-""———- AR
Rot R = T Ry Ry ©

(b) Der relative Fehler ist gegeben durch % . Dividieren der obige Beziehung durch R =

AR R AR1+ R ARy
R = R +Ry Ri Ri+Ry Ry

(c) Wegen ARITI = AR—E? = q gilt

an_m L m
RNRl—i-RQ R+ Ro

Somit ist der relative Fehler von R ebenfalls «.

Losung zu Aufgabe 7—42 : Hier ist ein moglicher Losungsweg mit Mathematica.

Ri1-Ra
Ri+R2

ergibt

| Mathematica
Clear[a,b,c,al,a0,b0,c0,al0];
b0 = 43;
c0 = 35;
al0 = 35;

al[b_,c_,al_] =Sqrt[b"2 + ¢"2 —2 b ¢ Cos[al Degree]]
a0=a[b0,c0,al0];
N[a0]

2 2
Sqrt[b + ¢ — 2 b ¢ Cos[al Degree]]

24.6648

| Mathematica
dl[b_,c_,al_]=Simplify[Derivative[1,0,0][a][b,c,al]]
d2[b_,c_,al_]=Simplify[Derivative[0,1,0][a][b,c,al]]
d3[b_,c_,al_]=Simplify[Derivative[0,0,1][a][b,c,al]]

b — ¢ Cos[al Degree]
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2 2
Sqrt[b + ¢ — 2 b ¢ Cos[al Degree]]

¢ — b Cos[al Degree]

2 2
Sqrt[b + ¢ — 2 b ¢ Cos[al Degree]]

b ¢ Degree Sin[al Degree]

2 2
Sqrt[b + c — 2 b ¢ Cos[al Degree]]

Mathematica
{N[d1[b0,c0,al0]],N[d2[b0,c0,al0]],N[d3[b0,c0,al0]]}

{0.580977, —0.00906303, 0.61084}

Mathematica
db = N[a0/(300 d1[b0,c0,al0])]
dc = N[a0/(300 d2[b0,c0,al0])]
dal = N[a0/(300 d3[b0,c0,al0])]

0.141513
—9.07158
0.134595

Losung zu Aufgabe 7-43 :

(a) Die absoluten Fehler der Einzelgrdssen sind gegeben durch

Af=f(z) Az , Ag=g¢ (y) Ay und Ah="n(z) Az

und die relativen Fehler somit durch

f/ g/ h/
—Ax , = Ay und — Az
f g h
Die partiellen Ableitungen von P sind gegeben durch
P
O @ nE)
P
S = H@ g e
oP

G = T@aw k)

und somit gilt

|AP| < ‘ Az| +

oy &+ [0 o

= |f ghm}ﬂfg h Ayl +|fgh Az

Fiir den relativen Fehler gilt also

/

gAy‘—l—
9

AP AP |f ‘ /
S = =< |L Axl+
- i =7

h

womit die Behauptung gezeigt ist.

EAz
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(b) Der relative Fehler von f ist abgeschitzt durch

¥ -
"

1+zy| |Ox dy

af

of

Az + Ay‘ <

und diese Grosse ist offensichtlich verschieden von

Az
T

A
+‘y
y

~ 14yl

(lz Az| + [z Ayl)

Losung zu Aufgabe 7-44 : Mit f1(x,y) = 22 + 4y?> — 1 und fo(z,y) = 42* + 3? — 1 erhalten wir die

partiellen Ableitungen

|

Of Of

b aJ]:[ 2z
ofs Of 3
5772 a—; 16z

8y
2y

und mit (2o, yo) = (1, 1) erhalten wir ein Gleichungssystem fiir z; und y;.

(]
()

und somit

Mit dhnlichen Rechnungen erhilt man

o

I

T2

T

)|
)

1
1

2 8
16 2

(o)
| (1)

2 8
16 2

1 Yo =
0.8064516 Yy =
0.7088993 Yo =
0.6821941 -

()

0.8064516
0.5483870

Q

1
0.5483870
0.3897547

0.3655855

Losung zu Aufgabe 745 : Die Iterationsvorschrift fiir das Verfahren von Newton ist

() -

To
< Yo
(>

Yo

)_
)

0 f1(x0,y0)

[ 9 f1(z0,%0)
[5)

Ui
0 fa(zo,90) 9 .f2(%0,Y0)

L ox

[ 1—|—2:on0

220 Yo

(a) Mit (zo,y0) = (1, 1) erhalten wir

(

I

U1

2
)

]

75

—~ 392

f1($07y0)
f2(x0,v0)
xo + x5 yo — 1

2 3
Lo Yo — Yo

|

)
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(b) Die Gleichung kann in einer der folgenden Formen vorliegen.
142z CL‘% xr1 — X9 B
2a1y1 2t -3y} Y1 —y2
1|34 9 S\
16 | 18 -18 3y
2.125 0.5625 0.75 — x9 B 1.172
1.125 —1.125 0.75 — y2 0
2.125 0.5625 T2 B
1.125 —1.125 Yo

za\ [ 0.6860
Yo 0.6860

Diese approximative Losung stimmt sehr gut mit einer der exakten Losung iiberein (z = y ~ 0.682328).

Es gibt noch andere Losungen, (z,y) = (1, 0) und x = —y ~ —1.32472 .

Losung zu Aufgabe 7—46 : Die Iterationsvorschrift fiir das Verfahren von Newton ist

- ~1
x1 _ To | afl(gf’y(]) 8fl(g;’y°) [ fi(zo, %)
Y1 Yo i MQ(@?’?JO) anS;’yO) fa(xo,90)

~ —1
B (:m)_ daf+2x0y; 33y ] ,<w6‘+x%y3—1)
Yo L 3xfys 2x3y0— 5y 3y —yp+1

() -

(a)

() () l)

(b) Das Gleichungssystem kann in einer der folgenden Formen vorliegen.

4ad+2x1y3 322 y? T1— T2 B v+ a2ty -1
3xiy} 223 y1 — 5yt Y1 — Y2 zyyt —yi +1
[ 26348 4900 ] < T_ . ) ( 11560 )

6561 2187 ) 9 2 _ 59049

4900  —14380 10 —739

2187 2187 9 — Y2 6561
4.01585 2.24051 0.777778 — x9 B 0.19577
2.24051 —6.57522 1111111 — o —0.112635

SHA 29-11-19



KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN 344

4.01585  2.24051 T2 B 5.41713
2.240561 —6.57522 Y2 —5.45054

Losung zu Aufgabe 7-47 : Es gilt
2+2x
Vf =
4y

(a) Wegen f(1,1) = 1 ist die Tangentialebene an z = f (x,y) im Punkt (z9, yo) = (1, 1) gegeben durch

z=14+4(x—-1)+4(y—1)=4o+4y—7

(b) Zu 16sen ist das Gleichungssystem

dx+4y = 7
Tr—8y = 0
mit der Losung
14 4
r=— und y:—g
15 60

(c) Es handelt sich um einen Schritt des newton Verfahrens mit Startpunkt (1, 1). Direktes Einsetzen ergibt

14 49
= f(==, =)~ 0.071
f(z1,u1) f(15,60) 0.0716667

Der Wert ist viel kleiner als f(1,1), was die Effizient des Verfahrens von Newton bestiittigt.

Loésung zu Aufgabe 7-48 : Um die Rechnungen auszufiihren sind partielle Ableitungen der Funktion zu
berechnen.

flx,y) = —036x+ 224264y +2.4xy+1.1y%+ zy?
0
5, @y = —0.36 + 22 + 2.4y + y°
aayf(x,y) = 264+24x+22y+22y
82
82
8—3/2f(a:,y) = 2242z
82
mf(wjy) = 2442y

(a) Bei einem Minimum muss der Gradient Null sein, d.h. die beiden partiellen Ableitungen miissen Null
gesetzt werden. Das ergibt das nichtlineare Gleichungssystem

)
Oza—f:fx = —0.36+2z+24y+19°
xXr
of
OZG—:fy = 264+424x+22y+2zxy
y
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(b) Die partiellen Ableitungen der zweiten Ordnung sind bei (zg , yo) = (1, —1) zu bestimmen und das

passende lineare Gleichungssystem ist dann
fx:v(la_l) fxy(17_1) ] ) < r1—1 )
fy;r(la_l) fyy(lv_l) y1+1

(-
0 fy(1,-1)

m ) (1) [2 o4 _1' +0.24 \ [ 0.918447
v )\ -1 04 4.2 084 )\ —1.19223

Dies fiihrt auf
Diese Approximation stimmt bereits recht gut mit der exakten Losung (0.9, —1.2) iiberein.

Losung zu Aufgabe 7-52 :
(a)
f(z,y) = 4xy zumaximierende Funktion

g(r,y) = 2 +4y*—1=0 Nebenbedingung

Die Bedingung von Lagrange

B} dy 2 0
Vf+AVg=0 oder +A =
4x 8y 0

fiihrt auf das Gleichungssystem

dy+A2x = 0
4x+ A8y
P44y =1

I
o

(b) Die erste Gleichung kann mit 4 y multipliziert werden und dann vom z—fachen der zweiten Gleichung
subtrahiert werden. Das ergibt

16y? —42? =4 (4y* —2*) =0
Wegen der dritten Gleichung gilt 22 = 1 — 4 y? und wir erhalten

4y —a? =492 — 14492 =0

mit der offensichtlichen Losung y = +,/1/8 = ;712 Daraus erhalten wir 22 =1 —4y? =1—-1/2 =

1/2. Wir verwenden die positiven Losungen

Sl-
S

Das fiihrt auf die maximale Fliche 4 x y = 1.

Losung zu Aufgabe 7-53 : Sei & = (z1, z2,x3,...,z,) € R™. Wegen

n
f(f)=H$i2x1~$2-$3~...~$n
=1
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gilt
af
- = XI2-X3°-X4 Iy
8x1
af
— = X1 X3 X4"..." Ty
Oxa
af
— = X1 X2-X4"..." Ty
8373
of
T = T1-%2-T3 Tn-1
oz,

und der Gradient von
g(@) =x1+x2+as+...+x,—1

ist offensichtlich
Vg (@) =(1,1,1,...,1)

Gemiss dem Verfahren von Lagrange ist also das Gleichungssystem

To-X3-Tg ... Tp+A = 0

T1-T3-Tg" e T+ A =

x1-x2-x4-...-xn+)\ =
$1~x2-$3-...~$n_1+>\ = 0

zu 16sen. Multiplizieren Sie nun die i—te Gleichung mit x; und man sieht sofort das
AL = Axg = Ar3 = ... = A1y,

Da \ # 0 (wieso?) folgt hieraus das alle z;—Werte gleich sein miissen. Da ihre Summe 1 ist, muss x; = 1/n
sein und in diesem Falle gilt

n n
1

| | Ty — — E Z;

; n -

=1 i=1

d.h. das geometrische Mittel ist gleich dem arithmetischen Mittel. Da die Funktion f sicher stetig ist und der
Definitionsbereich abgeschlossen und beschrinkt, muss die Funktion ihr Maximum annehmen. Die obige
Rechnung zeigt, dass es nur einen kritischen Punkt gibt und auf dem Rand des Definitionsbereichs (x; = 0
oder z; = 1) ist f (Z) = 0. Somit muss die Funktion im kritischen Punkt das Maximum annehmen. Somit
gilt fiir beliebige Zahlen die Ungleichung

d.h. das geometrische Mittel ist kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel.

Losung zu Aufgabe 7-54 : Die Figur zeigt alle Losungen der Gleichung

g(zy) =2 +29° +zy+4x+4y—10=0
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o = M w A OO

Mit

fa,y) =a® + 3

gilt
Vi(z,y)=2(xy)
und fiir die Funktion g gilt

0
99 _ onty+4
ox
0
99— 4y+taz+4
ox

und somit entsteht das Gleichungssystem

204+ X (2r+y+4) = 0

2y+A(dy+x+4) = 0

24+ 2y +ry+4x+4y—10 = 0
fiir die Unbekannten z, y und A. Die obenstehende Figur zeigt, dass der Punkt in der Nihe von (z,y) =
(1,1) liegt. Man konnte also mit dem Verfahren von Newton versuchen die obigen Gleichungen zu 15sen.

Der Startwert fiir A kann zum Beispiel mittels der ersten Gleichung als —2/7 gewihlt werden. Die folgende,
mit Mathematica ausgefiihrte Berechnung betétigt dies.

| Mathematica |
fl[x_,y-,la_] := 2 x +la (2 x +y + 4)
f2[x_,y_,la_] := 2y +la 4y +x + 4)
f3[x_,y-,la_] = x2 +2y2+xy+4x+4y—-10

FindRoot[{f1[x,y,la]==0,f2[x,y,la]==0,f3[x,y,la]==0},
{x,1.} {y,1.},{la,—2/7}]

| {x = 0.729254, y — 0.979503, la — —0.226546}

Das Newton—Verfahren kann auch ,,von Hand*“ mit Mathematica programmiert werden

| Mathematica |

Alx_,y-,la_] = {

{D[fl[x,y,la],x],D[fl[x,y,la],y],D[fl[x,y,la],la]l},
{D[f2[x,y,la],x],D[f2[x,y,la],y],D[f2[x,y,la],lal},
{D[f3[x,y,la],x],D[f3[x,y,la],y],D[f3[x,y,la],la]}}

newtonstep[{x_,y_,la_}] :=

{x,y,la}— Inverse[A[x,y,la]].
{fl[x,y,la],f2[x,y,la],f3[x,y,la]}
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und dann kann die sehr schnelle Konvergenz des Verfahrens beobachtet werden

| Mathematica |
Clear[start]
start={1.0,1.0,—-2/7};
Table[ start=newtonstep[start], {n,1,5}]
start[[1]]72 + start[[2]]"2

{{0.725664, 0.99115, —0.230088},
{0.729305, 0.979493, —0.226561},
{0.729254, 0.979503, —0.226546},
{0.729254, 0.979503, —0.226546},
{0.729254, 0.979503, —0.226546}}

1.49124

Losung zu Aufgabe 7-55 :
(a)

N

N
~7.52-10" — =7.52-10" —
m mm

pgAL* B pgmr? L4 B pgL*

FE = = = —
8IY Smriy 27r2Y

(b) Rechnung mit Differentialen

OF OF
AE = 2EA 128 AY
ar 2 oy
4 4
_ 4orel PIL Ay

23y o T azye
E E

= +2—Ar+ =AY
r Y

Somit ergibt sich die Bedingung

‘AE Ar
"l <o |2D
E |~ T

AY
—1 <0.01
5 <

Nun verlangen wir (etwas willkiirlich), dass die relativen Fehler von r und Y gleich gross sein sollen.
Das fiihrt auf

relativer Fehler | absoluter Fehler
Radius r 1% 3.3:107°m
Auslenkung Y %% 3.8-107°m

Diese Zahlen deuten an, dass diese Art das Elastizititsmodul zu messen ungeeignet ist.

Losung zu Aufgabe 7-56 :
(a)
f(,1)=—-a—-1+5
Vi) =(-2a(1-2), —2-1)=(2a, —2)
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Sei Ax =z — 1 und Ay = y — 1. Nun ist die Gleichung der Tangentialebene gegeben durch

Az
Ay

f(1,1)+Vf(1,1)-<

A =
Ax
2 = —a+4+(2a, -2)-
Ay
z —a+4+2alAx—2Ay
z = —a+4+4+2a(x—-1)—2(y—1)
—2ar+2y+2z = —a+4—2a+2
—2ax+4+2y+2 = —3a+6

(b) Der Ursprung liegt auf der Ebene, falls die Gleichung durch (z,y, z) = (0, 0,0) gelost wird, d.h. fiir
a=2

(c) Ellipsen, Mittelpunkt bei (2, 0), die Achse in y—Richtung ist um den Faktor /2 linger als diejenige in
z—Richtung.

Losung zu Aufgabe 7-57 : Diese Aufgabe ist aus [ , p- 265] iibernommen. Die lineare Approximation

1St

oP opP
20U U?
= —AU-—= A
R v R? R
AU AR
= 2P ——-P —
U R
Im gegebenen Beispiel gilt P = % W =5000 W
(@)
AU AR
AP ~ 2P——-P —
U R
-5 =02
= 9_“ _
5000 < 500 S ) w
= —125W
(b)
|AP| |AU|  |AR|
2 =0.15=1
» <27 tp 0.15 =15%

Diese prozentuale Anderung entspricht einer absoluten Anderung von +750 W .

Losung zu Aufgabe 7-58 :
(a) Sei zp = f(xo,yo0). Es gilt

- —2(zp —2)
Vf (2o, y0) =
—2(yo — 3)
und somit ist die Gleichung der Tangentialebene gegeben durch
z—z0=—2(x0—2) (z—20) —2(y0—3) (Y — %)
oder auch

Az =—-2(xg—2) Az —2(yo — 3) Ay
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(b) Die gesuchte Tangentialebene ist parallel zur z—Achse, deshalb muss der Koeffizient von x verschwin-
den, d.h. zg — 2 = 0 . Der Koordinatenursprung muss in der Ebene liegen und somit

0—2=0(0—20) —2(yo—3) (0—yo)

oder auch

~B=(w0—37% = 2y —3)w

Yo —6yg+6 = 212 —6yo
yw = 6
yo = +V6

Also ist der Kontaktpunkt bei (g, y0) = (2,+v/6) und 29 = 3 — (£v6 — 3)2.

Losung zu Aufgabe 7-59 :
(@)

fl@y) =@ =12+ (y+2)2+ (22 —y? — 4)?
(b) Wir minimieren die Funktion
g(@,y) = (= 1"+ (y+2)° + (¢* —y* — 4)?

und erhalten

oder auch
hi(z,y) = 223 —22y> -~ Tx—1=0

he (z,y) = 2% — 222y —Ty+2=0

Somit erhalten wir die partiellen Ableitungen

bei (z,vy) bei (z,y) = (1,—1)
Shi(zy)= 1+ @?—y*—4)2+222z =-3
a% hi(z,y) = —2y2x
2 ha(,y) = —2x2y
Sohalzy) = 1— (22 —y® —4)2+2y2y =13
Es gilt
hi(l,-1)= -8
ha(1,—1) = -7

Um einen Schritt des Newton—Verfahrens auszufiihren, ist das lineare Gleichungssystem

()= (G -C)-(0)
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zu 16sen. Das ergibt

(2-C (2 (-0 4 () ()
() en () ()

Loésung zu Aufgabe 7-60 : Die Gleichung kann nach E aufgelost werden.

d 2
F.] = B2
l T (2) 1)

4.-F -]
E =

m-d?- 9
4-0.1-2473 N mm

m-0.2922 .1.750 mm?3

= 2110 N2
mm
Der relative Fehler kann nun bestimmt werden
OF OF oF oF
AE =~ 87FAF+ﬁAl+ﬁAd+WA5
AE AP AN, A AS
E ~ F l d B
Abschitzung der Absolutwerte
E - F l d 1)
0.005 3 0.001 0.05

= 2
0.1 + 2473 * 0.292 + 1.750

= 0.05+40.00121 4+ 2 - 0.00342 + 0.0286 = 0.087

Der relative Fehler ist somit 9%. Fiir den absoluten Fehler AF gilt

AE N N
AE = — E%O.O87~2100—2 =183 —
E mm mm

Losung zu Aufgabe 7-61 : Der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs einer Funktion, hier
in die Richtung der schnellsten Tiefenzunahme. Es gilt

—4
st~ )

a = grad f(4,8) = ( _12 )

Somit ist die Richtung der grossten Tiefenzunahme gegeben durch die Winkelhalbierende des dritten
Quadranten.

(a) Wegen
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(b) Es ergibt sich ein System von einfachen linearen Differentialgleichungen

d 9 f(z,y)
at y(t) = gy’ yf) =2y

Die Losung ist

w(t) \ _ [ @O et ) [ 27 wobei t€R
y(t) y(0) e7?* 5e !
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7.6

Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie

mit den Begriffen Niveaukurve und Isolinie vertraut sein.

Graphen von Funktionen mit zwei unabhiingigen Variablen skizzieren konnen.
entscheiden konnen ob eine Funktion stetig ist.

entscheiden konnen ob eine Funktion stetig differenzierbar ist.

die partiellen Ableitungen und den Gradienten einer Funktion bestimmen koénnen.
in der Lage sein, die Gleichungen von Tangentialebenen an Flidchen zu finden.

mit den geometrischen Interpretationen von Gradient und Richtungsableitungen umgehen
konnen.

Taylorapproximationen erster und zweiter Ordnung von Funktionen in zwei und drei Varia-
blen zuverléssig bestimmen konnen.

in der Lage sein Extremalprobleme in mehreren Variablen zu I6sen.
mit Idee und Rechnungen fiir Fehlerdiskussionen vertraut sein.

die Idee, Vor— und Nachteile des Verfahrens von Newton zur Losung von mehreren Glei-
chungen verstehen und ein bis zwei Approximationsschritte fiir einfache Probleme von Hand
ausfiihren konnen.

einfache Extremalprobleme mit Nebenbedingungen mit der Methode von Lagrange 16sen
konnen.
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Kapitel 8

Mehrfache Integrale

In diesem Kapitel werden Verfahren gezeigt, um Funktionen von zwei oder drei Variablen zu integrieren.
Wir werden als iiber Bereiche in der zy—Ebene oder im Raum R? integrieren in kartesischen-, Zylinder-
oder Kugel-Koordinaten. Neben den Integrationstechniken ist der Divergenzsatz ein wesentliches Resultat
dieses Kapitels.

8.1 Integrale iiber Bereiche in R

8.1.1 Integrale iiber Rechtecke

8-1 Beispiel : Gesucht wird das Volumen zwischen der xy—Ebene und der Fliche z = f (z,y) = 1 + y fiir
0<2x<2und0 < y < 2. Als erstes ist die Situation zu zeichenen, anschliessend zu rechnen. &

8-2 Beispiel : Gesucht wird das Volumen zwischen der xy—Ebene und der Fliche z = f (z,y) = 1+x+y
fir0 <z <2und0 <y < 3.

Losung:

1. Idee: Zerschneiden in diinne Scheiben in x—Richtung.

Wir zerschneiden das Volumen in z—Richtung bei y = y; in eine Scheibe der Dicke Ay;. Die Frontfliche
A; dieser Scheibe ist gegeben durch

2 2
Ai:/f(x,yi)da::/ l+z+4y de=44+2vy;
0 0

Nun zerlegen wir das Intervall [0, 3] durch eine Partition 0 = yp < y1 < y2 < ... < Yp—1 < Y = 3 und
erhalten

V = Zn:Ai Ay;
i=1

= > (4+2y) Ay

i=1
3

— /(4+2y) dy falls Ay; — 0+
0

= 21

Setzen wir die beiden obigen Formeln zusammen, so ergibt sich

3 2
V:/ </ 1+x+yd:r> dy =21
0 0
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2. Idee: Zerschneiden in diinne Scheiben in y—Richtung.
Wir zerschneiden das Volumen in y—Richtung bei x ~ z; in eine Scheibe der Dicke Ax;. Die Frontfliche
A; dieser Scheibe ist gegeben durch

3 3
0 0

Nun zerlegen wir das Intervall [0, 2] durch eine Partition 0 = z¢p < x; < 22 < ... < Zp_1 < T, = 3und
erhalten

v

%

i Az‘ AJL‘Z'
=1

= > (T5+3m) A

i=1
2

— / (7.54+3x) dz falls Az, — 0+
0

= 21

Setzen wir die beiden obigen Formeln zusammen, so ergibt sich

2 3
V:/ </ 1+x—|—ydy> dr =21
0 0

Nicht ganz iiberraschend liefern beide Ansétze das selbe Volumen, d.h.
3 2 2 3
V:/ </1+x+ydm> dy:/ (/ 1+x+ydy> dr =21
0 0 0 0
¢

8-3 Beispiel : Gesucht wird das Volumen zwischen der 2y—Ebene und der Fliche z = f (z,y) = 2% + 3y
firl<z<2und3 <y <5.

Losung:

1. Idee: Zerschneiden in diinne Scheiben in z—Richtung.

Wir zerschneiden das Volumen in z—Richtung bei y ~ y; in eine Scheibe der Dicke Ay;. Die Frontfliche
A; dieser Scheibe ist gegeben durch

2 2
7
Ai:/ f(ﬂ%yz')dl?:/ $2+3yidl’=§+3y¢
1 1

Nun zerlegen wir das Intervall [3, 5] durch eine Partition 3 = yp < y1 < y2 < ... < Yp—1 < Yp = 5 und
erhalten

Vox > AAy

=1
N

= > (G+em) An
£\ 3
=1
> (7

— /<3+3y> dy falls Ay; — 0+
3

86
3
Setzen wir die beiden obigen Formeln zusammen, so ergibt sich

5 2
V:/ (/ :r2+3yd:c> dy:§
3 \J1 3
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2. Idee: Zerschneiden in diinne Scheiben in y—Richtung.
Wir zerschneiden das Volumen in y—Richtung bei x ~ z; in eine Scheibe der Dicke Ax;. Die Frontfliche
A; dieser Scheibe ist gegeben durch

5 5
Az‘—/ f(:rz',y)dy—/ x} +3y dy = 207 + 24
3 3

Nun zerlegen wir das Intervall [1, 2] durch eine Partition 1 = z¢p < 21 < 22 < ... < zp—1 < , = 3und
erhalten

=1

n

= Z (2:1312 +24) Az;
i=1

2
— /(2m2+24) dr falls Az; — 0+
1

86
3

Setzen wir die beiden obigen Formeln zusammen, so ergibt sich

2 5
V:/ (/ a:2+3ydy> da::%
1 \J3 3

Nicht ganz iiberraschend liefern beide Ansétze das selbe Volumen und es gilt

5 2 2 5 86
V:/ (/ x2—|—3ydx) dy:/ (/ x2+3ydy> dr = —
3 1 1 3 3

8—4 Definition : (Integrale iiber Rechtecke)
Sei
D = [a,b] X [¢,d] C R?

und f € C (D, R) eine auf D definierte, stetige Funktion. Dann gilt

[[s@aan = /Cd(/abm,y)dx) dy
D
_ /j(/cdf(w,y)dy) dz

8.1.2 Integrale iiber beliebige Bereiche

Selbstverstindlich kann nicht nur iiber rechteckige Bereiche integriert werden. Als Illustration sehen wir
uns ein Integral iiber einen dreieckigen Grundbereich an.
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Abbildung 8.1: Integration iiber einen dreickigen Bereich

8-5 Beispiel : Das Dreieck D ist bestimmt durch die Punkte (0, 0), (2,0) und (0, 2). Zu bestimmen ist das
Volumen iiber diesem Dreieck, oben begrenzt durch die Fliche z = f(z,y) = 3 — 5 (#* + y?). Fiir einen
festen Wert von = wird die Flidche A(x) des Schnittes senkrecht zur = Achse bestimmt. In Figur 8.1 ist der
Schnitt bei x = 1 gezeichnet.

Fiir einen festen Wert von x variiert y von 0 bis zu 2 — z. Somit gilt

e e 1 2 2 14 2 2 3
0 0

Die moglichen Werte von z sind 0 < 2 < 2 Das Vulomen wird zerlegt in Schichten mit Volumen AV =
A(x) Ax. Fir das Gesamtvolumen erhilt man somit

2 214 2 14
V /0 (x) dx /0 g ~¢-2¢ +3x T =3

Insgesamt erhélt man das Doppelintegral
2 2—x 14
J[reman= [ ([ i) a7
s o \Jo 3

8-6 Definition : (Gebiete vom Typ I)
Sind 1 und hs zwei stetige Funktionen und ist das Gebiet G’ C R? gegeben durch die Bedingung

hi(z) <y<hg(z) und a<z<b

und ist f € C (G, R) eine auf G definierte, stetige Funktion, dann gilt

[[ 16w dA—/ab (/hf:)f(a:,y) dy) dx
G

8-7 Definition : (Gebiete vom Typ II)
Sind 1 und hs zwei stetige Funktionen und ist das Gebiet G C R? gegeben durch die Bedingung

g1 (y) <z <go(y) und c<y<d
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und ist f € C' (G, R) eine auf G definierte, stetige Funktion, dann gilt

[[ 1@ dAz/cd (/;j)m,y) dm) dy
G

8-8 Beispiel : Sei GG das Innere eines Kreises mit Radius 2 und Zentrum im Ursprung. Zu integrieren ist
die Funktion f (x,3) = 22 + 3 iiber den Bereich G.

Losung: Als Gebiet vom Typ I
Der Kreis ist beschrieben durch die Bedingung

—V4—-22<y<V4—22 und —-2<x<2

und somit muss das Doppelintegral

//f(x’y)dA:/_z (/_ZxQ—i—y?dy) dx
¢

berechnet werden. Fiir das innere Integral erhalten wir

Vi—z2 1 Va—z2 1
/ x2+y2dy:<y:c3+x3> =24 — a2 <x2+(4—x2)>
—VA=Z 3 ViZ 3
Somit gilt
2 Va—z2?
//f(:v,y)dA = / / 2 +yPdy | da
-2 —V4—z2?
G
2 1
= / <2 4 — 22 (:1:2+(4—x2)>) dx
—9 3
2 2
8 4
= /_2<3 4—3:24—7% 4—:62> dx
= 8
Das letzte Integral kann mit Hilfe einer Tabelle oder der Substitution z = 2 sin u bestimmt werden. &

8-9 Beispiel : Vom Halbzylinder 22 + 32 < 9, y > 0 wird durch eine Ebene durch den Punkt (0, 3, 3) und
die z—Achse ein Schnitz abgeschnitten. Zu bestimmen ist das Volumen V' dieses Schnitzes.

Losung: Als Gebiet vom Typ I
Die Grundfliche (Halbkreis) ist bestimmt durch

0<y<vV9—22 und —-3<z2<3

Die Hoéhe in einem beliebigen Punkt (z, y) ist gegeben durch f (x,y) = y. Somit muss das untenstehende
Doppelintegral berechnet werden

v=[[rena = [ (/ﬁd> ”
G

_ /3 <1 <\/9—7a:2>2> dx

3\ 2
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1
= = (9—:B2) dx
2 J3
1 < x3>3
= - (92— —
2 3 r=-—3
27
= (27— —=— ) =18
(7-5)

Als Gebiet vom Typ I1
Die Grundfliche (Halbkreis) ist bestimmt durch

—V9—1y2<x<y9—92 und 0<y<3

Die Hohe in einem beliebigen Punkt (z, y) ist gegeben durch f (z,y) = y. Somit muss das untenstehende
Doppelintegral berechnet werden

VZ//f(:r,y)dA = /03</_+9:j2yda:> dy
G v
= /03 <2y \/9—y2) dy

=18

Mit Hilfe von Mathematica
Die folgenden vier Blocke zeigen, dass die mechanischen Rechnungen mit Mathematica leicht ausgefiihrt
werden konnen. Allerdings ist auf die richtige Integrationsreihenfolge zu achten.

| Mathematica |
Integrate[Integrate[y,{y,0,Sqrt[9—x"2]1}1,{x,—3,3}]

18

| Mathematica |
Integrate[Integrate [y,{x,—Sqrt[9—y"2],Sqrt[9—y"2]1}1,{y,0,3}]

18

| Mathematica |
Integrate[y,{x,—3,3}.{y,0,Sqrt[9—x"2]1}]

18

Aber auch ein falsches Resultat kann erreicht werden

| Mathematica |
Integrate[y,{y,0,Sqrt[9—x"21},{x,—3,3}]

2
309 -x)
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8.1.3 Integrale in Polarkoordinaten
In kartesischen Koordinaten (z, y) setzen wir unseren Bereich zusammen aus kleinen Rechtecken
ri<x<z;+Azr und y; <y<y +Ay=— AA=Azx Ay
In Polarkoordinaten (p, ¢) betrachten wir kleine Ringsegmente
pi<p<pi+Ap und ¢ <¢<¢;+Ap= AAmpApAgp
Diese Rechnungen werden durch Abbildung 8.2 illustriert.

8-10 Definition : (Integrale iiber Ringsegmente)
Sei
D={(pcos¢, psing) ER*|Ry<p<R; und ¢ <¢<g}

und f € C (D, R) eine auf D definierte, stetige Funktion. Dann gilt

[ 1@wan - /RI?(;lf(p,cﬁ)pdsb) dp
D

$1 Ry
= / (R f(p,cb)pdp) d¢

~ pAp

T

Abbildung 8.2: Flichenelement in Polarkoordinaten

8-11 Beispiel : Vom Halbzylinder 22 + 32 < 9, y > 0 wird durch eine Ebene durch den Punkt (0, 3, 3)
und die x—Achse ein Schnitz abgeschnitten. Zu bestimmen ist das Volumen V' diese Schnitzes.

Losung: Offensichtlich ist der Integrationsbereich gegeben durch
0<p<3 und 0<p <7

und die zu integrierende Funktion ist
y =psin ¢
Somit erhalten wir das Integral

o ffo - [
[froa - |.

b1
/¢ f(p.9) pd¢) dp

/” psin¢pd¢) dp
$=0

— < p2d,0> </Tr sin¢d¢>:9-2:18
p=0 $=0
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Die Rechnungen sind hier wesentlich einfacher als beim Einsatz von kartesischen Koordinaten (vergleiche
Seite 358). &

8-12 Beispiel : Bestimme das durch die Ungleichungen
O§z§$2+y2 und x2+y2§a2

bestimmte Volumen.

Losung: Dieses Integral ldsst sich selbstverstindlich auch mit kartesischen Koordinaten aufstellen. Die
Beschreibung in Zylinderkoordinaten ist allerdings viel einfacher

0<z<p? und p<a

Somit erhalten wir das einfache Integral

V:é/hdA

I
T
o
@\
I
o
e
[\
e
Q,
-
N———
QL
e

= 27 02 dp
p=0
4 @ 4
— 9 _ra
4,0 2

8.1.4 Integrale in beliebigen Koordinaten

Fiir eine grosse Zahl von Problemen geniigen die vorgestellten Koordinatensysteme. Es gibt aber auch Pro-
bleme die mit allgemeineren Verfahren gelost werden miissen. Deshalb stellen wir hier das Verfahren vor
um liber ,,beliebige’ Bereiche zu integrieren.

Ein Bereich A in R? kann oft durch eine Parametrisierung mittels zweier Parameter « und v beschrieben
werden, d.h.

7 (u,v) = ( @ (u,v) ) wobei  (u,v) € Q C R
y (u,v)

Fiir kleine Werte von (Aw,0) und (0, Av) spannen die zwei Vektoren (Aw,0) und (0, Av,0) ein kleines
Rechteck auf (in uv—Koordinaten) das wir im festen Punkt (ug, vo) anheften. Die Fliche dieses Rechtecks
ist gegeben durch Au - Av.

Bilden wir dieses Rechteck mit der obigen Parametrisierung in die zy—Ebene R? ab, so entsteht ein
parallelogramméhnliches gekriimmtes Flachenstiick (siehe Abbildung 8.3). Mit Hilfe einer linearen Appro-
ximation sehen wir, dass

oz
f(uo%—Au,Uo)“f(uoavoﬂ'( o ) Au

und

dz
f(uo,vo + AU) ~ f(uO,Uo) + ( gz ) Av
v
Also wird das Parallelogramm (linearisierte Figur) aufgespannt durch die zwei Vektoren

oz dx

5} 0
(BZ)A” und (&;)Av

ou ov
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y

N

(u,0) = (2,9)

Abbildung 8.3: Integration in beliebigen Koordinaten

Aus der Geometrie wissen wir, das die Fliche dieses Parallelogramms gegeben ist durch

Oz oz
ou ov
AA = 9u x| v || AuAv
0 0
dx 0y Oy Ox
= |— —2——=—=—|AuA
Oou Ov  Ou 0O wav
= |det [ 8;; 817; Au Av
ou Ov
= |det 9(.y) Au Av
9 (u,v)
Um Schreibarbeit zu sparen schreibt man diese Jacobi-Determinante abkiirzend als
[z Odz
Oou Ov
det (g(x,y)> = det
(u,v) @ %
L Ju  Ov

Sie wird auch Funktional-Determinante genannt. Der Ausdruck
det (2@ gy g
d (u,v)

entspricht dem Flichenelement in (u, v)—Koordinaten. Diese Konstruktion erlaubt es nun das Integral einer
skalaren Funktion iiber eine parametrisierte Fliche A auszurechnen.

8-13 Definition : Eine Fliche A C R? ist beschrieben durch die Parametrisierung
(u,v
u

. | z(u,v)
(. 0) (y(’v)
(

Dann ist das Integral einer skalaren Funktion f (Z) = f («,y) iiber diese Fliche definiert durch

/A/f:é/fdfl = /Q/f@*(u,v)) er (G20 auar

) wobei (u,v) € Q C R?
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8-14 Beispiel : (Polarkoordinaten)
Statt der Parameter v und v konnen wir natiirlich auch die Notation u = p und v = ¢ verwenden. Die
Beziehungen zwischen kartesischen und Polarkoordinaten sind
r = pcoso
= psing
Daraus folgt

) 3]
(x,y)\ 5 94
det = det a5
9 (p, ) AR
[ Opcos¢d Dpcosop
_ dp 0p
= det Jpsin ¢ 8psin¢]
L op L)
cos —psin
C et ¢ —psing
| sing  pcos¢

= p(cos® ¢ +sin¢) =p

Somit erhalten wir den bekannten Integrationsfaktor fiir eine Integration in Polarkoordinaten. Dies darf nicht
erstaunen. &

8-15 Beispiel : Untersuchen Sie den Bereich A C R?, ein Parallelogramm mit den Ecken in den Punkten
(1,2), (0,4), (3,3) und (2, 5). Zu berechnen ist das Integral

//xdwdy
A

und anschliessend die x—Koordinate =4 des Schwerpunktes.
v y

Al

Y
Y
Y

Abbildung 8.4: Integration iiber ein Parallelogramm

Losung: Das Parallelogramm kann beschrieben werden durch die Parametrisierung

(Y- () (1) (2) oo

Als Parameterbereich 2 C R? erhilt man das Einheitsquadrat = [0, 1] x [0, 1] Die Jacobi-Determinante

ist gegeben durch
-1 2
det <8(:1:,y)) = det =-5
0 (u,v) 2 1
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Also gilt
0
//x dedy = //a:(u,v) det (88:5;)’ du dv
A Q
= (I —-—u+2v)5dudv
x[0,1]
</ (1 —u+2v) 5du> dv
1
/ (3r20)
(301) =%
Die Flache ist gegeben durch
Az//ldmdyz//l’ ( >‘ddv:...:5
A Q
Also gilt
1
Ts =+ //xdxdy:g
A
Eine Zeichnung wird Sie davon iiberzeugen, dass dieses Resultat richtig ist. &

8.1.5 Der Satz von Green, Divergenzsatz

8-16 Theorem : (Satz von Green)

Gebiet G liegt zur Linken, falls man der Kurve entlangwandert. Weiter sei

F;: ( Fl(‘r?y) )
F2(37,y)

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

yf d“:fFldHdey—/ @—@M

Sei das Gebiet G C R? umschlossen durch die Kurve C'. Diese Kurve sei positiv orientiert, d.h. das

Beweis :

Wir untersuchen nur den Spezialfall eines Rechtecks. Der
Rand C des rechts abgebildeten Rechtecks R

af Cs
R [a,b] x [c,d]
= {(z,y) €eR?|a<z<bundc<y < d} Ca
&
besteht aus vier geraden Teilstiicken C; Folglich spalten 1 Cy
wir das Linienintegral {iber den Rand auf in vier einfachere a

Teilintegrale.

j{ﬁ.dg _ /ﬁ.dg+/ ﬁ.d;+/ ﬁ.d;+/ 7ods
C Ch Co Csy Cy
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b d a c
= / Fi(z,c) d:c+/ Fy(b,y) dy—l—/ Fi(z,d) dx—i—/ Fs(a,y) dy
a c b d

b d
= /F1($,0>—F1($,d)d$+/ FQ(b7y)_F2(a7y)dy

_ _/abFl(x,d)_Fl(m’c) d;,;+/cd </ab0F28(;,y)dx> dy

() [ ([ 25

_ [[-2n.on,

Jy Ox
|
8-17 Beispiel : Fiir ein konservatives Vektorfeld F gilt
OF; _oF;
or Oy
und somit oF  OF
fﬁ-d}:/ 2—1dA://0dA=o
c Oox dy
G G
Da die Kurve C' geschlossen ist, muss dieses Integral Null ergeben. &

8-18 Beispiel : Sei C der positiv orientierte Rand des Gebietes G, wobei GG in Polarkoordinaten gegeben
ist durch die Bedingungen

a<p<b und 0< o<

4 —eV® -
7{ -ds
c \ siny+ 322

Losung: Mit Hilfe der Linienintegrale

oS

Zu berechnen ist das Linienintegral

Die Kurve besteht aus vier leicht parametrisierbaren Teilstiicken. Die entstehenden Integrale kénnen aber
ziemlich kompliziert werden. Wir versuchen diesen Rechenweg zu vermeiden.

Mit dem Satz von Green

Wegen
0Fy oF,

Z1-0 und —2=6
By un B T

gilt (Integration in Polarkoordinaten)

£y i ) = fforo
= /pb:a</¢:/026pcos¢pd¢> dp
1 //; i) ( /;2 cos¢d¢)

b — a3

= 6
3

1=2 (b3—a3)

¢
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Der Satz von Green kann verwendet werden um eine durch eine Kurve umschlossene Flache mit Hilfe
eines Kurvenintegrales zu bestimmen. Verfahren dieser Art wurden frilher verwendet um Planimeter zu

konstruieren.

8-19 Satz : (Flichenberechnung)

den Flicheninhalt A zu bestimmen. Offensichtlich gilt

_ 2z _ 0=y 1<6$ 8(—y)>

T or oy 2

Ox oy

Aufgrund des Satzes von Green gilt also

A:LU&M
G
0 -
= f:cdy:jl{ - ds
C C X
= %—ydl‘:% Y -ds
c c 0
1% 1 —y -
= = xdy—ydx—% -ds
2 Jo 2Jc\ =

Sei ein Gebiet G gegeben durch die positiv orientierte, umschliessende Kurve C. Wir versuchen

8-20 Beispiel : (Flicheninhalt einer Ellipse)

Eine Ellipse mit den Halbachsen a und b ist gegeben durch die Bedingung
22 42

2tpst

Der positiv orientierte Rand C' kann parametrisiert werden durch

o <:E(t))_<acost>
y (t) b sin ¢
- (—asint)
ds =
bcost

und somit

Mit dem Satz von Green kdnnen wir nun den Flacheninhalt bestimmen mittels des Integrales

A

1
//1dA:7{a:dy—yda:
2 Jo
G
1 —y\ -
= 7{ 4 ds
2 Joe\ =z
1/27T —bsin t —a sin ¢
= = . dt
2 Ji=o acost b cost

1 2
= 2/ (ab sin t + a b cos® t) dt =abm
t=0
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Selbstverstidndlich kann auch eine der beiden anderen Formeln des vorangehenden Satzes verwendet wer-
den. ¢

Nun betrachten wir ein Vektorfeld F und ein Gebiet G  R? mit Randkurve C mit den selben Voraus-
setzungen wie beim Satz von Green. Der ,,Vektor*

hat die Linge ds mit

ds = /(& (1)) + (4 (1)) dt

und ist tangential zur Randkurve, das Gebiet G liegt auf der linken Seite. Somit hat der neue Vektor

ﬁd5:< v () )dt
—i (1)

die selbe Linge ds und er steht senkrecht zur Randkurve. Eine Skizze veranschaulicht, dass er ,,aus dem
Gebiet herauszeigt“. Der Vektor

s 1 < v (t) )
VE )2+ @) \ -2 ()
heisst deshalb auch dusserer Einheitsnormalenvektor.
Der Ausdruck

F.fids = \/(al"(t))21+ s (2 ) ( y,(t) ) V(@ ()2 + (9 ()2 dt

(2 (2):
P — (1)

berechnet den Fluss der Vektorfeldes F' durch das Randstiick der Linge ds. Durch Integration erhalten wir
den Gesamtfluss aus dem Gebiet heraus durch

ﬁﬁ.ﬁdszj,{c(;;). (_@52)) dt

Nun koénnen wir in beiden Vektoren die Komponenten vertauschen und die Vorzeichen richtig wéhlen und

erhalten
5 L By Y (t)
ﬁF-nds = ﬁ(}E) (—j:(t))dt
() ()
c\ I v (t)
()
C F1

0Fy O0Fy
= — +—dA
/ oz + oy d

G

In der untersten Umformung wurde der Satz von Green verwendet.
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8-21 Definition : Fiir ein differenzierbares Vektorfeld ' € C?2 (G, R?) in kartesischen Koordinaten heisst

der Ausdruck
— . — o @ aFQ

or oy
Divergenz des Vektorfeldes.

8-22 Theorem : (Divergenzsatz)
Sei das Gebiet G C R? umschlossen durch die Kurve C. Diese Kurve sei positiv orientiert, d.h.
das Gebiet G liegt zur Linken, falls man der Kurve entlangwandert. Weiter sei

F,‘: ( Fl(l"y) >
F2(£7y)

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

]{ﬁ.ﬁds:j[ﬂdy ngm—//aFl aFQdA //v FdA
C

Die Divergenz V - F eines Vektorfeldes kann auch physikalisch interpretiert werden. Sei dazu K, ein
Kreis mit Radius » um den Punkt & mit Rand C).. Also gilt fiir ein glattes Vektorfeld und einen kleinen
Radius r

f ﬁ.ﬁds:/ V-FdA~Vol (K,) V-F(Z)

Somit gilt
N T 1 =
div F () =V - F (%) _}%VOI(KT) frF n ds

(,,Fluss pro Flicheneinheit) die Divergenz misst den aus der Flacheneinheit heraustretenden Fluss; VF (Z)
ist die Quellstirke der Feldes F' im Punkt . Man nennt den Punkt Z eine Quelle (bzw. Senke), wenn
VF (Z) > 0 (bzw. < 0). Das Vektorfeld F' heisst quellfrei (divergenzfrei), wenn iiberall VF' (Z) = 0.

Der Divergenzsatz hat einige wichtige physikalische Anwendungen. Die Wiarmeleitungsgleichung,
elektrostatische und elektrodynamische Probleme und Stromungsgleichungen in der Hydrodynamik kénnen

mit seiner Hilfe behandelt werden. Einige Beispiele sind in Tabelle 8.1 aufgefiihrt. Siehe hierzu auch [
p. 497].

8.2 Integrale iiber Bereiche in R?

8.2.1 Integrale in kartesischen Koordinaten

Mit den selben Ideen wie im zweidimensionalen Fall konnen wir auch Integrale iiber Quader in R? konstru-
ieren. Das fiihrt auf die folgende natiirliche Definition.
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Gebiet Beziehung Bedeutung der Begriffe

v Geschwindigkeit
Strémungen div(p?v) = f p Dichte

f Quellstirke

T Temperatur

.. . . ) p Dichte

Wirmeleitung po T = div(k grad T))

o spezifische Wirme

k  Wirmeleitfahigkeit

) L = D=cE elektrisches Feld
Elektrostatik divD =p
P Ladungsdichte

Magnetostatik divB =0 B magnetisches Feld

Tabelle 8.1: Beispiele zu Divergenz

8-23 Definition : (Integrale iiber Quader)
Sei
D = [zg, 1] X [yo, y1] X [20, 21] C R

und f € C (D, R) eine auf D definierte, stetige Funktion. Dann gilt

/Z/f(x,y,z)dv - /9: (/y:l </2:1f(x,y,z)dz)dy> do

_ /x: (/0<y0 f(x,y,z)dy)dz) do
_ /0 (/x: ( y:lf(ac,y,z) dy> dac) dz

Insgesamt sind sechs verschiedene Integrationsreihenfolgen mdoglich. Fiir stetige Funktionen fiihren sie alle

zum selben Resultat.

824 Beispiel : Ein Bereich in R? sei bestimmt durch
a<zx<b , c<y<d und hi(x,y) <z<ho(z,y)
und die spezifische Masse (Masse/Volumen) ist eine bekannte Funktion p (x,y, z).

(a) Stellen Sie das Integral auf um die Gesamtmasse M zu bestimmen.

(b) Stellen Sie das Integral auf um die x—Koordinate x s des Schwerpunktes zu bestimmen.

(c) Stellen Sie das Integral auf um die z—Koordinate 2z des Schwerpunktes zu bestimmen.

Losung:

()

M—///p(af,y,z) dV—/ab </Cd (/}jzx?)p(m,y,z) dz> dy) dx
5 Y
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(b)

b d ha(z,y)
Mmsz///xp(:v,y,z)d‘/:/ / / zp(z,y,z)dz | dy | dx
a c hi(z,y)
D
b d ha(z,y)
MZS:///zp(x,y,z)dV:/ (/ (/ zp(:v,y,z)dz)dy) dx
5 a c hi(z,y)

()

8-25 Beispiel : Sei G beschrinkt durch die drei Koordinatenebenen und die Ebene x +y + z = a > 0.

1

und geben Sie eine mogliche physikalische Interpretation.

[

und geben Sie eine mogliche physikalische Interpretation.

[+

und geben Sie eine mogliche physikalische Interpretation.

(a) Berechnen Sie
(b) Berechnen Sie

(c) Berechnen Sie

Losung: Aufgrund der gegebenen Bedingung ist der Bereich bestimmt durch 0 < z < a — x — y und fiir
einen festen Wert von x sind y—Werte mit 0 < y < a — x zu untersuchen.

a Jffrav

Il
R\
I e
o
m\
I S
o |

8
N
t\\
I S
o |

i

<

—_

QL

N
~_

QU

N
~_

Q

8

Dies entspricht dem Volumen des Gebietes. Mit Hilfe der Hohe a und der Grundfliche a?/2 kann das
Resultat leicht liberpriift werden.

[l = () ) a) o
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e Dies entspricht der Gesamtmasse, falls die spezifische Masse durch = gegeben ist. Dies ist kaum

eine realistische Annahme.
Vs, = / / / z dV
G

e Mit Hilfe von
kann auch die z—Koordinate des Schwerpunktes bestimmt werden durch

at/24  a

T T 3)6 T 4

(c)

Jffsia = [,

e Dies entspricht der Gesamtmasse, falls die spezifische Masse durch x? + y? gegeben ist. Dies ist
kaum eine realistische Annahme.

o Bei konstanter spezifische Masse p = 1 entspricht dieser Ausdruck auch dem Massentrigheits-
moment bei Drehungen um die z—Achse.

o

8.2.2 Integrale in Zylinderkoordinaten
8-26 Definition : Ist der Bereich D C R? gegeben durch die Bedingungen
Ry<p<Ri , ¢<¢d<¢1 und z<z<2z

und ist f € C' (D, R) eine auf D definierte, stetige Funktion. Dann gilt
1 1 21
// fav = / (/ </ f(p,qb,z)pdz) d¢>> o
Ro $o 20

Insgesamt sind auch hier sechs verschiedene Integrationsreihenfolgen moglich.

8.2.3 Integrale in Kugelkoordinaten

8-27 Definition : Ist der Bereich D C R3 gegeben durch die Bedingungen
Ry<r<Ri , ¢0<¢<¢1 und 6 <6<06

und ist f € C (D, R) eine auf D definierte, stetige Funktion. Dann gilt

// fav. = /Rol </q:l< eolf(ﬁ(l),@) 7% sin 6 d@) d¢> dr

Insgesamt sind auch hier sechs verschiedene Integrationsreihenfolgen méglich.

Die wesentliche Information um Integrale iiber dreidimensionale Bereiche in einem der obigen Koordi-
natensysteme berechnen zu konnen ist in Tabelle 8.2 zusammengestellt.
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Variablen dV
kartesische Koordinaten T, Y, 2 dx dy dz
Zylinderkoordinaten 0, 0, 2 pdpde dz
Kugelkoordinaten r,¢,0 | r?siné dr do df

Tabelle 8.2: Volumenelemente

8-28 Beispiel : Eine Kugel mit Radius R und konstanter Massendichte p wird mit Winkelgeschwindigkeit w
um die z—Achse rotiert. Zu bestimmen ist das Massentragheitsmoment

e

Kugel

wobei r der Abstand von der Rotationsachse ist. Die Rotationsenergie ist gegeben durch

1 1
2///2Pw2r2dV:2Jw2

Kugel
27 VRZ—r2
/ / / r? rdzdrde
VR2—r2

= p47r/ 3/ R2—r2dr
0

Hierbei wurde der Radius in Zylinderkoordinaten mit r bezeichnet um Verwechslungen mit der Dichte
p zu vermeiden. Das Integral kann mit Hilfe einer Tabelle oder mit Mathematica berechnet werden.

(a) Mit Hilfe von Zylinderkoordinaten

(b) Mit Hilfe von Kugelkoordinaten

2w
J = / // rsm@ r? sin 6 dr df d¢
= p27w </ sin 681n9d9> (/ T4d7”>
0 0
s R
p22m (/ (1 — cos®6) sin@dé’) (/ r4dr>
0 0

cos 4 ro |1t

= p27 <—cos€+ 3 0) (5 0)
4 R° A7 . 2R? 2 R?
— p2r - L —p TR _m
Pty = P73 5 5

Dies ist die aus Formelsammlungen bekannte Formel fiir das Massentriagheitsmoment einer Kugel.

8-29 Beispiel : Ein Torus kann durch rotieren der Kreisfliche
(x — Ro)>+2° < R}
um die z—Achse erzeugt werden. Hierbei muss 0 < Ry < Ry gelten.

(a) Bestimmen Sie das Volumen mit Hilfe der Satzes von Guldin (Pappus).
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(b) Versuchen Sie das Integral in kartesischen Koordinaten aufzustellen, um das Volumen zu bestimmen.
Sie werden feststellen, dass dies keine leichte Aufgabe ist.

(c) Stellen Sie das Integral in Zylinderkoordinaten auf um das Volumen zu bestimmen.

(d) Berechnen Sie das Volumen mit Hilfe eines der obigen Integrale.

Losung:
(@)
V =2nRy7mR?

(b) Bei eine Integration sind verschiedene Bereiche zu unterscheiden und die zu integrierende Funktion
wird Wurzelausdriicke enthalten. Eine solche Rechnerei sollte wenn moglich vermieden werden.

(©)
Ro+R, 27 \/R%*(Rofp)z
V:///de:/ / / lpdz|do| dp
Ro—R1 0 — R%*(Ro*p)2
D
Ro+R1 R2—(Ro—p)?
= 277/ / pdz | dp

Ro—Ri \J—y/RZ—(Ro—p)?

Ro+R1
= 477/ p\/R?—(Ro—p)zdp

Ro—Ry
Ry
= 47r/ (Ro — u) \/ R} — u? (—du)
Ry
R1
= 4n Ry \/R? —u? du
Ry
= 27TR07TR%

Fiir eine der obigen Umformungen wurde die Substitution © = Ry — p verwendet.

8.2.4 Integrale in beliebigen Koordinaten

Fiir eine grosse Zahl von Problemen geniigen die vorgestellten Koordinatensysteme. Es gibt aber auch Pro-
bleme die mit allgemeineren Verfahren gelost werden miissen. Deshalb stellen wir hier das Verfahren vor
um iiber ,,beliebige™ Volumen zu integrieren.

Ein Korper K in R3 kann oft durch eine Parametrisierung mittels dreier Parameter u, v und w beschrie-
ben werden, d.h.

x (u, v, w)
Z(u,v,w) = | y(u,v,w) wobei  (u,v,w) € Q C R?
z (u,v,w)
Fiir kleine Werte von (Aw, 0, 0), (0, Av,0) und (0, 0, Aw) spannen die drei Vektoren (Aw,0,0), (0, Av,0)

und (0, 0, Aw) einen kleinen Quader auf den wir im festen Punkt (ug, vg, wp) anheften. Das Volumen dieses
Quaders ist gegeben durch Au Av Aw.
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Bilden wir diesen Quader mit der obigen Parametrisierung in den Raum R? ab, so entsteht ein parallel-
epipedidhnliches gekriimmtes Volumenstiick. Mit Hilfe einer linearen Approximation sehen wir, dass

dz
ou
. = d

@ (ug + Au, vo, wo) = T (ug, vo, wo) + | FZL | Au
9z
ou

dz
ov
e}
(uo,vo,wo) + | 5% | Av
9z
ov

X
8

Z (ug, vo + Av, wp)

und
oz
ow
. = E
 (ug, vo, wo + Aw) ~ T (ug, vo, wo) + | 5 | Aw
Oz
ow

Also wird das Parallelepiped (linearisierte Figur) aufgespannt durch die drei Vektoren

dzx Jdx dx

Ou v ow
9y 9y oy
o Au 5 Av  und T Aw
9z dz oz
ou ov ow

Aus der linearen Algebra wissen wir, das das Volumen dieses Parallelepipedes gegeben ist durch das Spat-
produkt der drei Vektoren. Dieses ist gegeben durch den Wert der Determinante

9z Qdz Oz
ou ov  Ow
9y 9y 9dy
det = L 2 Av Au Aw
9z 0z 0=z
ou ov ow

Um Schreibarbeit zu sparen schreibt man diese Jacobi-Determinante abkiirzend als

9z Qdz OJdz

8(xyz) Bu 8v 6w

det (| 575 ) =det | Su Gy Oy
0 (u,v,w) uw o Ov Odw

9z 0z 0=z

ou ov ow

Sie wird auch Funktional-Determinante genannt. Der Ausdruck
det (2@B 2N g o du
0 (u, v, w)

entspricht dem Volumenelement in (u, v, w)-Koordinaten. Diese Konstruktion erlaubt es nun das Integral
einer skalaren Funktion iiber einen parametrisierten Korper K auszurechnen.

8-30 Definition : Eine Korper K C R3 ist beschrieben durch die Parametrisierung
x (u, v, w)
Z(u,v,w) = | y(u,v,w) wobei  (u,v,w) € Q C R
z (u, v, w)

Dann ist das Integral einer skalaren Funktion f (Z) = f («,y, z) liber diesen Korper definiert durch

Jo= 5= [ st fas (FEE05) |

9 (u,v,w)
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8-31 Beispiel : (Zylinderkoordinaten)
Statt der Parameter u,v und w kénnen wir natiirlich auch die Notation u = p, v = ¢ und w = z verwenden.
Das fiihrt auf

= pcos¢
= psing
z = Z
Daraus folgt
- a -
et (WM> U I A V¢
dp 0 Oz
9 (p, ¢, 2) O S
| Op 0¢ Oz
[ Opcos¢ Dpcosg Dpcosg
Jdp 0¢p 0z
— Opsing Opsing Jpsing
= det ap ¢ 2
9z 9z 0z
L Jdp 0p 0z
cos¢p —psing 0
= det | sing pcosed 0
0 0 1

= p(cos® ¢ +sin¢) =p
Somit erhalten wir den bekannten Integrationsfaktor fiir eine Integration in Zylinderkoordinaten. Dies darf

nicht erstaunen. &

8.3 Divergenzsatz

8-32 Definition : Fiir ein differenzierbares Vektorfeld F' € C2 (G, R3) in kartesischen Koordinaten heisst
der Ausdruck

- . = OFy  O0F, O0F;
: = + +
Ox oy 0z
Divergenz des Vektorfeldes.

8-33 Theorem : (Divergenzsatz)

Sei das Gebiet G C R? umschlossen durch die Fliche S mit dem éusseren Einheitsnormalenvektor
n. Weiter sei

[ R@s)
F=| F(zy2)
Fy(x,y,2)

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

//ﬁ-ﬁdA:///aFlJraFQJran dV:// V.Fdv
Oz dy 0z
G G

S

Es ist zu beachten, dass die Formel fiir die Berechnung der Divergenz eines Vektorfeldes vom verwen-
deten Koordinatensystem abhéngt. Eine Zusammenstellung finden Sie in Tabelle 8.6 auf Seite 377.
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8.4 Oberflichenintegrale

Die folgenden Resultate iiber Einheitsnormalenvektoren und Flachenelemente miissen durch passende Skiz-
zen illustriert werden. Anschliessend sollten einige Beispiele durchgerechnet werden.

8.4.1 In kartesischen Koordinaten

In kartesischen Koordinaten (z, y, z) kennen wir die drei iiblichen Koordinatenrichtungen

ex=1 0 ., =11 und €, =

Wir erhalten Tabelle 8.3 fiir die typischen Oberflichenelemente.

Variablen Y Y, 2 T,z
Flachenelement d A dx dy dy dz dx dz
0 1 0
Normalenvektor +e,=x| 0 +e, ==+ 0 tey, =+ | 1
1 0 0

Tabelle 8.3: Flichenelemente in kartesischen Koordinaten

8.4.2 In Zylinderkoordinaten

In Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) sind die Koordinateneinheitsvektoren gegeben durch

cos ¢ —sing
€= | sing , €y = cos ¢ und €, =] 0
0 0

Diese Vektoren stehen paarweise senkrecht aufeinander. Wir erhalten Tabelle 8.4 fiir die typischen Ober-
flichenelemente in Zylinderkoordinaten.

Variablen ) o,z P,z
Fldchenelement dA | pdp do | pde dz | dp dz
Normalenvektor +e, +e, +ey

Tabelle 8.4: Flachenelemente in Zylinderkoordinaten

8.4.3 In Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten (7, ¢, ) gelten die Beziehungen

x = 71 sinf cos¢
06 sino " <27
y = 7 sinf sin mi
<0<
= r cosf
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Variablen r, ¢ o, 0 r, 0
Flichenelement dA | 7 sinf dr d¢ | 72 sinf d¢ df | r dr df
Normalenvektor +ep +eé,. +éy

Tabelle 8.5: Flachenelemente in Kugelkoordinaten

und die Koordinateneinheitsvektoren sind gegeben durch

sinf cos ¢ —sin¢ cos 8 cos ¢
e = | sinf sin¢ , €y = cos ¢ und €p = | cosf sing
cos 0 —sinf

Diese Vektoren haben alle Linge 1 und stehen paarweise senkrecht aufeinander. Wir erhalten Tabelle 8.5
fiir die typischen Oberflachenelemente in Kugelkoordinaten.

Damit das Divergenztheorem nicht nur in kartesischen Koordinaten verwendet werden kann, sollte man
div F auch in anderen Koordinatensystemen berechnen konnen. In Tabelle 8.6 finden Sie einen kleinen
Auszug aus einer Formelsammlung.

Koordinaten F V- -F=divF

OF, OF, OF,
+ -

kartesisch F.ée,+Fye,+ F. e, 3 3 5
T Y z

d(pF,) 10F; OF,

| . ) . 1
Zylinder F,e,+Fgeyp+ F. e, ; p p 0 0z

1 9(2F,) 1 0F 1 O (sinf Fy)
Kugel F.é.+Fyey+Fyéy | — ~ i
uge e+ Lpep+ Lpey 2 9 + rsin@ O¢ + 7 sin @ a0

Tabelle 8.6: Divergenz in verschiedenen Koordinatensystemen

8.4.4 Oberflichenintegrale in beliebigen Koordinaten

Fiir eine grosse Zahl von Problemen geniigen die vorgestellten Koordinatensysteme. Es gibt aber auch Pro-
bleme die mit allgemeineren Verfahren gelost werden miissen. Deshalb stellen wir hier das Verfahren vor
um liber ,,beliebige’ Flichen zu integrieren.

Eine Fliche O in R3 kann oft durch eine Parametrisierung mittels zweier Parameter u und v beschrieben
werden, d.h.

u

7 (u,v) = | y(u,v) wobei  (u,v) € Q C R?
z (u,v)

Fiir kleine Werte von Aw und Awv spannen die beiden Vektoren (Aw,0) und (0, Av) ein kleines Rechteck

auf, das wir im festen Punkt (ug, vo) anheften. Bilden wir dieses Rechteck mit der obigen Parametrisierung
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auf die Flidche O ab, so entsteht ein parallelogrammaihnliches gekriimmtes Fldchenstiick. Mit Hilfe einer
linearen Approximation sehen wir, dass

Z (uo + Au,v) & E (ug,vo) + | ¢ | Au

und
dz
ov
Z (uo, vo + Av) & T (ug,v0) + | Z¢ | Aw
9z
v

Also wird das parallelogrammaéhnliche Flachenstiick aufgespannt durch die beiden Vektoren

oz oz
ou ov
dy dy
5 Av und 5 Av
9z 9z
ou ov

Nun betrachten wir den neuen Vektor

oz ox Oydz _ 920y
ou ov ou v ou Ov
= _ Jdy dy _ 0z 0x dz dz
n (u’ ’U) ou X ov ou v ou v
0z 0z 920y _ 9y ou
ou ov ou Ov ou Ov

Dieser Vektor hat die folgenden beiden, wichtigen Eigenschaften
1. Er steht senkrecht auf der Fliche O.

2. Die Flidche des oben beschriebenen Parallelogramms ist (approximativ) gegeben durch

AA =~ ||ii]| AuAv

Um ein Oberflichenintegral zu bestimmen ist der Bereich  C R? in kleine Rechtecke zu zerlegen, eine
entsprechende approximierende Summe zu berechnen, dann der Grenzwert fiir Au, Av — 0 bestimmen.

Diese Konstruktion erlaubt es nun das Integral einer skalaren Funktion {iber eine parametrisierte Fldche
O auszurechnen.

8-34 Definition : Eine Fliche O C R? ist beschrieben durch die Parametrisierung
Z(u,v) = | y(u,v) wobei  (u,v) € Q C R?

Dann ist das Integral einer skalaren Funktion f (Z) = f (x,y, z) liber diese Fliche definiert durch

[[ 1= ] raas= [ ] 1o i dua
o o .
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8-35 Beispiel : Ist eine Fliche gegeben durch z = g (z,y) (wobei (z,y) € © C R?) so konnen wir
(kiinstlich) x = v und y = v setzen und erhalten

oz Jx
u 1 0 0
9y | = 9y | =
ou 0 und ov 1
9z 99 9z 9g
ou ox ov oy
und somit
g
1 0 — 5%
_ _ e}
n (l’, y) - 0 X 1 - _375
29 29 .

ox oy
Nun sieht man leicht, dass

o 29\* , (99
= (52) -+ (5)

Fiir das Integral einer skalaren Funktion f iiber eine solche Fliche z = g (z, y) gilt also

// fdA:/Q/f(a:,y,g(:r,y)) \/1+<g§>2+<(3y9>2dxdy

Fldche
¢
8-36 Beispiel : Ein Teilstiick einer Ebene im Raum sei gegeben durch
z=14+2x2+2y wobei 0<zxr<1l und O0<y<2
Offensichtlich gilt
1 0 -1
n(z,y)=10 | x| 1 |=| -2
2 1
und somit
Il =viTitd=6
Die Fléache dieses Ebenenstiicks sollte man erhalten durch Integration der konstanten Funktion 1
Fléiche:// 1dA:/1/21 V6 dy dv =26
Fldache o
¢

8-37 Beispiel : (Zylinderkoordinaten)
Statt der Parameter v und v konnen wir natiirlich auch die Notation © = ¢ und v = z verwenden. Das fiihrt
mit einem fixen Radius p auf

= pcos¢
= psing
z = z
Daraus folgt
g—qf % —psin ¢ 0 pcos @
i@z =| g [ x| g [ =] peoso | x| 0 [=[ psing

0 0
aT;Zs 52 0 1 0

Das ist der wohlbekannte Normalenvektor auf eine Zylinderwand und die Linge ||7i|| = p. Das Oberflichen-
element einer Zylinderwand ist also dA = p d¢ dz (vergleiche Tabelle 8.4). &
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Basierend auf der selben Idee kann auch der Fluss eines Vektorfeldes F' durch eine parametrisierte
— i

Flache bestimmt werden. Dazu muss das Skalarprodukt von F' mit dem Einheitsnormalenvektor 77, = I

integriert werden. Somit kiirzt sich der Faktor ||77|| weg und wir erhalten das folgende Resultat.

8-38 Satz : Eine Fliche O C R? ist beschrieben durch die Parametrisierung
7 (u,v) = | y(u,v) wobei (u,v) € Q C R?

Dann ist der Fluss der Vektorfeldes F' durch diese Fliche gegeben durch das Integral

//ﬁ://ﬁ.ﬁe://ﬁ-ﬁedA://ﬁ(f(u,v)).ﬁ(f(u,v))dudv
O O Q

o

8-39 Beispiel : Die Fliche O sei bestimmt durch z = 9 — 22 — 32 und z > 0. Zu bestimmen ist der Fluss
des Vektorfeldes
3x

ﬁ = 3 Y
z
durch diese Fliche.

Losung: Als Parameter wihlen wir  und y und somit ist der Kreis 22 +y? < 9 mit Radius 3 zu untersuchen.
Mit z = g (z,y) = 9 — 2% — y? erhalten wir

e}
—52 2z
= 2] —
n= —8—5 =| 2y
1 1
Also erhalten wir
3z 2z
//ﬁﬁe = // 3y || 2y | drdy
) z24+92<9 z 1
= // 622+ 69>+ (9—2? —y?) dedy
x24+y2<9
= // 5% 4+ 5y% + 9 dxdy
x24y2<9

- /03 </027r5p2+9d¢>> pdp

3
= 27r/ 50°+9pdp
0

567
2
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8-40 Beispiel : Die Fliche O sei bestimmt durch z = 9 — 22 — y? und z > 0. Zu bestimmen ist der Fluss
des Vektorfeldes
3z

ﬁ = 3y
z
durch diese Fliache.

Losung: Die Aufgabe ist identisch mit der vorangehenden, aber wir wihlen eine andere Parametrisierung.
Als Parameter wiéhlen wir nun v und v mit

T = U COoSv
= wusinwv
z = 9—u?

Somit ist der Bereich 0 < u < 3und 0 < v < 27 zu betrachten. Wir erhalten

% % CcoS v —u sinwv 2u? cosv
i (u,v) = % X % = | sinv | X u CoS v = | 2u?sinv
0z 0z
50 52 —2u 0 U
und somit
or 3 3u cosv 2u? cosv
//F'ﬁe = / / 3 sinv | 242 sinv du dv
0 0 5
0) 9—u U

27 3
= / / 6u> cos®v + 6u> sin®v+ 9u — v du dv
0 0

3
= 27r/ 5u +9u du
0

567 T
2

8.4.5 Beispiele
8—41 Beispiel : Betrachten Sie das Vektorfeld

Yy
Fo| s
1

und den Zylinder G mit Oberfliche O, gegeben durch

3:2+y2§22 und 0<2<1

/ F.idA

o

(a) Zu berechnen ist das Integral

mit Hilfe des Divergenzsatzes.
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(b) Berechne das obige Integral durch direktes Berechnen der Oberflachenintegrale.

Losung:

(a) Offensichtlich gilt
divF=V-F=0

//ﬁ-ﬁdAz///ﬁ-ﬁdvzo
e} G
(b) Wir teilen die Oberfliche des Zylinders auf in einen Boden 57, einen Deckel S5 und die Mantelfliche

S3.
1. Bodenfliache S

und somit (Divergenzsatz)

Hier ist der dussere Normalenvektor 77 = —¢, und somit
Y 0
//ﬁ-ﬁdA:// - |- o dA://—ldA:—Tr22
S S1 1 -1 S1
2. Deckel S

Hier ist der dussere Normalenvektor 77 = €, und somit

Y 0
//ﬁ.ﬁdA:// —z |-l o dA://ldA:w22
Sa Sa 1 1 Sa

3. Mantelfliche S3
Hier setzen wir mit Vorteil Zylinderkoordinaten ein mit den Variablen z und ¢.

cos ¢

SL
I

€= | sin¢g
0
dA = pdpdz=2d¢dz

Somit haben wir

Y

//ﬁ-ﬁdA = // —z | -€,dA
53 SS 1
sin ¢ cos ¢
= // —cos¢ || sing | 2dopdz
S3 1 0

= 4/0d¢dz—0

Somit konnen wir die drei Resultate zusammensetzen und erhalten

// F.iidAd=—-7n4+74+0=0

S1US2US3

¢
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8—42 Beispiel : Berechne
/ / Z-1ndA
s

wobei die geschlossene Fliche S Rand des Gebietes G ist und 77 der dussere Einheitsnormalenvektor.
Losung: Wegen
- or OJdy 0z
Vi=—+—+-—=3
YT o oy 0z

und dem Divergenzsatz gilt

/S/f-ﬁdA:/Z dez/!/:advzgv

Das Volumen kann somit durch ein Oberflichenintegral bestimmt werden. &

8—43 Beispiel : Bestimmen Sie das Volumen einer Kugel mit Hilfe der Methode des vorangehenden Bei-
spiels.

Losung: In Kugelkoordinaten ist die Oberfliache S einer Kugel vom Radius R gegeben durch
0<¢<27m und 0<O<m

und somit

S
R cos ¢ sind cos ¢ sinf
= // sing sinf |- | sing sinf |dA
R cos6 cos 0

—/RdA

:/ / R R? sinfdf do
¢=0 J =0

= /(Zs 0(—0050) i

6=0 d¢
= 47 R3

Somit erhalten wir fiir das Kugelvolumen die bekannte Formel

47
V= R?
3

8-44 Beispiel : Sei G eine Kugel mit Radius R um den Ursprung und das Vektorfeld F gegeben durch

4y z

Zu berechnen ist der Fluss dieses Feldes aus der Kugel heraus.
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(a) Durch ein Oberflachenintegral
(b) Durch ein Volumenintegral
Losung:

(a) Wegen
4yz=4R?sin6 sin¢ cosf

Fluss = //ﬁ-ﬁdA
S

gilt

cos ¢ sinf
= / 0 | sing sinf | dA
S 4 R? sin @ sin ¢ cos cos 6

2 s
= / / (4 R? sin 6 sin ¢ cos® 9) R? sin6df d¢
$=0J6=0

2 ™
= 4R* / / (sinQS cos? 0 sin? 9) df d¢
=0 J6=0

2m T
= 4R (/ sin ¢ d(b) (/ cos? 0sin” 6 d@) =0
$=0 0=0

divF =4y =4r sinf sing

(b) Offensichtlich ist

und wegen des Divergenzsatzes

Fluss = //ﬁ-ﬁdA
S

_ ///4de
G

R 2m ™
= /0 </¢0 </90(4rsin981n¢>) r? sin9d9>d¢) dr
R s T
= 4/0 (/:0 </90 (r® sin® 6 sin @) d9> d¢> dr
R 2w T
o 3 . ) o
= 4 </0 r dr) </¢:081n¢)d¢> (/Hzosm 9d€> =0

Die beiden Ergebnisse stimmen wie erhofft tiberein. &

8.5 Potential und Kraftfeld einer Vollkugel

Ist eine feste Masse M gegeben im Punkt i/ € R3. Dann ist die potentielle Energie U eines zweiten Mas-
senpunktes bei Z mit Masse m gegeben durch

-GmM

U(3) =
@ ==
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Die Kraft auf die Masse m ist dann gegeben durch

Fe_vu@)=_SmM 27

7= 177
Fiir den wichtigen Spezialfall § = 0 (M im Ursprung) hdngen die potentielle Energie U und die Kraft nur
von Radius r = ||Z|| ab und es gilt
—-GmM —-GmM
U(r)=——— und F(r)=———
()= und ()= =
Nun betrachten wir eine Kugel mit Radius Ry, Zentrum im Ursprung und Massendichte p. Eine punktformi-
ge Masse m wird an einem beliebigen Ort im Raum betrachtet und wir versuchen die potentielle Energie
U und das durch die Kugel erzeugte Kraftfeld F' zu bestimmen. Es ist ,klar*“, dass die Resultate nur vom
Abstand R des Massenpunktes vom Ursprung abhédngen. Um die gewiinschten Resultate zu erhalten ist eine
Integral iiber die dreidimensionale Kugel zu berechnen.

8.5.1 Integration in Kugelkoordinaten

Wir plazieren die Testmasse m beim Punkt (0,0, R) auf der z—Achse. Der Abstand dieses Punktes vom
Punkt mit den Kugelkoordinaten r, ¢, 6 ist gegeben durch

V(R =71 cos0)2+ 72 sin62 = \/R2+ 12— 2Rr cosf

-l
) VR2+1r2—27R cosf

zu berechnen. Wir bringen zuerst die physikalischen Konstanten auf die andere Seite der Gleichung und

_ / / / r2sin 0 de df dr
r=0 Jo=0 Jp= 0\/R2+r2—2ch059

- 27r/ / r’sinf o dr
r 0—0 VRZ+12 —2r R cosf

Hier tritt als Teilproblem das folgende Integral auf, das mit Hilfe der Substitution v = cosf (du =
—sin 0 df) gelost werden kann

Somit ist das Integral

/7T sin o /_1 -1 d
- u
9—0 VR2+ 12 —2r R cosf w=1 VRZ+712—2rRu

1

- / (R2+r2—2rRu)71/2 du
u=-—1

1

-1
= g VR24+1r2 - 2rRu

u=-—1

= % (\/(R+r)2—\/(R—r)2>
- 7’1R ((R—H")—(R—T))Z; falls R >r
= L ((R—|—7°)—(7”_R)):; falls > R
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Somit gilt fiir R > Ry

— 2 ¢
U(R) _ 27?/ / 7 sin 0 40 dr
Gmp r=0 Jo=0 VR2 + 12 —2r R cosf

= 2 —d
W/ror = r
47TR8

3R
Fir R < Ry ist das Integral aufzuteilen

_ Ro
U (R) _ 27r/ / 72 sin 6 40 dr
Gmp =0 Jo 0\/R2+r2—27“Rcosl9

2
= 277/ r? dr+27r/ r? 2 dr
r=0 R r=R r

47 R3 9
= szZ—f R?

Fiir » = Ry liefern beide Formeln das selbe Resultat. Somit gilt fiir die potentielle Energie

U (R) = —@Gm% fir R > Ry
pGm (%TI'RZ—QTFRg) fir R < Ry

Um hieraus die Kraft zu bestimmen muss U (R) nach R abgeleitet werden mit dem Resultat

71'3 .
O 1 (m) - {—‘*:,,Wemé fir R> Ry
OR

F(R)=——=U 4
—pGm 5 R fir R < Ry
Fiir R < Ry kann man auch schreiben

47 R3 p 1
F(R)=— Gm —
und somit entspricht die Kraft genau der Kraft einer im Ursprung konzentrierten Masse einer Kugel mit
Radius R.

8.5.2 Integration in Zylinderkoordinaten

Auch hier wird die Testmasse m beim Punkt (0, 0, R) auf die z=—Achse gesetzt. Der Abstand dieses Punktes
vom Punkt in Zylinderkoordinaten 7, 6 und z ist gegeben durch

(R —2)2 +r?

Um Verwechslungen mit der Dichte p zu vermeiden verwenden wir auch hier die Notation 7 fiir den Radius
in Zylinderkoordinaten. Es ist aber zu beachten, das die Radien in Zylinder-und Kugelkoordinaten nicht
tibereinstimmen. Somit ist das folgende Integral zu berechnen.

el ﬁ v
VR
- /0 \//Rgi T = 7 do dz dr
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Ro V Rg_TZ 1
= 27 / / rdz dr
(R—2)2+r?
N

Dieses Integral kann nicht leicht von Hand berechnet werden. Auch Mathematica scheitert an diesem Dop-

pelintegral. Wir versuchen deshalb die Reihenfolge der Integration zu vertauschen.

-U (R) _ /// 1 Jv
Gmp ) V(R—=2)2+712
Ro RS?ZQ 2 1
= / / \/ﬁ rdo dr dz
z=—Rgp r=0 =0 ( B Z) tr
Ry VR3-2°
= 27 / / ! dr dz
(R—2)2+41r?
z=—Rgp r=0
Ho VR 2
= 27 / (R—2)2+1r2 _00 dz
z=—Ryp a
Ry
= 27 / <\/(R—z)2+R3—22—\/(R—2)2) dz
2=—Ro
Ro
= 27 / (\/R22R2+R3\/(R2)2> dz
z=—Ry
Ist R > Ry, so gilt /(R — 2)?> = R — z > 0 und somit
U () 7
Gmp = 27 / <\/R2—2R2+R3—(R—z)> dz
z=—Ro

Ry

—1 1
= 27 (3 (R* —2Rz+ R%)%? ~ Rzt 22>

z=—Ry

= 27 <3_é ((R— Ro)® — (R+ Ro)?) — 2RR0>

—1
— 9 T a2 3) _ 9
T (33( 6 R* Ry — 6 R}) RR0>
2R3

— 2
T3R

Falls 0 < R < Ry, so ist das Integral wiederum in zwei Teile zu zerlegen.

“UR) o, /R <\/R2—2Rz+Rg—(R—z)) dz

Gmp .
z=—Ro
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R

+or / (\/R2—2Rz+R3—(z—R)> dz

o

z=R
-1 9 213/2 L 5 f
= 27T ﬁ(R _2RZ+R0) _RZ+§Z R
—1 1 Ro
+27 < (R2—2R2+R3)3/2+Rz—222>
z=R

= 27 (‘ ((R2 - R?)3% — (R+ Ro)®) — R(R+ Ro) + % (R? - Rﬁ))
1

3
+2n (g (o B = (B = R%) + R(Ro 1)~ § (5~ 1))

3R
= 27 (3_}13 ((Ro — R)®> — (R + Ro)®) — 2 R? + (R? —Rg))
1

= 27 (‘ (—6R§R—2R3)—R2—R3>
~ oor (R2-LR2
03

Zusammenfassend erhalten wir

~U(R) _{ o 218 fir R > Ry

Gmp | 2x (RR—LR?) fir R<Ry

Dieses Resultat stimmt wie zu erwarten war mit der Rechnung in Kugelkoordinaten iiberein.

8.6 Einfache Wirmeleitungsprobleme

8.6.1 Physikalische Begriffe

Die Wirmekapazitit c eines Materials gibt an wieviel Energie aufzuwenden ist um eine Masseneinheit
um 1 K aufzuheizen. Die Wiarmeleitfahigkeit A\ gibt an wie gross der Energiefluss ist aufgrund eines
Temperaturgefilles im Material. In Tabelle 8.7 sind die Werte von ¢ und A fiir einige Materialien aufgefiihrt.

Material | Wirmekapazitit bei 20°C' | Wirmeleitfihigkeit
Symbol c A
Einheiten kJkg~t K1 Wm™t K1
Eisen 0.452 74
Stahl 0.42-0.51 45
Kupfer 0.383 384
Wasser 4.182 0.598

Tabelle 8.7: Einige Werte von Wirmekonstanten

Fiir den Wirmeenergiefluss ¢’ bei einer durch die Funktion T" gegebenen Temperatur gilt

§=—AVT
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Diese Gleichung ist allgemein giiltig. Sie kann bei sehr einfachen Verhiltnissen auch umgeschrieben wer-
den. Bei einem Temperaturunterschied von AT iiber eine Strecke Al, senkrecht zu einer ebenen Fldche A,
gemessen iiber eine Zeitdauer At ergibt sich also eine Energieverschiebung A(Q pro Zeitbereich At von

AQ AT
A MAT

Symbol | Einheiten
. J
Energiedichte U —3
m
Temperatur T K
Wirmekapazitit c i
P K kg
k
Dichte P —gg
"
Wirmeleitfahigkeit A —
s n} K
Wirmefluss q 5
5 m.

Tabelle 8.8: Begriffe der Warmeleitungstheorie

Zwischen diesen Grossen gelten die physikalischen Gesetze

u = c-p-T
qg = —AVT

Sei nun G C R? ein durch die Kurve C berandetes Gebiet einer diinnen Platte mit Dicke & in der zy—
Ebene. 7 ist der dussere Einheitsnormalenvektor. Wir gehen davon aus, dass die Temperatur 7" nur von der
Zeit t und den Koordinaten x und y abhéngt. Weiter sei die Energiequelle (oder Senke) beschrieben durch

f(z,y) mitden Einheiten 3
sm

Nun ist die Gesamtenenergie in Gebiet G gegeben durch

Bt)=h [[uda=npe [[Tda
G €]

Dann gilt aufgrund der Energieerhaltung

hpc //MdA——hf(f-ﬁds—i—h//fdA
ot c
G G

und mit Hilfe des Divergenzsatzes gilt also

pc/ %dA = —//divq’dA+//fdA
G G G
= —/G/div (—)\VT)dA—i—/G/fdA

SHA 29-11-19



KAPITEL 8. MEHRFACHE INTEGRALE 390

Sind ¢, p und X konstant, so vereinfacht sich das zu

oT A 1
— dA = — div (VT — fdA
/875 //CP ( Hpcf
G G
Nun setzen wir
A
k= —
cp

Da die obige Energieerhaltung fiir beliebige Gebiete G gilt, miissen die beiden Funktionen unter dem Inte-
gralzeichen gleich sein, d.h. wir erhalten die allgemeine Wirmeleitungsgleichung
oT

1
i : T -
5 k div (V )+pcf

Da die Funktionen 7" und f je von (¢, x,y) abhingig sind kénnen wir auch schreiben

91 tary) = k

0 0? 1
ot <T(tvxay)+QT(tawvy)>+pcf(t7xay)

0x2 oy

oder kiirzer 5 .
— T = kAT + —
ot + pc /

8.6.2 Der Laplaceoperator in verschiedenen Koordinatensystemen

Der Differentialoperator A = div grad heisst Laplaceoperator. Er kann auch fiir Funktionen von drei Va-
riablen bestimmt werden. Die Tabelle 8.9 zeigt den Laplaceoperator in verschiedenen Koordinatensystemen
mit zwei leicht verschiedenen Notationen. Im Folgenden zeigen wir am Beispiel von Zylinderkoordinaten
wie diese Tabelle erstellt wurde.

Funktion u

Au

kartesische Koordinaten u (x, y, z)

Ugy + Uyy + Uzz

Pu 0%u

9% u

ox?  0y?

022

Zylinderkoordinaten u (p, ¢, z)

1
p
gau

(pup)p + p% Ugpgp + Uszz
10%u
1 - -z -
p 3p(p3p)+ 2057

9% u
022

Kugelkoordinaten u (r, ¢, 0)

r@r

r ur)r+
20 u 1 0w

r2sin26 toe +

r2 sin
1

(sinf ug)g

2(sin@ %)

+ r2sin2 9 0¢?

+ r2sin @ 00

00

Tabelle 8.9: Laplaceoperator in verschiedenen Koordinatensystemen

In kartesischen Koordinaten ist der Operator definiert durch

d?u

Au('r7y) = Ugy + Uyy = w

d?u

a2
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d?u n d?u n d?u
ox2  0y? 022

Au(2,y,2) = Upg + Uyy + Uz =

Fiir Zylinderkoordinaten gilt

T = pcoso
= psing
und somit
T, = COS Ty = —p sing

Yp = Sin ¢ Yp = p COS @

Man kann auch nach p? und tan 6 auflosen.

p- = x"+y
tanf = 2
x
Das ergibt die partiellen Ableitungen'
pgczgzcose py:y:sinG
P P
6, = —sinf Qy_cose
P P
U

Das Diagramm ([ , p- 294] rechts zeigt die Abhingigkei- Yy Lo
ten der Variablen auf. u hingt von p und 6 ab, die je von x und 0 0
y abhingig sind. Abhingigkeit ist durch Linien illustriert. Nun
miissen Wir u,, durch p und 6 ausdriicken. Wir bestimmen zuerst Py 0,
u, indem wir die Pfade von u zu x (via p und 6) addieren. Dies Pz 0y
entspricht der Kettenregel fiir mehrere Variablen.

T Yy

Das fiihrt auf die Gleichungen
sin 0
Uy = Up Py + Up Oy = u, cosl —ug
. cos @
Uy = Up py +ug by =1u, sind + uy

Nun fithren wir die selben Rechnungen noch einmal aus, aber mit u, statt « als Funktion.

"Hier ist eine der vier notwendigen Berechnungen:

d _d oy
T tanf = i
0z _ —y _ —psind
cos2 x2  p2cos?f
9, = = sin 0
P
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Ug
Ugy = (U:J:)p Pz + (U:U)G 9:1:
in 6 U U
= (up cosf —ug s )p cost (z) (Ua)o
p 0
sinf. siné
—(up cosf —ug )o
p P Py Oz
in 6 in 6 0
= <upp cos ) — ug, S + uy sz > cos 6 Pz Y
p
. sin 6 cos@\ sinf
— | upg cosO — u,sint — ugg — up p ; T y

Eine sehr dhnliche Rechnung fiir u,,, zeigt, dass

. cosf cosf .
Uyy = | upp sind +ug, p — Uug = sin 0

. cos sinf\ cos6
+ ( upp sin® + u, cos 6 + ugy

P 1%

Nun kann man die beiden Gleichungen addieren und erhilt
1 1
Uggz + Uyy = Upp + Upg0 + uegﬁ + up ; + ug0

und somit erhalten wir das in allen guten Formelsammlungen (oder auch Tabelle 8.9) aufgefiihrte Resultat
1 1

Au=uy, + — u, + — Ugg

pp T T

8.6.3 Stationire Randwertprobleme

Wir untersuchen nun ein festes Gebiet G C R? mit Rand G und wollen das Verhalten der Temperatur 7'
oder der Energiedichte u untersuchen. Wir untersuchen ,,nur* den stationéren Zustand, d.h. die Funktionen
sich unabhingig von der Zeit ¢. Die Wirmeleitungsgleichung

“AAT = f

beschreibt das Verhalten im Inneren des Gebietes, wobei die Wiarmequelle f bereits bekannt sei. Es gibt
verschiedene mdogliche Verhalten auf dem Rand.

Vorgegebene Temperatur

Auf dem Rand OG sei die Temperatur fixiert und durch eine Funktion g (z, y) gegeben. Dann ist die Diffe-
rentialgleichung

T (z,y) =g (z,y) fir (z,y) € 0G
nach der unbekannten Funktion T (z,y) aufzulsen. Dies ist eine partielle Differentialgleichung zweiter

Ordnung. Leider steht in diesem Kurs die Zeit nicht zur Verfiigung um solche Probleme zu 16sen und wir
miissen uns auf einfache (wichtige) Spezialfille beschrinken.
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Isolierter Rand

Ist der Rand des Gebietes thermisch isoliert, so muss die Komponente des Wirmeflusses ¢ in die Richtung
des Normalenvektors 7 des Randes verschwinden. Die Wirmeenergie darf nicht durch den Rand fliessen,
sondern nur parallel zum Rand. Dies fiihrt auf das Randwertproblem

—AAT (-fU,y) = f (.’L’,y) fur (Z‘,y) €eG
A7 - VT (z,y) =0 fir (z,y) € 0G

8.6.4 Wirmefluss durch eine Rohrwand

Sei ein Rohr der Linge L mit Innenradius 1?; und Aussenradius R, gegeben. Auf der Innenseite herrsche
eine Temperatur von 7Tj und aussen eine solche von 77. Wir werden Effekte der Seitenwinde des Rohres
vernachléssigen, da wir von L > R, ausgehen. Wir gehen von einem System im Gleichgewicht aus, damit
wird die Temperatur nicht von der Zeit abhingig sein.

Mit Energieerhaltung und Divergenzsatz

Die Wirmeenergiedichte und die Temperatur sind proportionale Grossen, deshalb konnen wir als unbekann-
te Funktion T direkt die Temperatur nehmen. Da die Situation radialsymmetrisch ist wird die Temperatur
T () nur vom Radius R; < r < R, abhingen und der Energiefluss durch die Fliche » = const muss un-
abhingig von r sein. Dies ist eine Konsequenz des Energieerhaltungssatzes und des Divergenzsatzes. Somit
konnen wir den Energiefluss durch die Fliche mit Radius r bestimmen als

orT

Energiefluss =cy= - 2nrL —

or

Das ist eine gewohnliche Differentialgleichung mit unabhéngiger Variablen r und abhingiger Variablen T’

0T~ _ — 1
or  2rrL\N  2rL)\r

mit der allgemeinen Losung

T(r):% Inr+cp

Die beiden Konstanten ¢y und c; lassen sich mit Hilfe der Randbedingungen
T (RZ) == To und T (Ra) = T1

bestimmen. Zu 16sen ist das System

-1
InR;+c¢; und Ty =c¢cg ——— InR,+¢1

T f—
0= D5 A o LA

Daraus erhilt man fiir den Warmefluss

To — T

N T Ut S
= AL R TRy

Als Randwertproblem

Das selbe Problem kann auch als Randwertproblem aufgefasst werden. Wir erhalten die Gleichungen

AT (z,y) =0 fir R? <a2?+y? < R?
T (xz,y) =To fir 2%+ y? = R?
T (z,y) =T fir 2?2 +y? = R2
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Aufgrund der Radialsymmetrie sollte man hier unbedingt Polarkoordinaten verwenden. Da die Funktion T’
nur vom Radius 7 abhéngt erhilt man

AT (r)=0 fir R;<r<R,
T (7“) = Tg fir r= Ri
T(r)="1T fir r=R,
oder auch 18 oT

T () = fi < r <

T8T<T87’) 0 ir R;<r<R,
T(R;) =T
T(R,) =Th

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei Nebenbedingungen. Sie kann
direkt integriert werden. Aus der ersten Gleichung kann man sofort ablesen, dass

0T _
T@T’_

konstant sein muss. Diese separable Gleichung erster Ordnung hat die allgemeine Losung

ky

T(T’) = kl Inr + ]CQ
Die beiden Randbedingungen fiihren auf das Gleichungssystem

kilnR;+ ke = Ty
kiInR,+ky = T4
uns somit auf die Losung
. nh-Ty2,  Th—-To
C InR,—InR; In(R./R;)

Die Radialkomponente des Gradienten der Temperatur ist somit gegeben durch

) 1 T -Ty
ar L =k S N R Ry

k1

Da die Oberfliche eines Rohres mit Radius r gegeben ist durch

A=2nrL
erhalten wir den Wirmeenergiefluss
0 T —Tp T —1Tj
M —T(r)=X27rL ————=~=A21L ——————~
or () T (Ro/R;) "1 (Rq/R;)

Diese Grosse ist, wie erwartet, unabhingig vom Radius 7.

Temperaturinderung entlang des Rohrs

Duch die obigen Rechnungen wissen wir wieviel Energie pro Zeit in einem Rohr der Linge AL verloren
geht. Somit konnen wir die Temperaturinderung AT} der Fliissigkeitstemperatur auf einem Stiick der Linge
AL bestimmen.

dE T — T, , AT,
— = A27AL ————— =pcALTR; —
dt T MR R P
AT() o A2 T1 - TO

dt  pernR? In(R./R;)
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Bewegt sich die Fliissigkeit mit Geschwindigkeit v so bendtigt sie die Zeit At = % um das Stiick der

Linge AL zu durchlaufen. In dieser Zeit wird die Fiissigkeit um ATy /dt abgekiihlt. Somit kénnen wir auch
die Abkiihlung pro Liange berechnen.
ATy, ATo 1 1 A2 Ti—-Ty

AL dt v v pcR? In(R,/R))

Bezeichnet die Koordinate 2 die Position entlang des Rohres, so wird aus dem Obigen eine Differentialglei-
chung fiir die unabhingige Grosse Tp(z)

dTo(z) 2\
dz wvpcR? In(Ry/R;)

(Th = To(2)) = a(Th — To(2))

Diese lineare, inhomogene Differentialgleichung hat die Losung
To(z) =T1 +ce @7
wobei die Konstante ¢ durch eine Anfangsbedingung zu bestimmen wire.

Approximation fiir diinne Winde

Ist AR = R, — R; < R;, so gilt wegen der Taylorapproximation

2?2 23 ot ab
In (1 =r——=4+—=—-——4+—4...
n(l4+z)==x 5t T 1 + 3 +
und
R, _Ri+AR _ 1 AR
RZ R,L N Rz
die Approximation
AR AR
In(Ry,/R;) =In(1+ z, ) ~ R,
Somit konnen wir den Energiefluss durch ein Rohr mit diinner Wand approximieren durch
Ty — 11
AL27R;
T TAR

Fiir die Temperaturdanderung pro Lénge erhalten wir hier

ATy 1 X227 Th—Tp

AL v pemR; AR

8.6.5 Wairmeleitwertmessung

In einem kupfernen Becher mit Aussendurchmesser 2R, = 84 mm, Innenhohe h = 102 mm und Wand-
und Bodendicke 2 mm wird eine unbekannte Fliissigkeit mit Masse m = 563.5 g gelagert. Die Fliissigkeit
wird gleichmadssig erhitzt. Nach dem Abschalten der Heizung wird zu einigen Zeitpunkten die Temperatur
im Innern des Bechers gemessen. Der Becher wird Wiarme durch Boden und Wand abstrahlen, der Deckel
sei ein perfekter Isolator.

1. Finde die Temperatur 7" (¢) der Fliissigkeit als Funktion der Zeit .

2. Wie kann aus den gemessenen Daten auf die Warmekapazitit ¢ der unbekannten Fliissigkeit geschlos-
sen werden?
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Sei T die konstante Aussentemperatur. Somit ist der Energiefluss durch den Boden gegeben durch

TR?
2@ -n)

Fiir den Fluss durch die Wand gilt
Y 2mh
In(R,/R;)
Wegen AR/R = 1/20 kann die Approximation fiir diinne Winde verwendet werden (schitzen Sie den
Fehler ab) und es ergibt sich daraus fiir den Gesamtenergieverlust pro Zeiteinheit

(T'(t) = To)

oE _ ( TR?  2wR;h
ot AR AR

Die in der unbekannten Fliissigkeit gespeicherte Energie ist

) (T'(t) — To)

E(t)=cm (T (t)—Tp)
Aus diesen beiden Beziehungen ergibt sich die Differentialgleichung

0 TR? + 21 R;h

5 (T'(t) — To) = =X AR (T'(t) — To) = =k (T (t) — To)

wobei sich die Konstante &k aus den physikalischen Daten bestimmen lésst. Die Losung ist gegeben durch
T (t) = (T (0) — Tp) e ™ + Ty

Durch messen der Temperatur kann mittels einer einfachen Datenanalyse (Regression) k bestimmt werden.
Aus der Beziehung
b 71'RZ2 + 2w R;h
cm AR

findet man
WRZZ + 27 R;h
c=— A ———7—
km AR
Damit ist die gestellte Aufgabe gelost.
Die Rechnungen konnen auch ohne die Approximation fiir diinne Winde durchgefiihrt werden. Verglei-

chen Sie die erhaltenen numerischen Ergebnisse.

8.6.6 Wie heiss wird diese Pfanne?

Eine Pfanne mit einem Radius von R = 8 ¢m und einer Hohe von h = 12 cm hat eine Seitenwand und
Deckel aus Stahl mit Dicke AR = 0.2 ¢m und einen kupfernen Boden der d = 1 ¢m dick ist. Die Heizplatte
sei auf einer festen Temperatur von 77 = 100°C und die Umgebungstemperatur ist 7y = 20°C. Wie heiss
wird das Wasser in der Pfanne maximal?

Die Maximaltemperatur 7" wird erreicht, falls durch den Boden genausoviel Energie in das Wasser fliesst
wie durch Wand und Deckel verloren geht. Somit kann die folgende Energiebilanz aufgestellt werden.

Aufgenommene Energie = Abgegebene Energie durch Deckel und Wand
T —-T T 1T T —1T;
A R? 1T = MR AR“ +A27R ARO

Hierbei wurde bereits die Approximation fiir diinne Wénde beriicksichtigt und A, (bzw. \;) ist die Warme-
leitfahigkeit von Kupfer (bzw. Stahl). Die Gleichung kann vereinfacht werden zu
W —-T
d

T —1Tp
AR
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und wir haben eine Gleichung fiir die einzige Unbekannte 7'.

AR (T1 —T)AR = X (R+2h)(T—-Tp)d
ARTIAR+ Xs (R+2h)Tod = T (As (R+2h)d+ AR AR)
Das fiihrt auf die Losung
T— Ti AdRAR+To As (R+2h)d
AR AR+ N (R+2h)d

In diese Formel kann man nun die gegebenen Daten einsetzen. Die Rechnungen kénnen auch ohne die
Approximation fiir diinne Wande durchgefiihrt werden. Vergleichen Sie die erhaltenen numerischen Ergeb-
nisse. Mit einer 100°C heissen Kochplatte wird das Wasser also kaum zum sieden gebracht.

| Mathematica |
R=0.08; h=0.12; dR = 0.002; d = 0.01;
Tl= 100 ; TO = 20;
s =45 ; 1lc = 384;
T:= (T1 lc RdR + TO Is (R + 2 h) d) / (lc RdR + Is (R+ 2h) d)
T

43.9252

8.6.7 Wairmeiibergangskoeffizienten

Die oben vorgestellten Uberlegungen fiihren bei einem Temperaturunterschied von AT iiber eine Strecke

[, senkrecht zu einer ebenen Fliche A, gemessen iiber eine Zeitdauer At zu einer ein Energieverschiebung
AQ von

AQ A

—=—-AAT

At l

Diese Formel geht davon aus, dass die Temperaturen in den Fliissigkeiten oder Gasen, die eine Wand
beriihren eine konstante Temperatur haben, bis hin zur Kontaktfliche. Dies ist in der linken linke Hilfte
von Abbildung 8.5 illustriert.

Gas/fliissig fest | Gas/fliissig Gas/fliissig fest | Gas/fliissig

Abbildung 8.5: Korrektur durch Wiarmeiibergangskoeffizienten

Tatsdchlich wird sich die Temperatur wie in der rechten Hilfte von Abbildung 8.5 verhalten. Bei der
selben totalen Temperaturdifferenz fillt die Temperatur im mittleren Material etwas weniger steil ab. Der
Energiefluss wird also verkleinert. Um diese Korrekturen zu beriicksichtigen fiihrt man die Wirmeiiber-
gangskoeffizienten o, as der ersten und zweiten Kontaktfliche ein und ersetzt in der obigen Formel A/l

durch k, wobeli
1 1 l 1

k (5] A (65)]

AQ
S =k AAT
At F

Somit erhalten wir die Basisformel
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Die Werte «; hiingen von der Fliissigkeit (Gas) und seiner Bewegung und der Form der Oberfldache ab, nicht
aber vom Material des festen Korpers. Es gibt Tabellen fiir die hdufig auftretenden Situationen.

8.7 Aufgaben

8.7.1 Zweidimensionale Bereiche

e Aufgabe 8-1:
Untersuchen Sie das rechtsstehende Gebiet G C

R? zwischen y = /2 und der Geraden. Zu be-

stimmen ist
S = / / T dA
G

Examiner la domaine G C R? a droite, entre un
y = 2z et la droite. Examiner 'intégral ci—
dessus.

(a) Stellen Sie ein explizites Doppelintegral auf fiir
S.

(b) Anschliessend ist S zu berechnen, die Zwi-
schenschritte sind zu zeigen. Die Rechnungen soll-
ten exakt sein.

o Aufgabe 8-2:

(a) Skizzieren Sie das durch die Kurven y = 22

Sie das Integral

15

0.5

0.5 1 15 2

(a) Trouver un double intégral explicite pour S .

(b) Puis calculer S, montrer les calculs in-
termédiaires. Rendre des calculs exactes.

,& = 2und y = 1 eingeschlossene Gebiet G und untersuchen

//x2+y2dA
G

(b) Zerlegen Sie das Gebiet G in vertikale Streifen.

(¢) Zerlegen Sie das Gebiet G in horizontale Streifen.

o Aufgabe 8-3:

Untersuchen Sie das Integral

2 V422
=
0 0

(a) Skizzieren Sie das Gebiet G C R? iiber das in-
tegriert wird.

(b) Schreiben Sie das Integral um zu einem Integral
in Polarkoordinaten.

(c) Berechnen Sie das Integral.

Examiner I’intégrale

x dy dx

(a) Esquisser la domaine d’intégration G C R? .

(b) Réécrire I’'intégrale en utilisant des coordonnées
polaires.

(c) Calculer I'intégrale.
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o Aufgabe 8-4:

Das untenstehende, vertikale Tor (Radius R = 2) La porte ci—dessous d’un réservoir est vertical et
eines Tankes ist vollstindig unter Wasser. Die Was- de rayon R = 2. Elle est immergée dans I’eau. Le
seroberkante stimmt mit der Toroberkannte {ibe- niveau de 1’eau coincide avec le point le plus haut
rein. Das Wasser iibt einen Druck p = pgh auf de la porte. L’eau applique une pression p = pgh
eine Seite des Tors aus. Das Tor ist nur entlang der sur la porte. La porte est supportée par 1’axe des y.

y—Achse befestigt. )
(a) Donner un intégral pour le couple total par rap-

(a) Stellen Sie ein Integral auf um das durch den port a I’axe des y, crée par I’eau.
Druck erzeugte Moment beziiglich der y—Achse zu

bestimmen. (b) Calculer cette intégral.

(b) Berechnen Sie das Integral.

al y
X
_\’7
1
o Aufgabe 8-5:
Considerer I’intégrale dans le plan des x et y Untersuchen Sie das folgende Integral in der xy—
Ebene
e 1
/ / y dx dy
1 Jlny
(a) Dessiner le domaine d’intégration. (a) Skizzieren Sie den Integrationsbereich.
(b) Changer I’ordre d’intégration. (b) Andern Sie die Integrationsreihenfolge.
(c) Calculer I'intégrale. (c) Berechnen Sie das Integral.

e Aufgabe 8-6:
Untersuchen Sie

0 \/4—y?
1= / / y dx dy
—2J0

(a) Schreiben Sie dieses Integral um in ein Doppelintegral in Polarkoordinaten.

(b) Berechnen Sie das Integral exakt.

e Aufgabe 8-7:
Betrachten Sie das Integral

é/fdA:/Z (/ d) ”

(a) Skizzieren Sie den Bereich G.
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(b) Schreiben Sie das Integral um, indem Sie die Integrationsreihenfolge vertauschen.

o Aufgabe 8-8:

Examiner la double intégral Betrachten Sie das Doppelintegral
3 rvV9—2a2
A:/ / z(x? +y?) dy dx
-3J0
(a) Changer I’ordre d’intégration. (a) Andern Sie die Integrationsreihenfolge.

(b) Réécrire I'intégral avec des coordonnées polai-  (b) Schreiben Sie das Integral um in ein Integral
res. beziiglich Polarkoordinaten.

(c) Calculer I'intégral. (c) Berechnen Sie das Integral.

[ aa

el
wobei G ein gleichseitiges Dreieck mit Ecken bei (0, —1), (v/3,0) und (0, 1).

o Aufgabe 8-9:
Berechnen Sie

e Aufgabe 8-10:

Das Gebiet G C R? liegt zwischen den Kurven La domaine G C R? est entre les deux courbes
y1 = x und yo(z) = 22 — 22 + 2. Stellen Sie ein ~ y; = zetys(z) = 22 — 22 + 2. Trouver un double
Doppelintegral auf um den untenstehenden Aus- intégral explicit pour 1’expression ci—dessous. Puis
druck zu berechnen. Bestimmen Sie anschliessend trouver la valeur de S.

den Wert von S.
S = //x dA

G

/G/y2dA

e Aufgabe 8-11:
Berechnen Sie

wobei G die Kreisscheibe 2% + y? < 1 ist.
Quelle: [ , 518]

o Aufgabe 8-12:

Considerer I’intégral dans le plan des x et y Untersuchen Sie das folgende Integral in der xy—
Ebene

4 3
/ / x dy dx
z=1Jy=\x
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(a) Calculer I’intégral. (a) Berechnen Sie das Integral.
(b) Dessiner la domaine d’integration (b) Skizzieren Sie den Integrationsbereich.

(c) Reécrire I’intégral dans la form (changer I’ordre  (c) Schreiben Sie das Integral in der Form (Integra-
d’intégration) tionsreihenfolge édndern)

[ ] dzay
/G/xydA

wobei G der Sektor 1 < p < 2,0 < ¢ < /2 ist.
Quelle: [ , 518]

o Aufgabe 8-13:
Berechnen Sie

o Aufgabe 8-14:
Betrachten Sie das Volumen V' im ersten Oktanten unter der Fliche

oy
—9_-_Z
& 2 1

(a) Stellen Sie ein Doppelintegral auf um V' zu berechnen.

(b) Berechnen Sie V.

o Aufgabe 8-15:

Aus der Kugel 22 + 32 + 22 < 4a? wir der Zylinder (z — a)? + y* < a? ausgebohrt. Wie gross ist das
Restvolumen? Stellen Sie das Integral auf, die Berechnung ist etwas schwieriger, kann aber mit Mathematica
erledigt werden.

o Aufgabe 8-16:
Bestimmen Sie

// eV dA
e

wobei der Bereich G bestimmt ist durch 2 + y? < R?. Bestimmen Sie auch den Grenzwert des obigen
Integrales, falls R — oo.

o Aufgabe 8-17:
Betrachte einen aufrechten Zylinder der Hohe H = 20 cm und Radius R = 10 cm, wobei die z-Achse auch
die Zylinderachse ist. Dieser Zylinder ist teilweise mit Wasser gefiillt. Wird er um die z—Achse rotiert so

nimmt die Wasseroberfliche die Form )

h(r):h0+;—gr2

an, wobei r der Abstand von der z-Achse ist.
Wieviel Wasser (in ¢m?®) kann eingefiillt werden, damit das Gefiss bei 10 Umdrehungen pro Sekunde
(w = 207 /sec) nicht iiberlduft? Rechnen Sie mit g = 981 cm/sec?.

e Aufgabe 8-18:
Quelle: [ , p- 156]
Berechne das Volumen, das von den Zylindern 22 + y? = a? und 22 + 22 = a? eingeschlossen wird.
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e Aufgabe 8-19:
Ein Volumen V ist unten und oben beschrinkt durch die Flichen z = 0 und 22 = 2% + y2. Die Seitenfliche
ist gegeben durch den Zylinder 22 + 32 = 2 Das Volumen ist mittels Integration in Zylinderkoordinaten zu

berechnen. Wieso liefert das Integral
w  pcos
V= / / r® drdf
0o Jo

ein falsches Ergebnis?

o Aufgabe 8-20:

Ein Bereich im Raum R3 iiber dem ersten Quadranten in
der xy—Ebene wird eingeschlossen durch die xy—Ebene und
die Fliche z = (2 — 2 — 2%)3.

(a) Stellen Sie ein Doppelintegral auf um das eingeschlossene
Volumen zu berechnen.

(b) Berechnen Sie das Integral.

o Aufgabe 8-21:

Examiner I’intégral Untersuchen Sie das Integral
1 mT—arcsiny
I://asdA:// x dx dy
0 Jarcsiny
G

(a) Esquisser la domaine d’intégration G. (a) Skizzieren Sie den Integrationsbereich G.
(b) Changer I’ordre d’intégration. (b) Andern Sie die Integrationsreihenfolge.
(c) Calculer I'intégral. (c) Berechnen Sie das Integral.

e Aufgabe 8-22:

Examiner Untersuchen Sie

V2 /2—92
I:/ / 22 dx dy
el

(a) Esquisser la domaine d’intégration G. (a) Skizzieren Sie den Integrationsbereich G.
(b) Calculer I'intégral. (b) Berechnen Sie das Integral.

o Aufgabe 8-23:
Untersuchen Sie die Funktion

flay)=1-2"—y°

auf Kreisen K, mit variablem Radius r und Mittelpunkt im Ursprung.
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(a) Wie gross muss r > 0 gewihlt werden, damit

[t aa=o
K,

(b) Wie gross muss die Konstante ¢ sein, damit

//f(x,y)—l—chzl
Ks

o Aufgabe 8-24:

Untersuchen Sie das unten gezeigte Dreieck D in
R? mit den Ecken in der 22—Ebene.

(a) Rotieren Sie das Dreieck um die z—Achse und
bestimmen Sie das entstehende Volumen V.

(b) Das Dreieck stelle eine diinne Platte dar, mit
Massendichte p (Einheit [kg/mQ]). Diese Platte
wird um die z Achse rotiert mit Winkelgeschwin-
digkeit w. Finden und vereinfachen Sie eine Formel
fiir die kinetische Energie E,.

(c) Die Platte in (b) wird um die y—Achse rotiert.
Berechnen Sie die kinetische Energie E, als Dop-
pelintegral.

8.7.2 Dreidimensionale Bereiche

e Aufgabe 8-25:

Examiner la fonction f(x,y,z) = z et calculer
la triple intégrale sur le domaine dans le premier
octant limitée par y = 0, z = 0, x +y = 2,
r+ 2y = 6etlecylindre y? + 2% = 4.

Tip: dessiner d’abord

o Aufgabe 8-26:

Examiner le triangle D en R3 avec les coins dans
le plan 2z montré ci—dessous.

(a) Appliquer une rotation par rapport a I’axe z. Cal-
culer le volume V' .

(b) Le triangle représente une plaque mince avec
densité de masse p (unité [kg/m?]). On applique
une rotations par rapport a I’axe z avec vitesse an-
gulaire w. Trouver et simplifier la formule pour
I’énergie cinétique E..

(c) Réexaminer la plaque en (b). Une applique une
rotation par rapport a I’axe y avec vitesse angulaire
w. Calculer I’énergie cinétique £, a ’aide d’une
double intégral.

4

Berechnen Sie das Dreifachintegral der Funktion
f(x,y,z) = z iiber den Bereich im ersten Oktan-
ten, beschriankt durchy = 0, z = 0, x +y = 2,
x + 2y = 6 und den Zylinder 3% + 22 = 4.

Tipp: zuerst zeichnen
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Das Massentriagheitsmoment eines Korpers K mit
konstanter Dichte p ist gegeben durch

Le moment d’inertie d’un solide K de densité p
constante est donné par

J:p/l/erV

Hierbei ist » der Abstand von der Rotationsachse
und somit von (x,y, z) abhingig. Sei K nun der
Einheitswiirfel, d.h. 0 < z,y, 2z < 1.

(a) Stellen Sie das Integral auf um das Massen-
tragheitsmoment J, einer Rotation um die z Achse
zu berechnen.

(b) Berechnen Sie J,.

(c) Als neue Rotationsachse wird nun eine zur z—
Achse parallele Gerade durch den Schwerpunkt
verwendet. Stellen Sie das Integral fiir das Massen-
trigheitsmoment J zu, anschliessend ist J zu be-
rechnen.

o Aufgabe 8-27:

Un volume est limité par les trois plans des coor-
donées et le plan

r représente la distance de 1’axe de rotation et
dépend donc de (z,y, z). Examiner le cube unité
K, cest-a—dire 0 < z,y,z < 1.

(a) Donner I’intégrale pour le moment d’inertie .J,
pour une rotation par rapport a I’axe des z .

(b) Calculer J,.

(c) Comme nouvel axe de rotation, prenez une
droite par le centre de gravité, parallele a 1’axe des
z. Trouver I'intégrale pour le moment d’inertie .J,
puis calculer J .

Ein Volumen ist begrenzt durch die drei Koordina-
tenebenen und die Ebene

rT+2y—2z=2

la densité du gaz inclu est

und die Dichte des eingeschlossenen Gases ist

p($,y72):2—2

(a) Trouver I’'intégral pour calculer la masse totale
du gaz.

(b) Calculer I’'intégral.
o Aufgabe 8-28:

Ein Korper mit konstanter Dichte p ist beschrieben
durch die vier Eckpunkte

(07070) B

(3,0,0) ,

(a) Stelle das Integral auf um die eingeschlossene
Masse zu berechnen.

(b) Berechne das Integral.

Un solide avec une densité constante p est donné
par les quatre points

(0,1,0) und/et (3,0,3)
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(a) Stellen Sie ein Doppel- oder Dreifach-Integral
auf, um das Volumen des Korpers zu berechnen.
Bestimmen Sie anschliessend das Volumen.

(b) Die Gravitationskraft wirke in die negative z—
Richtung. Stellen Sie das Integral auf um das Mo-
ment M beziiglich der y—Achse zu bestimmen. Be-
rechnen Sie M.

o Aufgabe 8-29:

Ein Ko6rper mit konstanter Dichte p ist beschrieben
durch die Ungleichungen

0<z<3 ,

Dieser Korper wird um die z—Achse rotiert mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w.

(a) Stellen Sie ein Doppelintegral auf, um die Rota-
tionsenergie F berechnen zu konnen.

(b) Berechnen Sie den exakten Wert des Integrals.

o Aufgabe 8-30:
Ein Ko6rper mit konstanter Dichte p ist beschrieben

durch die Ungleichungen
0<z<3 ,

Dieser Korper wird um die y—Achse rotiert mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w.

(a) Stellen Sie ein Doppelintegral auf, um die Rota-
tionsenergie E zu berechnen.

(b) Berechnen Sie den exakten Wert des Integrals.
o Aufgabe 8-31:

Examiner la fonction f(z,y,z) = z et calculer le
triple intégral sur la domaine dans le premier octant
limitée parz =0,z =0, z+y=2,x+2y = 6
etle cylindre 2% + 22 = 4.

Tip: designer d’abord

(a) Trouver un double ou triple intégrale pour cal-
culer le volume de cette solide. Puis calculer le vo-
lume.

(b) Tenez compte de la force de gravitation dans la
direction des z négative. Trouver I'intégral pour le
moment M par rapport a I’axe des y. Calculer M.

Un solide avec une densité constante p est donné
par les inégalités

0<y<1 und 0<Lz<z

Ce solide tourne par rapport a I’axe des z avec une
vitesse angulaire w.

(a) Trouver un double intégrale pour calculer
I’énergie de rotation E.

(b) Trouver la valeur exacte de cette intégrale.

Un solide avec une densité constante p est donné
par les inégalités

0<y<1 und 0<z<zx

Ce solide tourne par rapport a I’axe des y avec une
vitesse angulaire w.

(a) Trouver un double intégrale pour calculer
I’énergie de rotation F.

(b) Trouver la valeur exacte de cette intégrale.

Berechnen Sie das Dreifachintegral der Funktion
f(x,y,z) = z iiber den Bereich im ersten Oktan-
ten, beschriankt durch z = 0, 2 = 0, x + y = 2,
x + 2y = 6 und den Zylinder 2 + 22 = 4.

Tipp: zuerst zeichnen
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o Aufgabe 8-32:

Examiner la domaine bornée 2 C R3, limitée par
la surface y = 2 et les deux plans y + z = 4 et
z=0.

(a) Déterminer la volume V de cette domaine.
Rendre I'intégral et la valeur exacte de I’intégral.

(b) La densité p du matériel est constante et le vo-
lume fait des rotations par rapport 4 1’axe des z
avec vitesse angulaire w. Trouver I’intégral pour
I’énergie cinétique de cette rotation.

(c) Trouver la valeur numérique de E .

8.7.3 Zum Divergenzsatz

e Aufgabe 8-33:

Fiir das untenstehende Dreieck D mit positiv orien-
tierter Randkurve C und dusserem Einheitsnorma-
lernvektor 77 ist das Integral A zu bestimmen

()

A= ?{ F-fids
c
o Aufgabe 8-34:

Pour le disque D de rayon 3, le centre a I’origin et
ayant le cercle C' comme bord (orientation positi-
ve), calculer les expressions suivantes d’une fagon
exacte:

a =
p 7{ Tty
C T
j{ T4y
C =
C T
d =

o Aufgabe 8-35:
Betrachte das Geschwindigkeitsfeld

<L
I

=

[

Untersuchen Sie den beschriinkten Bereich Q C R?
der beschriinkt ist durch die Fliche y = 22 und die
beiden Ebeneny + 2 =4und 2 = 0.

(a) Bestimmen Sie das Volumen V des Bereichs.
Das Integral ist aufzustellen und exakt auszurech-
nen.

(b) Die Dichte p des Materials ist konstant und das
Volumen wird um die z—Achse rotiert mit Winkel-
geschwindigkeit w. Stellen Sie das Integral auf um
die kinetische Energie E zu berechnen.

(c¢) Bestimmen Sie den numerischen Wert von F' .

Pour le triangle D ci—dessous avec courbe C' (ori-
entation positive) et le vecteur d’unité normale

extérieur 7 calculer I’intégrale A .
Yy

IS

8

Fiir eine Kreisscheibe D mit Radius 3 und Zentrum
im Ursprung und dem positiv orientierten Kreis C'
als Rand sind die folgenden Integrale exakt zu be-
stimmen:

2, .92
r*+y) A
> +y)y

>-de
>-ﬁds

Y{C(l+y+:ﬂ) ds

2z
r+y
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und das Stiick der Geraden x 4+ y = 1 im ersten Quadranten. Bestimme den Fluss dieses Feldes durch die

Kurve.

e Aufgabe 8-36:

Die rechts gezeigte Kurve ist gegeben durch die Parametrisie-

rung
La courbe 4 droite est donée par la paramétrisation

z(t) =cost— 3sin(2t)
y(t) =sint

Berechnen Sie die eingeschlossene Flidche exakt.

Trouver la valeur exacte 1’aire de la surface entourée par la

courbe.

Tip: Satz 8—19 auf Seite 366.

o Aufgabe 8-37:
Betrachte das Geschwindigkeitsfeld

.

0<t<2m

2z
r+y

und das Einheitsquadrat mit Ecken im Ursprung und im Punkt (1, 1). Bestimme den Fluss des Feldes durch
den Rand des Bereiches mit zwei verschiedenen Methoden.

o Aufgabe 8-38:

Untersuchen Sie den Zylinder G mit Radius R = 2
und der y-Achse als Zylinderachse. Die Breite sei
4, gegeben durch 0 < y < 4. Zu untersuchen ist das
Geschwindigkeitsfeld F'. S sei die Aussenwand des
Zylinders, ohne Boden und Deckel. Berechnen Sie
das Fldchenintegral a iiber die Oberflidche S.

o Aufgabe 8-39:

Untersuchen Sie den Zylinder G mit Radius R = 3
und der y-Achse als Zylinderachse. Die Hohe sei
10, gegeben durch 0 < y < 10. Zu untersuchen ist
das Geschwindigkeitsfeld F.

F =

Examiner le cylindre GG de rayon R = 2 avec |’axe
des y comme axe central du cylindre. La hauteur
est 4, donnée par 0 < y < 4. Utiliser le champ de
vitesse F'. Soit S la surface latéral du cylindre, sans
fond et plafond. Calculer I’intégral a pour cette sur-
face S.

Examiner le cylindre GG de rayon R = 3 avec ’axe
des y comme axe central du cylindre. La hauteur
est 10, donnée par 0 < y < 10. Utiliser le champ
de vitesse F.

3z

sin(x)

Y
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(a) Berechnen Sie den Gesamtfluss dieses Ge-
schwindigkeitsfeldes aus dem Zylinder heraus.

(b) Geben Sie das Integral an um den Fluss durch
die Mantelflache des Zylinders zu bestimmen.

(c) Berechnen Sie das oben aufgestellte Integral.

o Aufgabe 8-40:

Soit R C R3 le cylindre 22 + y? < 4et0 < 2z <
3 avec la surface S avec trois sections. Le vecteur
normal extérieure est 7i. Calculer

//ﬁ‘ﬁdS wobei F = | 43
S 3

a I’aide de théoreme de divergence.

e Aufgabe 8-41:

(a) Trouver le flux total hors du cylindre de ce

champ de vitesse.

(b) Donner I’intégral pour le flux par la face latéral

du cylindre.

(c) Calculer la valuer de I’intégral ci—dessus.

Sei R der Zylinder 22 + y> < 4und 0 < z < 3
mit der dreiteiligen Oberfliche S mit dem dusseren
Einheitsnormalenvektor 7i. Berechne

3

z

mit Hilfe des Divergenzsatzes.

Sei R der Zylinder 22 + 3?2 < 3und 0 < z < 1 mit der dreiteiligen Oberfliiche S mit dem #usseren

Einheitsnormalenvektor 7i. Berechne

//ﬁ~ﬁd$ wobei F = 23
S

o Aufgabe 8-42:
Untersuchen Sie den Zylinder G mit Radius R = 2
und der z-Achse als Zylinderachse. Die Hohe sei 5,

gegeben durch 0 < z < 5. Zu untersuchen ist das
Geschwindigkeitsfeld F'.

M,
I

(a) Berechnen Sie den Gesamtfluss aus dem Zylin-
der.

(b) Geben Sie das Integral an um den Fluss durch
die Mantelfliche des Zylinders zu bestimmen. Das
Intgeral ist nicht zu berechnen, sondern zu verein-
fachen.

o Aufgabe 8-43:

Das Volumen V ist beschrieben durch die Unglei-
chungen

cosh (y? + 2?)
z \/x? +y?

Examiner le cylindre GG de rayon R = 2 avec 1’axe
des z comme axe central du cylindre. La hauteur
est 5, donnée par 0 < z < 5. Utiliser le champ de
vitesse F.

(a) Trouver le flux total hors du cylindre de ce
champ de vitesse.

(b) Donner I’intégral pour le flux par la face latéral
du cylindre. Ne calculer pas I’intégral, mais simpli-
fier.

Le volume V' est donné par les inégalités

x>0 , y>0 , 2>0 , 22+4>+22<4
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und das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit
durch

<L
I

Zu betrachten ist der Fluss aus dem Volumen V
hinaus.

(a) Stellen Sie die vier Oberflichenintegrale auf um
den Fluss zu berechnen.

(b) Berechnen Sie den Fluss moglichst effizient.

o Aufgabe 8-44:

Examiner le champ vectoriel et les intégrals

et le champ de vitesse d’un liquide est

Considerer le flux qui sort du volume V.

(a) Donner les quatres intégrals de surface pour cal-
culer le flux.

(b) Calculer le flux d’un facon efficace.

Untersuchen Sie das Vektorfeld und die Integrale

Tz
I = ///divﬁ dV ethund I = //ﬁ'ﬁdA avec/mit F = Ty
Z A —z

et le cylindre Z donné par 22 + 22 < 4et0 <y <
3. La surface de Z est nommée A.

(a) Ecrire I; comme triple intégrale simple. Calcu-
ler 'intégrale si facilement possible.

(b) Ecrire I comme somme de trois intégrales
doubles. Calculer ces intégrales si facilement pos-
sible.

o Aufgabe 8-45:

In einer Hohlkugel (Innenradius R;, Aussenradius
R,) ist eine Fliissigkeit gelagert. Vom Kugelmateri-
al kennt man die Wirmekapazitit c Kikg} und die
Wirmeleitfahigkeit A [ﬁ] Die Fliissigkeit er-
zeugt Wirme pro Volumen und Zeit, gegeben durch

w, [%] Die Aussentemperatur bei » = R,, ist
gegeben durch 7, [K].

(a) Bestimmen Sie die Temperatur 7; bei r = R; als
Funktion von w, A, ¢, R; und R,.

(b) Zeigen Sie, dass die Innentemperatur maximal
istbei R; = 2 R,

und den Zylinder Z beschrieben durch 22 + 22 < 4
und 0 < y < 3. Die Oberfliche von Z wird mit A
bezeichnet.

(a) Schreiben Sie I; als moglichst einfaches Drei-
fachintegral. Berechnen Sie dieses Integral, falls
leicht moglich.

(b) Schreiben Sie /5 als Summe von drei Doppelin-
tegralen. Berechnen Sie dieses Integral, falls leicht
moglich.

Dans une sphere creuse (rayon intérieure I?;, rayon
extérieur R,) on trouve un fluide. Du matériel de

la sphere on sait la capacité de chaleur c [%@] et

conductibilité calorifique A [s n}] K]. Le fluide pro-

duit de la chaleur par temps et volume, donner par
w [mjgs} La temperatur pour r = R, est donnée
par T, [K].

(a) Trouver la température 7; au point r = R; com-
me fonction de w, A, ¢, R; et R,,.

(b) Montrer que la température 7; est maximale
pour R; = % R,
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Anleitung:

1. In0 < r < R; erzeugte Wirmeenergie pro Zeit
bestimmen.

2. Energieerhaltung verwenden um eine Differenti-
algleichung fiir die Temperatur 7' als Funktion
von 7 zu erhalten (R; <r < R,)

3. T (r) bestimmen.

4. T; = T (R;) bestimmen.

e Aufgabe 8-46:

In einem Zylinder mit Radius R und Linge L (L
sehr gross) wird konstant geheizt. Die Tempera-
tur Ty an der Aussenfldache kann gemessen werden.
Gegeben sind die folgenden Daten.

Instructions:

1. Calculer I’énergie de chaleur produit par temps
pour 0 <r < R;.

2. Utiliser la conservation 1’énergie de chaleur
pour trouver une équation différentielle pour la
température 7" comme fonction de r (R; < r <

R,).
3. Trouver T (7).
4. Trouver T; = T (R;).

L’intérieur d’un cylindre de rayon R et longeur L
(L tres grand) est chauffé. La température 1 a la
surface est mesurée. Sont connus:

w | spezifische Heizleistung
A | Wirmeleitfahigkeit

c | Wirmekapazitit

p | spezifische Masse

L | Linge

R | Aussenradius
To | Aussentemperatur

puissance de chauffage #
conductivité de chaleur J
smK
., . J
capacité de chaleur WK
sci kg
masse spécifique P
longueur m
rayon extérieure m
température a la surface K

(a) Zu bestimmen ist die Temperatur 7'(r) als Funk-
tion des Radius r fiir0 < r < R.

(b) Skizzieren Sie ein Temperaturprofil.

Tipp: Zuerst hypothetischen Zylinder mit Radius r
betrachten und dessen Heizleistung bestimmen.

o Aufgabe 8-47:

Eine Kurve C' ist gegeben durch die Parametrisierung

y(t): V9_t27

Berechnen Sie das Integral

ﬁ(l‘,y) = (

Die Uberlegungen miissen begriindet werden.

y+x4
17+x— L

(a) Trouver la température T'(r) comme fonction dy
rayon 7 pour 0 < r < R.

(b) Esquisser le profile de la température.

Tip: d’abord examiner un cylindre de rayon r et
I’énergie produite a I’intérieur.

-3<t<3

1+y
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o Aufgabe 8-48:

Untersuchen Sie das untenstehende Integrationsge-
biet Q C R2 mit Rand T" und dusserem Einheits-
normalenvektor 77. Zu berechnen ist der Wert des
Integrals A.

ol
|

o Aufgabe 8-49:

Bestimmen Sie den Fluss A des Vektorfeldes F' von
unten durch die Halbkreiskurve bestimmt durch
2+ (y—1)2=1undy > 1.

Tipp : Divergenzsatz

e Aufgabe 8-50:
Untersuchen Sie das Vektorfeld

2?2492 -1
F= €x2+y2—€
22

Examiner le domaine d’intégration Q C R? avec
bord I et de vecteur unité normal extérieur 7. Cal-
culer la valeur de I’intégrale A.

Calculer le flux total A du champ vectoriel F ci-
dessous depius le bas au travers de la courbe demi
cercle donné par 2% + (y — 1)2 = lety > 1.
Tuyau: théoreme de divergence

15

05

Examiner le champ véctorielle
L
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Das Integrationsgebiet G im Raum R3 ist ein Zy-
linder, beschrinkt durch die Flichen 22 + 3% = 1,
z = 0und z = 1. Berechnen Sie das untenstehende
Integral.

Tip: es ist nicht notwendig langwierige Rechnun-
gen auszufiihren.

La domaine d’intégration G en R? est un cylindre
borné par les surfaces 22 +y? = 1,z = Oet z = 1.
Calculer I’intégral ci—dessous.

Tip: pas nécessaire de faire des calculs tres longes.

/Z/divﬁdv

e Aufgabe 8-51:

Un liquide passe par une demi sphere ouvert au
fond (rayon 3, centre a 1’origine et z > 0) suivant
le champs vectorielle de vitesse F'.

(a) Trouver un double intégrale en coordonnées

sphérique pour calculer le flux qui passe par
la demie sphere. Ne calculer pas la valeur de
I’intégrale.

(b) Trouver le flux I qui passe par la sphere 4 I’aide
du théoreme de divergence. Calculs exactes sont
nécessaires.

Tip: Examiner d’abord le cercle 22 + 2 < 32 dans
le plan des zy.

o Aufgabe 8-52:
Die Funktion

f(t,%) =g(t) exp

heisst eine Fundamentallosung der Wirmelei-
tungsgleichung. Hierbei ist die Funktion g (t)
(noch) nicht bekannt. Fiir jede Zeit t > 0 ist die
Wirmeenergie gegeben durch das Dreifachintegral

Eine Fliissigkeit durchstromt die unten offene
Halbkugelfliche (Radius 3, Zentrum im Ursprung
und z > 0) gemiss dem Geschwindigkeitsfeld F'.

(a) Stellen Sie ein Doppelintegral in sphirischen
Koordinaten auf um den Fluss durch die Fliche zu
bestimmen. Das Integral ist nicht zu berechnen.

(b) Berechnen Sie den Fluss I durch diese Fliche
mit Hilfe des Divergenzsatzes. Die Rechnungen
sind exakt auszufiihren.

Tipp: Zuerst Fluss durch den Kreis 22 +? < 3%in
der ry—Ebene bestimmen

La fonction
— |||

4kt

est dit solution fondamentale de I’équation de cha-
leur. La fonction g (¢) n’est (pas encore) connue.
Pour chaque temps ¢ > 0 I’énergie thermique est
donnée par le triple intégral

E(t):///f(t,:z)dv
J,
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(a) Zeigen Sie, dass (fiir einen festen Wert von ¢ >
0) dieses uneigentliche Dreifachintegral existiert.

(b) Bestimmen Sie den Wert des Integrals durch
Integration in einem geeigneten Koordinatensy-
stem. Das schlussendlich zu bestimmende eindi-
mensionale uneigentliche Integral ist in guten For-
melsammlungen tabelliert.

(c) Die Funktion E (t) muss konstant sein (Energie-
erhaltung). Es gilt £/ (¢) = 1. Finden Sie damit die
Formel fiir Funktion g (t).

o Aufgabe 8-53:

Bestimmen Sie den Fluss A des Vektorfeldes F
von unten durch die Halbkugeloberfliche bestimmt
durchz? + 92+ (2 —1)2=1und z > 1.

Tipp : Divergenzsatz

222
2yz
22 +y? —222

8.7.4 Losungen zu einigen Aufgaben

(a) Montrer que cette triple intégral impropre existe
(pour une valeur fixe de t).

(b) Trouver la valeur de cette intégral en utilisent
des coordonnées adaptées au probleme. Vous trou-
vez I’intégral impropre (en une dimension) a calcu-
ler finalement I’aide d’une table.

(c) La fonction F (t) doit étre constante (conserva-
tion de 1’énergie) On sait que E (¢t) = 1. Trouver
donc une formule pour la fonction g ()

Calculer le flux total A du champ vectoriel F ci-
dessous depius le bas au travers de la demi-sphere
donné par 2% + y? + (z — 1) =letz > 1.
Tuyau: théoreme de divergence

Losung zu Aufgabe 8-1 : Die Gleichung der Geraden ist y = x und die andere Kurve ist bestimmt durch

y=+2zoderxz =y?/2.

(a) Es gibt zwei mogliche Losungen

2 2z 2 ry
S:// x dy dr oder S:// x dz dy
0 Jzx 0 Jy2/2

(b) Mit der ersten Variante von oben ergibt sich
S =

_ 2 5p 1 5\ |7

/02(1:\/ﬂ—x2> dq::/: (\@x?’/Q—x2) dz

2 1 6 8 8
2°902_293) = 2=
<\[5 3 5 3 15
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Losung zu Aufgabe 8-2 : Quelle: [ , p. 155]
(a) Ein Gebiet unter der Parabel y = 22, links der vertikalen Geraden = = 2 und oberhalb der horizontalen
Geradeny = 1.
(b)

2 x? 2 6
1 1
//:p2+y2dA:/ / 2 +y° dy da::/ <x4+$—x2—> d$:%
=1 y=1 =1 3 3 105
G

(c) Hierzu ist zuerst die Beziehung y = 22 nach x aufzulosen mit dem Resultat z = VY-

4 2
//x2+y2dA = / </ :U2+y2dw> dy
G y=1 T=./Y

4 3/2
8 9 Y 5/3 1006
lél<3+ T T 05
(a) Viertelkreis im ersten Quadraten, Radius R = 2.

(b)
2 pm/2
I—// r cosf r df dr
o Jo

I:(Aa2m><éﬁ%mew>

(a) Vertikal zerlegen in schmale, vertikale Streifen
(x—12+ (-2 = 2°
(-2 = 4-(@-1?
y = 2++/4—(z—1)2
dM = xpghdA=pg(4—y)dA

= ffos=so ot
3 2+ 4—(30—1)2

= pg/ / dx —zxzydy | dx
0 2—+/4—(x—1)2

(b) Kann gut mit dem Taschenrechner/Mathematica/MATLAB erledigt werden.
3 A z y2 ‘ 2+4+/4—(z—1)2 p
Pa ], Y77 Jlemyam@2 ) ¢
3
= pg/ (<8x 4—(x—1)2 -4z 4—(1’—1)2)) dx
0

3
= 4pg/ xy/4d—(x—1)2de=...
0

8T +9v3
409 6

Losung zu Aufgabe 8-3 :

©

OD\OO

Losung zu Aufgabe 8—4 :

M

) ~pg27.15
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Eine grobe Schitzung mit Hilfe von Kreisfliche, mittlerer Eintauchtiefe und mittlerem Abstand von
der y—Achse sollte den Wert bestitigen.

Losung zu Aufgabe 8-5 :

(a) Der Integrationsbereich ist die Fldche zwischen den Kurveny = lundy = e* fiir 0 < o < 1.

e 1
/ / ydrdy =
y=1Jzr=Iny

(b) und (¢)

Il =
o
@\
Il e
MR

<

QU

Ny

QL

&

N —

|
N = N M\Hhh
=}
7N

Losung zu Aufgabe 8—6 : Das Gebiet ist ein Viertelkreis mit Radius 2

0 2 0 2 8
I:/ /psinapdpdoz / sin 6 df </ p2dp):
—7r/2J0 —7/2 0 3

Losung zu Aufgabe 8-7 :

(a) G ist der Bereich zwischen der x—Achse und der Parabel y = 22, wobei —3 < x < 3.

(b)
/fdA = /Z(/Oxszdy> dx

G

Losung zu Aufgabe 8-8 :
(a)

3 /992
A:// z (22 +y?) do dy
0 J—y/9—y?

(b)

3 pm
A—/ / pcost p® pdfdp
o Jo

(c) Wegen [ cosfdf =ist A= 0.
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Losung zu Aufgabe 8-9 : 1, Quelle: [ , 518]
Losung zu Aufgabe 8-10 :
Zuerst sind die Schnittpunkte der Kurven zu bestimmen
y1(z) =ya(r) <= x=2°—2x+2 .
= 2*-32+2=0
= mp=y (3+V8)

< x1=1 und z9=1

= I
QR N O W o s

0.5 1 1.5 2 2.5

Durch vertikales schneiden erhélt man

2 T
//mdAz/(/ xdy)dm
1 22142
G
2 T
= /1 <:cy y$2_2x+2> dx

= /2(:z2—(x2—2x—|—2):1:) dx
1

S

2
= /(—x3+3x2—2x) dx
1

4 2
A (16 1 1
= <—4+CL' —{L‘> x:1—<—4+8—4)—<—4+1—1 _Z

Losung zu Aufgabe 8-11: 7/4

Losung zu Aufgabe 8-12 :
(a)

3 2 3 2\ 101
= (216-232)-(2-Z2)==C2
(2 6-59 > <2 5) 10

(©

2 y? 3 4
/ / x dx dy + / / x dr dy
y=1Jz=1 y=2Jzr=1
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Losung zu Aufgabe 8-13 : 15/8
Losung zu Aufgabe 8-14 : Bei z = 0 gilt 0 = 2 — /2 — y/4 oder auch
y=8—-2x

und das Integral

/:0</:;2x(2—§—?i) dy> dm:/:o <(2—;) (8—2x)—(8_82x)2> dx...:%

Losung zu Aufgabe 8-15 : Der entfernte Zylinder kann auch durch die Bedingungen

0<x<2a und —+V2ar—22<y<+2ax—x2

beschrieben werden. Zuerst wird das weggebohrte Volumen bestimmt durch das Integral

Vieg = 2//\/4a2x2y2dA
G

2a 2ar—x2 3 o
_ 2.2/ (/“ W_xg_w@ 160" (3m—4)
x y

=0 =0 9
Somit ist das verbleibende Volumen gegeben durch

_ 16a® 37 —4)

4
—7(2a)? 9

V= VKugel - Vweg = 3

~ 0.71 VKugel

Losung zu Aufgabe 8-16 : In Polarkoordinaten

R
// eV gA = // e P’ p dpdp = 27r/ p e’ dp=m (1 — 67R2> — T
G p=0 R—oo

G

Losung zu Aufgabe 8-17 :
w2
h(10) = ho + 2—102 =20 = ho~ —181.2
g
Ry bestimmt durch die Bedingung h (Ry) = 0, somit Ry =~ 9.49.

R
V = / 2mrh(r)dr
Ry

R 2.2
:27T/r<h0+wr>dr
Ro 29

312 [em?]

Q

Losung zu Aufgabe 8-18 : Wir bestimmen den Volumenanteil im ersten Oktanten durch ein Integral und
multiplizieren das Resultat mit 8.

a Va2—z2?
V = 8/ / zdy | dx
=0 y=0

a Va2 —z2
= 8/ (/ \/a2—x2dy> dx
=0 Y

=0
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Losung zu Aufgabe 8-19 : Fiir einen gegebenen Punkt (z, y) in der Ebene ist die Zylinderhdhe \/x2 + y2 =
r. Die Gleichung der Seitenwand lautet in Polarkoordinaten 2 = r cos 6 oder einfacher » = cos 6. Somit
kann man durchaus auf das Integral

7T  pcosf
V:i/ /' r2drdd=...=0
0 0

kommen. Das Resultat ist offensichtlich falsch. Beachten Sie, dass ist die Losungskurve von 22 + 3% =
ein Kreis mit Zentrum in (0.5, 0) und Radius 1/2 ist. Damit der Radius ~ immer positiv ist muss also der
Winkel 6 zwischen — /2 und 7 /2 liegen. Das fiihrt auf das korrekte Integral

w/2  pcos6
Vo= / r? dr df
—7/2J0
21

w/ w/2
/ aﬁ@MZQ/‘C%9m§M9
o 3 3 Jo

Il
B

w/2
= g / cos @ — sin® 6 cos 0do
3 Jo
2 1 /2
= 3 (sin9—3 sin® 9) 0
2
3

(1)

V = //HéhedA
G
= /G/(Q—;U—Qy)3dA

Losung zu Aufgabe 8-20 :

B (2— x)5 2
40 =0

22 4

40 5

Die Graphik wurde erzeugt mit Mathematica durch

| Mathematica
Plot3D[(2—x—2y)"3,{x,0,2},{y,0,1},
PlotPoints — 30,
PlotRange —>{0,8},
AxesLabel —>{FontForm[”x”,{” Courier”,20}],
FontForm[”y”,{” Courier”,20}],” "},

| ClipFill — None];

Losung zu Aufgabe 8-21 :
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(a) Ein Bogen unter der Kurve y = sinz, wobei 0 < z < 7.

(b)
1 m—arcsiny T sinx
I://J:dA:// :cdxdy:// x dy dx
G 0 Jarcsiny 0 0

(©)

/ x dy dx

sin x

rzsinxdr=m

[
e
[

Losung zu Aufgabe 8-22 :
(a) Kreis mit Radius v/2

(b) Umwandlung in Polarkoordinaten

I://xQdA

x2492<2

\/5 27
—/ / 0% cos?0 pdbdp
o Jo
V2
= ﬂ/ p* dp
0
V2! i
4

Losung zu Aufgabe 8-23 :

roopr2T T 7“2 7°4
//fdA:// (1—p2)pd¢dp:27r/p—p3dp:27r <—>:7rr2<
). o Jo 0 2 4

(a) Die Bedingung ist erfiillt falls 1 — % =0, d.h. fiir r = /2.
(b)

2
1:/ flz,y) +cdA = 722 <1—22)—|—c7722

4
= 74 (1—2>+C7T4

= 74 (c—1)

! +1
CcC = g —_—
4

Losung zu Aufgabe 8-24 : Die Funktion der Oberkante des Dreiecks ist gegeben durch z = § — 1.
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(a) Zerlegen in vertikale Streifen und diese rotieren. Somit wird das Volumen zerlegt in Zylinderwénde.

dV = 2mnx (g—l)

4 " 4
vV = /2ﬂx(—1)dx:7r/x2—2xda:
2 2 2

1
=7 (33}3—902)

Diese Aufgabe ist auch mit der Regel von Guldin I6sbar: Weg des Schwerpunktes mit der Flidche des
Dreiecks multiplizieren.

r=2

4
64— 8 20
=7 < g — (16~ 4)) =7 5~ 20.943051

V=2ars A=2m <2+2§> 1:7r2—??

(b) Zerlegen in vertikale Streifen.

1 1
dE = §v2dm:5(w:p)2ph(:p)d$
2 4 2 4,3 2 /.4 3\ |4
pw o T pw x 9 pw? [zt  x
E = _ ——1 = — _ = = — _——
5 ), G hde=" /2 g ~ T dr=" (8 3>w=2
2 (256 —1 4 — 2 1
_pw 56 —16 6438 _pw SO—ﬁ :pw2—7
2 8 3 2 3 3

(c) Muss Doppelintegral sein.

1 1
dE = 51)2 dmzi(w\/ﬂ—i—z?)?p dA

2 2 4 [ px/2-1
E = W//(az2+z2)dA:pw / 22+ 2% dz | da
2 2 ) 0
D
2 4
_ oo T o2l (Toqy’
- 2/2<(2 Da?+ 2 (3 1>>daz

2 r4
pw 1 1, 4 1, 4 1 1
= — =+ = -1—-- —r—-d
5 2(2+24):c +( 4)30 tye—gde
2 4
_ opw (8 S L] N
= 5 (2430 4:U +2x 3 gy — = PW 1

Es sollte keine Uberraschung sein, dass die Antworten in (b) und (c) nur wenig voneinander abweichen.

Losung zu Aufgabe 8-25 : Diese Aufgabe wurde aus [ , Problem 14 p.819] iibernommen.

SHA 29-11-19



KAPITEL 8. MEHRFACHE INTEGRALE 421

I = /Z/zdv

2 6—2y 4—y2
= / / / zdz | dx| dy
0 2—y 0
2 62y 4 _ ,2
AV OE
0 2—y 2

1 [2
= 2/y34y24y+16dy
0
1yt 4y? 2 ‘2
= - | &= —-—= -2 1
2 <4 5 2y Iy,
1 32 26
= - |4———-8+432) = —
2 < 3 + > 3
Losung zu Aufgabe 8-26 :
(a) Der Abstand von der z—Achse ist 7 = /22 + 32 . Somit erhalten wir
1 1l
Jzzp///x2+y2dvzp/ / /(x2+y2)dzdydm
o Jo Jo

K

(b) Die Integration kann von Innen nach Aussen ausgefiihrt werden.

1l 1 1
J, = p/ /(x2+y2)dyd:c:p/ <:L“2+> dy dx
o Jo 0 3
_ (1),
- P\373)7 "3
(c) Der Abstand von der neuen Rotationsachse ist gegeben durch 72 = (z —
1 1 gl 1 1
J = p/ / /(ar—)2+(y—)2dzdyda;
o Jo Jo 2 2
1 el 1
1.9 1.9 1.9 2
= - = — =) dydr= - = — | dy d
p/O/O(x 5) T (y—35) dyde p/O ((w 2)+3,8>y:ﬂ
1

B L1y
“ P\ \12T12) "6

Eine elegantere Argumentation verschiebt den Wiirfel damit der Schwerpunkt auf der z—Achse liegt,
dann wird um diese Asche rotiert. Das fiihrt auf

/2 172 £
J:p///x2+y2dV:p/ /(x2+y2)dzdyda::...:p
4 —1/2 J-172 Jo

Die Losung kann mit Hilfe des Satzes von Steiner kontrolliert werden. Der Abstand von der z—Achse zur
Achse durch den Schwerpunkt ist a = v/2/2 und fiir das Volumen gilt VV = 1. Somit erhalten wir

2
1 V2 1 1 2
= 2- . = —_ —_— = —_ _ _= -
Jo=J+a"-p-V p6+<2> p p<6+2> p3

)2+ (y— %)? . Das fiihrt auf

N[ —=

[N
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Losung zu Aufgabe 8-27: z: = x4+ 2y — 2

22y r0 5
M = ///pdV / / / 2—zdzdrdy=...= -
r= z=x+2y—2 3

Losung zu Aufgabe 8-28 :

(a) Im Volumen 0 < z < z und die Vorderseite ist beschrieben durch z +3y = 3, d.h.y = 1 — /3. Somit
erhalten wir das Integral

1—2/3 1—x/3
V = // /1dzdydaj—// x dy dz
2 27 3
- [e-Fe=(7-5)L

(b) Der Beitrag eines Voluenelementes dV zum Moment ist bestimmt durch das produkt der Kraft mit dem
horizontalen abstand von der y—Achse, d.h. dM = p g x dV. Wir erhalten

1—-z/3 1—-z/3
M = pg// /a:dzdydm—pg// x dydw—pg/x —gdx
_ z 20 8L (9,2
- P9 3 12 “PIN\3 T12) TP 1)~ P9y

Aufgrund der Formel M = m g x; kann die z—Koordinate x5 des Schwerpunktes bestimmt werden.

x=0_2 9 2

M pg9-2 3
T = = _ —
*opVyg 4pg3 2

Dies ist korrekt.

Losung zu Aufgabe 8-29 :
(a)

(b) Rechne
2 3 gl
EF = W//a:3+a:y2dydx
2 Jo Jo
2 3 31 2 3
_ pY 3 ﬂ‘ _pw (3 90)
= = /0 yx° + 3 y0> dx = 5 /0 x+3 dx
2 4 2\ |3 2
81 9 87
_ e (ol 2\ pe? (8L O\ 8T
2 4 6 /) |.—o 2 4 6 8

Losung zu Aufgabe 8-30 :

(a) Integration iiber Dreieck in der xz Ebene. Die Stibe der Hohe 1 (0 < y < 1) in y—Richtung haben alle
den selben Abstand r = v/22 + 22 von der Rotationsachse und ein Volumen von dV = 1dz dx .

3 x 2 3 T
:/pvde:/ / pwzrzdzd:n:pw/ / 22+ 22 dz dx
2 0o Jo 2 2 Jo Jo
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(b) Rechne
pw’ > pw
E = 5 2+ 2 dzd:r—— z a2 —|—fz
2 3 2
pw 1 3‘ pw 34 3 21, pw
= — d de = — = — 27
2 /0 (x 37 z=0> ST A 2 3‘” =0

Losung zu Aufgabe 8-31 : Diese Aufgabe wude mit einer minimalen Modifikation [ , Problem 14,
p.819] entnommen.

Die beiden Gleichungen z + y = 2 und = + 2y = 6 fiihren auf zwei Ebenen, die Parallel zur z—Achse
sind. Die Gleichung 2% 4 y? = 4 ergibt einen Zylinder mit Radius 2 und der y—Achse als Zylinderachse.
Die untenstehenden Abbildungen zeigen die Schnitte in der zy—Ebene (links) und eine mit Mathematica
erzeugte 3D-Graphik (rechts).

N

2 6

Nun kann das Integral aufgestellt werden. Zu Berechnung konnen auch Mathematica oder ein Taschen-
rchner eingesetzt werden.

I:/z/z

Losung zu Aufgabe 8-32 :

(a)
2 4 prd—y
V = ///1dV:/// 1dz dy dx
’ —2J22J0
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2 24 2 4
) 9 T
/2( 75 y:m2> e /2 (8 v 2> &

2
256
o= 75 & 1T.0667

1

(b) und (c). Verwende dE = 2 v2dm = r2 dV und integriere.

pw? 2 [t iy
E = ///r dVv = / // 22 +y? dz dy dx
2 -2Jz22 J0

pw? 23552 pw?
= ~ 74.77
2 315 2

Losung zu Aufgabe 8-33 : Die Berechnung der drei Kurvenintegrale ist moglich, aber sehr miihsam. Ver-
Wende den Divergenzsatz und div F' = 1 + z. Die Gleichung der Geraden der Obergrenze des Dreiecks ist
y=2SLoderx=5—2y.

A = fﬁ-ﬁds_//divﬁdA
C
D

3 (5—x)/2 5 3 3 1
= /1 /1 l1+zdy da:— ( 5 —1) 90:/1 (1+x) (2_25“) dx
3 1 1 3
1 1 3 —26+24+18 8
= ——2 — -2 —_— ==
( Lo laed ) =22

Das Fliachenintegral kann auch in der anderen Reihenfolge integriert werden, allerdings ist die Berechnung
ebenso miihsam.

A:j{ﬁﬁ //ddeA
529 2 1 5—2y 2 1
= ( 1+erﬂc> dy:/ <x+w2>‘ dy:/ <(5—2y)—|—(5—2y)2—3> dy
1 2 z=1 1 2 2

2 2 ) 3
= /( —12y+16)dy:<3y3_6y2+16y>‘y1:37_6.3+16: 5 =3

Losung zu Aufgabe 8-34 : Eine einfache Parametrisierung des Kreises ist
x(t) 3 cost )
= wobei 0<t<27
y(t) 3 sint

o —3 sint
s:< >dt und ds =3

Somit gilt dann

3 cost
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22 +y?) x
a = / / div( ( ) y2) dA verwende Divergenzsatz
D

(2 +y%)y

(2?2 +y?) i ds = 9z \ x/3 )
f((fﬂ?ﬂLy?)y) ! _%<9y> (y/?))d

= 7{27-3ds:1627r

T+y - 27 [ 3 cost + 3 sint —3 sint
b = % 'dS:/ .
c T 0 3 cost 3 cost

27
= / —9sint cost — 9 sin®t + 9 cos’t dt = 0
0

Integral muss 0 ergeben, da das Vektorfeld konservativ ist

>dt

¢ = £<x1y>~ﬁds:4/div<xiy> dA:/D/ldA:97r

27
d = }1{(1+y+x)ds—/ (1+3cost+3sint)3dt =67
C 0

Losung zu Aufgabe 8-35 : Die Kurve kann parametrisiert werden durch z (¢) = tund y (¢) = 1 — ¢ mit
0 <t < 1. Somit gilt \/ (t)2 + 9 (t)2 = /2. Der nach rechts—oben zeigende Normalenvektor 7 mit Linge

1 ist gegeben durch

Somit berechnet sich der Fluss durch

1 1
f17~ﬁ ds
C 20 T+y 1

1
1 1
ﬁ0/<t+1—t>'<1> v2d
— fort1di=2
0

Losung zu Aufgabe 8-36 : Es gilt

- dz —sint — cos (2t)
ds = = dt
dy cost

Die Flache kann bestimmt werden durch das Kurvenintegral

0\ - 2n 1
A:/ ~ds:/xdy:/ <costsin(2t)>costdt:
c\ =z c 0 2

oder auch

A = —/yda:

C
/xdy—ydx
C

N
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Losung zu Aufgabe 8-37 :
1. Mittels Berechnung der Kurvenintegrale

Fluss = /17-ﬁds
c

1 1
_ /2t-o+(t+0).(—1)dt+/ 2.1+ (241)-0dt
0 0

1 1
+/0 2(1t)-0+(t+1).1dt+/0 0-(~1)+(0+1—1t)-0dt

-1 3
= —4+24+-+40=3
S t2+ o+

2. Mittels Divergenzsatz

L 2, = 2
divo=Vv=V =241=3
r+y

Da die Fliche des Einheitsquadrates R sehr leicht zu finden ist ergibt sich
Fluss :/ﬁ-ﬁds://ﬁﬁdwdy://?)dxdy:i%
C R R

Losung zu Aufgabe 8-38 : Verwende Zylinferkoordinaten mit Zylinderachse in Richtung der y—Achse.

x p COS @ cos ¢
= y , = 0 und dA =2d¢ dy
z p sin ¢ sin ¢

Beziiglich der iiblichen Koordinaten sind y und z zu vertauschen. Es sind mindestens zwei Losungswege
moglich.

e Durch direkte Integration erhilt man

e cos

//ﬁ.ﬁdA - // Y2 : 0 2 do dy
0 0

Wand 2 cosp—y sin ¢

4 r27
= 2/0/0 ycosp+ (2 cosp—y) singdopdy =0

e Verwende den Divergenzsatz.
Wegen div F' = 2y gilt

a/Gﬁ-ﬁdA = /Z/divﬁdv_/g/mdv
= [ 2v) o) o

4
= 7r22/ 2y dy =64
0
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Fiir die Integrale iiber den Boden (y = 0) und den Deckel (y = 4) erhalten wir

) o [0 0
//ﬁ'ﬁdA = / / 0 |-| -1 |ypdop| dp=0
Boden 0 0 T 0
. 2 27 4 0
//F-ﬁdA - / / 2 |1 |ypdo]| dp
Deckel 0 0 r—4 0

2 27
= / </ 16pd¢> dp=m16-4
0 0
Der Divergenzsatz ergibt nun

//ﬁ-ﬁdA - //ﬁ.ﬁdA+//ﬁ.ﬁdA+// F.-ndA
o

G Wand Boden Deckel
// F.iidA = 647 —647 =0

Wand

Losung zu Aufgabe 8-39 :

(a) Wegendivﬁ:%—i-a%z(z)—k%=3+0+O:3gilt

a/Gﬁ-ﬁdA = /!/divﬁdV:/!/?)dV

= 3 (Volumen des Zylinders) = 3 - 3% 7 - 10 = 2707

(b) Mantelflache kann durch modifizierte Zylinderkoordinaten beschrieben werden:

T 3 cos
y | = Y wobei 0<y<10 und 0<p<27
3 sinp

Der dussere Einheitsnormalenvektor ist gegeben durch

CoS
0

sin

SL
I

und das Flichenelement auf der Mantelfliche durch dA = 3 dy dy. Somit erhalten wir

3z 9 cos(yp)
F= sin(z) | = | sin(3 cos(y))
Y Y
9 cos(y) Ccos

10 27
// F-idA = / / sin(3 cos(p)) | - 0 3de | dy
0 0

Mantel Y sin ¢
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10 27
— / </ 27cos2g0+3ysing0dg0> dy
0 0
10 9
— / <277T+0> dy = 270
0 2

Als Kontrolle kann der Fluss durch Boden und Deckel besimmt werden.

(c) siehe oben

3z 0
// F-idA = // sin(z) |- -1 dA =0
Boden 0 0

3z 0
// F.idA = // sin(z) |- +1 dA=0
Deckel 10 0

Da beide Intgerale Null ergeben muss der Gesamtfluss aus dem Zylinder heraus gleich dem Fluss durch die
Mantelfliche sein. Diese Beobachtung ist eine Kontrolle der obigen Ergebnisse.

Losung zu Aufgabe 840 : Es gilt

= — = ax?) 8:1/3 823 2 2 2
V-F=divF = =3
iv o + y + 5% (% +y~ +27)

/S/ﬁ-ﬁdS:/g/?)(ﬁ—I—yQ—i—zQ)dV

Dieses Volumenintegral wird am einfachsten in zylindrischen Koordinaten ausgerechnet.

3 r2 pr2m
///3(x2+y2+z2)dv = /// 3 (p*+ 22) p do dr dz
% o Jo Jo
32, , Bt ‘2
= 67r/0 /O(p +pz)dpdz:67r/0 <4+22) p:OdZ

3 53
= 67r/ (4+222) dz=6m <4z+23>
0

= 67 (12418) = 1807

und somit

Losung zu Aufgabe 8-41 :

- JF, O0F, OF:
VF=Z1 4+ 224 22— 040+ /22 +2
ox oy 0z

In Zylinderkoordinaten

//ﬁ.ﬁds — // VEdV
S

+
1 2 V3

= / / / rordrdpdz=...=27V3
z=0 J ¢p=0 Jr=0

Losung zu Aufgabe 8—42 :
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(a) Wegen divF =322 — 141 = 322 gilt

/ﬁ-ﬁdA = /g/divfdv—/!/?)@ﬂdv

oG
27 5 2
— 2 2
= /0 </0 (/0 3 p” cos ¢pdp> dz) do
2w 2 16
_ . 2 X 3 _ o
= 15 </0 cos q§d¢> </Opd,0>—157r4 = 607

(b)
s o 8 cos® ¢ cos ¢
// F-idA = / / —2sin¢ || sing | 2do| dz
0 0
Mantel z 0

2T
= 10/ 8costp—2sin’pdp = 407
0

Losung zu Aufgabe 8—43 : Es handelt sich um einen Achtel einer Kugel vom Radius 2 mit Zentrum im

Ursprung.

(a) Essind die drei Bereiche in den Koordinatenebenen zu betrachten und der Anteil auf dem Kugelmantel.

Die Integrale sind ,,nur* aufzustellen und nicht auszurechnen.

1. zy-Ebene (z = 0)

2 p/4—y? Y 0 2 4—y2
Ilz// —x 0 dxdy:// 0drdy=0
o Jo o Jo
0 -1
2. xz-Ebene (y = 0)
0 0
2 pV4—2z2 2 pV4—2z2 ]
12:// —x -1 dxdz:// zdrdz ==
o Jo o Jo 3
z 0
3. yz-Ebene (x = 0)
2 pV4A—22 Yy —1 2 A2 _8
13:// 0 0 dydz:// —ydydz = —
o Jo o Jo 3
z

4. Kugelschale mit Hilfe von Kugelkoordinaten # und ¢

w/2 /2 Yy
el
=0 J6=0

z

1
3 22 sin 0df d¢

<

w/2 /2
= 2 / 22 sin db do
¢=0 JO=0
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=0

w/2 /2
= 2 / / 22 cos? 0 sinf df do
¢=0 Jo=0

w/2 _ 39 w/2
_ 8/ cos " e
$=0 3 6=0
1lnm 4nx
= 83573

(b) Esistleicht zu sehen, dass div ¥ = 1 und somit mit Hilfe des Divergenzsatzes

Fluss = //ﬁ-ﬁdA
A
_ ///divﬁdv

Vol

14 4
= 1dV == —-7n28=2
/// 837~ 3"

Vol

Losung zu Aufgabe 8—44 : Es sind ,neue” Zylinderkoordinaten einzufiihren, da die Zylinderachse in y
Richtung zeigt. Mit
x T COS

= Y
T sin o

gilt dV' = r da dr dy und das Flachenelement der Aussenwand ist dA = r da dy.

(a) Man sieht leicht, dass div F=z+z-1

L = ///divﬁdv
Z
3 2 2w
:/ / / (rsina—r cosa— 1) rdadrdy
y=0 Jr=0Ja=0

3 2 27
= —/ / / rdadrdy = —Volumen = —127
y=0Jr=0Ja=0

(b) e Bodenbeiy =0

Tz 0
//ﬁ-ﬁdA = // 0 || -1 |daA=0
Kreis Kreis —z 0
e Deckel beiy = 3
Tz 0

//ﬁ-ﬁdA—// z3 |- 1 | dA=0

Kreis Kreis —z 0
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e Zylinderwand bei r = 2

2

% 8in v cos & Cos &
//ﬁ-ﬁdA = // YT CoSq . 0 dA =0
Wand Wand —7r sin o sin o
3 27
= / / (4 sina cos? o — 2 sin? a) 2dady
y=0 Ja=0
= ...=—-12«

e Das totale Obefldchenintegral ergibt sich als Summe der drei Integrale und das Ergebniss ist
—12 7, wie aufgrund des Divergenzsatzes zu erwarten war.

Losung zu Aufgabe 8—45 : Die pro Zeit erzeugte Energie (Leistung) P erhilt man durch Multiplikation
des Volumens mit der gegebenen Konstanten w.

B AFE AT g

BN

Diese Energie muss durch die Kugelschale mit Radius r abfliessen. Wegen dem Gesetz von Fourier gilt also
fiir Ri <r< Ra

P

T
P = —A4w2%r
or _ P
or Admr?
P
T = k
(r) /\47r7’+

Nun kann man die Bedingung 7' (R,) = T, verwenden und rechnet

P
To = Sirgm, TF
P
ko= T Sirg,
P
T = A47rr+T“_A4Ijr/Ra
w11
T(r) = Toty - (T_R)
AT =T - T, — wan R} R,—R;, w R? (R, — R)

3Md7r  R;R, 3\R,

Um dem maximal modglichen Wert von T; zu bestimmen kann man die Ableitung von AT nach R; Null
setzen und auflosen

_aAT B w ‘ oy p2
=38 = T (2 R; (R — R;) — RY)

0
3
2
0 = Rl( Ra—3Ri):>Ri:0 oder Rz’:gRa

Losung zu Aufgabe 8—46 :
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o Wirme-Leistung in hypothetischem Zylinder mit Radius 7. Es ist nur das eingeschlossene Volumen
zu beriicksichtigen, dieses ist vom Radius r abhéngig.

P(r) =wLmr?
e Gesetz von Fourier um den Fluss durch Zylinderwand mit Radius r zu bestimmen
oT(r)
—“AL2rr ———= =P
T (r)

e Berechnen der Temperatur durch eine Integration

or(r) _  P(r) __wL7T7“2__l
ar AL2rr  AL2nr  2A
T(r) = —%rz—i—k
Ty =T(R) = —%RQ—i—k
ko= To—%Rz
w
() = 5 (R —r)+Th

Das Temperaturprofil ist eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitelpunkt bei r» = 0.

Losung zu Aufgabe 8-47 : Eine einfache Rechnung zeigt, dass

OF 0P

—=—=1
oy ox

und somit ist das Vektorfeld konservativ und das Linienintegral nur vom Anfangs- und Endpunkt abhingig.
Deshalb ersetzen wir die Kurve C' durch eine einfachere Kurve C’ welche dieselben Anfangs- und End-

punkte verbindet.
t
c o <0> mit —3<¢<3

/ﬁ@ _ [ Fd
C cC’

- /Z(ni—l).(é)dt

Es gilt

A = j{ﬁ-ﬁds://divﬁd/l://—1+2ydA
I
Q Q
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4

4 2 2 3
X xr X X
= /2 (—2+4‘0> dm_<_4+12)

16 64 4 8 56 —-94+14 5
- (-3+5)-(-1+5) -+ B- -3

r=2

12 3 3

Losung zu Aufgabe 8—49 : Der Halbkreisbogen kann unten durch eine Gerade abgeschlossen werden, dann

ergibt sich ein geschlossenes Gebiet G fiir welches der Divergenzsatz verwendet werden kann.

//divﬁdA:?{ ﬁ-ﬁds:/ ﬁ-ﬁds+/ ii- F ds
£ Rand Kreis Gerade

Wegen div F (Z) = 2y — 2y = 0 muss der Fluss durch den Boden (von unten) gleich dem Fluss durch die

Halbkreiskurve sein.

., 2z . 0
F(z,1) = und 7=
a?—1 1
A=
—1<z<1

My
St
o8
oy
I
|\H
H
Ve
8
NN
8
—_
~
N
)
~_—
QL
8

Die Aufgabe kann notfalls auch durch eine direkte Integration gelost werden, ohne Divergenzsatz.

§<¢>=< cose ) L 0<p<o de<¢>=(_Sin¢>d¢ . ds = do
1+sin¢ cos ¢

y{ﬁ ( 2 cos ¢ 1+Slnq§) >‘<cos¢> dé
c cos? ¢ — (1 + sin ¢)? sin ¢
2 cos? ¢ (1 + sin @) + cos® ¢ sinp — (1 + sin ¢)? sin ¢ do
3(:082(]5 sing + 2 cos® ¢ — sin ¢ — 2 sin® ¢ — sin® ¢ do
4 cos® ¢ sin ¢ + 2 (cos® ¢ — sin? ¢) — 2 sin ¢ dp
4c052¢ singbdqb—I—Z/Wcos2¢—sin2¢d¢—2/ﬂsinqﬁdgb
0 0
4 8 4

2 =——4=—=
+O+ cos ¢ 4=0 = 3 3

4 m
= 3 cos cb

Losung zu Aufgabe 8-50 : Mit Hilfe des Divergenzsatzes kann dieses Integral umgeformt werden in ein

Oberflachenintegral.
///divﬁdvz//ﬁ-ﬁcm
G Pl

Dieses besteht aus drei Teilen.
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1. Zylinderwand (22 4 y? = 1): Hier gilt

F =

22

Dieses Vektorfeld zeigt in die z—Richtung und somit ist die Normalkomponente 0. Der Integralbeitrag
ist 0.

2. Boden (z = 0): Hier ist die dussere Normale gegeben durch 7i = (0,0, —1) und somit F - ii = 0. Der
Integralbeitrag ist 0.

—

3. Deckel (z = 1): Hier ist die dussere Normale gegeben durch 77 = (0,0, 1) und somit F - 7i = 22 = 1.
Der Integralbeitrag ist gleich der Flidche des Kreises, d.h. .

///divﬁdv://ﬁ-ﬁdA:0+o+7r=7r
G oG

Es ist moglich die Divergenz auszurechnen und das Dreifach-Integral direkt auszurechnen. Die Rech-
nungen sind ldnger.

Somit gilt

Losung zu Aufgabe 8-51 :

(a)
/2 3 sin# cos ¢ — 3 sin b sin ¢ sin @ cos ¢
= / / 3 sin @ cos ¢ - | siné sin¢ r? sin 6 d¢ db
0 0
1 cos 6

(b) Der Fluss aus der Halkugel durch den Boden nach aussen ist

T — 0

Yy
Iu—//ﬁ-ﬁdA—// T 1 o dA = —-97

Kreis Kreis 1 -1

Da die Divergenz gegeben ist durch div F=1 gilt fiir die Halbkugel K

. 2
I+1, = ///dideV:37r33
K

2
I = §7T27—|—97T:277T

Losung zu Aufgabe 8-52 : Integration in Kugelkoordinaten

@/f(t,f)dv = g() /[/exp(jl'Z’S) dv
-0 | /Qﬂ/ (17

4k
= g(t)47r exp <4k2t>

) r? sin 0 d0 de dr
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(a) Da die Funktion iiberall positiv ist, und das uneigentliche Integral in Kugelkoordinaten existiert, ist
die Funktion offensichtlich integrierbar. Die Exponentialfunktion konvergiert (fiir grosse Werte von r)
schneller gegen Null als jedes Polynom.

(b) Integration in Kugelkoordinaten: siche oben.

(c) Somit muss gelten

g(t) = (2!@1/5)3
¢ (t, %) = <2ki/ﬂ>3 exp ;g'f

Losung zu Aufgabe 8-53 : Aufgrund des Divergenzsatzes muss der Fluss durch den Boden (von unten)
gleich dm Fluss durch die Halbkugeloberfliache sein.

divF(Z) = 2%x4+2%2—42=0
2z
F(z,y,1) = 2y
2?4y -2
0
n o= 0
1

A = // ﬁ.ﬁdAz// 22+ 9% —2dA

z24y2<1 z2+y2<1

= /0% (/Ol(pQ—Q)pdp) dep

1
1 -3

= 2 3_92pdp=2 ——1)=—
e (o) -
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8.8 Zusammenfassung

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie

e Integrale iiber Bereiche in der Ebene aufstellen konnen, in verschiedenen Koordinatensyste-
men.

einfache Integrale liber Bereiche in der Ebene ausrechnen kdnnen.

Integrale iiber Bereiche im Raum aufstellen konnen, in verschiedenen Koordinatensystemen.

einfache Integrale iiber Bereiche im Raum ausrechnen konnen.

den Divergenzsatz in zwei und drei Dimensionen richtig anwenden konnen.

Oberflichenintegrale aufstellen konnen, und in einfachen Fillen berechnen.
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